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Мета. Розроблення математичної моделі динамічних процесів у пристроях зміни швидкості за допомо-

гою багатоступінчастих зубчастих диференціальних передач із замкнутими гідросистеми на прикладі конкретної 
конструкції. Методика. Розглянуто пристрій із багатоступінчастим диференціалом, в якому зубчасте колесо – 
епіцикл першого ступеня з’єднано із сонячним зубчастим колесом другої ступені, зубчасте колесо – епіцикл 
другого ступеня з’єднано з сонячним зубчастим колесом третього ступеня, і так далі залежно від кількості 
ступенів, а керують швидкістю за допомогою водил кожного ступеня за допомогою встановлених на них 
замкнутих гідросистем. На основі рівняння Лагранжа ІІ роду складено та розв’язано рівняння динаміки таких 
пристроїв залежно від умов їх роботи. Результати. Отримана математична динамічна модель руху зубчастого 
диференціала з можливістю керування рухом водил замкнутими гідросистемами з метою забезпечення 
необхідного закону зміни навантаження на веденій ланці – епіциклі, а результати можуть бути підґрунтям для 
проведення кількісного аналізу силових залежностей механічного приводу з гідросистемним керуванням. 
Наукова новизна. Вперше побудованодинамічну модель пристрою зміни швидкості у механічних приводах 
машин з багатоступінчастим зубчастим диференціалом, що дає змогу визначати швидкість ланки керування і 
вибирати необхідну замкнуту гідросистему для керування швидкістю руху веденої ним ланки. Практична 
значущість. Отримані результати можуть бути підґрунтям для проведення кількісного аналізу силових 
залежностей механічного приводу з гідросистемним керуванням через водила, коли обертальний момент опо-
ру змінюється періодично протягом тривалого часу; або величина ударного обертального моменту опору 
після різкого збільшення залишається незмінним протягом тривалого часу; або величина ударного обер-
тального моменту опору після різкого збільшення зберігається протягом малого часу; або виконавчий 
механізм миттєво зупиняється внаслідок значного перевантаження. 

Ключові слова: динаміка, пристрій для керування змінами швидкості, багатоступінчастий зубчастий 
диференціал, замкнута гідросистема, сонячне зубчасте колесо, епіцикл, водило, сателіт. 

 
Вступ. Технологічні процеси машин у різних галузях промисловості, наприклад, у машино-

будуванні, гірництві, енергетиці, цивільному, промисловому і дорожньому будівництві, сільському 
господарстві залежать від швидкості їх виконавчих механізмів. Для керування змінами швидкості у 
сучасній техніці використовують пристрої у вигляді ступінчастих і безступінчастих коробок 
швидкостей, які мають прості та складні зубчасті передачі або ланцюгові, пасові та фрикційні 
варіатори. Основними недоліками існуючого ступінчастого керування швидкістю є складність 
конструкції пристроїв, велика матеріаломісткість,  виникнення значних динамічних навантажень 
під час переходів з однієї швидкості на іншу, а традиційного безступінчастого – інтенсивне спрацю-
вання деталей внаслідок використання фрикційних зв’язків стрічкових, колодкових або дискових 
гальм та блокувальних фрикційних муфт. Це істотно впливає на зменшення довговічності і надій-
ності деталей приводів і машин загалом. Тому актуальною науково-технічною задачею є розроблен-
ня нових пристроїв для керування процесом зміни швидкості з застосуванням зубчастих диферен-
ціалів з замкнутими гідросистемами як перспективнішим при усуненні недоліків існуючих пристроїв, 
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про що частково сказано в [1], обґрунтовано кінематичні [2] і енергетичні [3] можливості. Проек-
тування, виготовлення та експлуатація таких пристроїв вимагають знань про силові процеси, які 
виникають у них. Дослідження силових динамічних процесів у пристроях зміни швидкості із зуб-
частими диференціалами, де керування швидкістю здійснюється за допомогою замкнутої гідросис-
теми через водила, є актуальною задачею.  

 
Аналіз літературних джерел за темою статті. Розглянуто роботи, у яких досліджено 

пристрої зі зубчастими  диференціальним передачами [4–21]. 
У [4] проаналізовано вплив зміни форми профілю зуба планетарної передачі на динаміку без 

врахування енергозатрат. 
У [5] запропоновано і досліджено нелінійну динамічну модель двоступінчастого планетар-

ного механізму на підставі аналітичного розв’язку динамічних рівнянь у програмі MATLAB, але 
при цьому не враховані втрати, які виражаються ККД. 

У [6] проведено спільний аналіз діапазонів ефективності та коефіцієнта передачі планетарних 
передач, якого можна досягти усіма можливими конструктивними рішеннями. 

У [7] наведено результати перевірки динамічної моделі приводу з редуктором, які прово-
дилися на реальному об'єкті в різних умовах експлуатації і стимуляційні дослідження, щоб визна-
чити придатність моделі, але без врахування енергетичної ефективності. 

У [8] запропоновано новий метод розрахунку кінематичних і силових параметрів на основі 
гіперграфу і матричної операції. Розраховують ККД за потоком потужності, а рівняння втрат 
потужності на кожному вузлі виводяться через підхід, оснований на відносній силі само обертання.  

У [9] отримано формули теоретичної ефективності для двоступінчастої диференціальної 
передачі та перевірено експериментальними дослідженнями. 

У [10] досліджено ККД складних зубчастих передач на основі графічних та гвинтових теорій, 
що дають змогу отримувати наближені значення. 

У [11] обґрунтовано зменшення вартості конструкції багатошвидкісних планетарних передач 
на основі системного синтезу з врахуванням таких вимог, як ступінь співвідношення, ефективність, 
планарність механізму та один перехідний зсув, для важких вантажних транспортних засобів.  

У [12] наведено конструкцію двопланетарного редуктора з розрахунком кінематики, статики 
та ефективності зачеплення зубчастих коліс. Розрахунки геометрії та міцності зубчастих коліс, 
валів і підшипників кочення опускаються, оскільки їх визнано типовими розрахунками конструкції. 

У [13] на основі обертального моменту рівнянь силового балансу і силового аналізу основних 
елементів проаналізовано розподіл потужностей багатоступінчастого мікропланетарного редуктора 
2К-Н. 

У [14] автори пропонують алгоритм для вирішення завдання з виявлення виродженої плане-
тарної зубчастої передачі, автоматизований за допомогою інтерактивної комп'ютерної програми. 
Алгоритм застосовують для передач з будь-якою кількістю ступенів свободи. 

У [15] звернено увагу на повне розуміння базової механіки планетарних передач та оцінки їх 
механічної ефективності та робиться висновок, що для тих самих вхідних та вихідних ланок втрата 
потужності має для кожної дійсної послідовності кутових швидкостей своєрідне математичне 
вираження. 

У [16] наведено причини, які стримують застосування плавно регульованої планетарної 
передачі, через конструктивну складність механизму регулировання передаточного відношення та 
описані варіанти його спрощення.  

У [17] зауважено, що планетарні передачі використовують в промисловості через багато 
переваг, мають підвищену ефективність і дуже компактний привод, складений з зубчастих коліс, і 
вихід з ладу однієї ланки впливає на всю передачу, тому необхідно знати причини цього. 
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У [18] запропоновано динамічну модель керування швидкістю через епіцикл привода із 
зубчастою диференціальною передачею і замкнутою гідросистемою, отримано систему диферен-
ціальних рівнянь. 

У [19] запропоновано динамічну модель керування швидкістю через сонячне зубчасте колесо 
привода із зубчастою одноступінчастою диференціальною передачею і замкнутою гідросистемою, 
отримано і розв’язано систему диференціальних рівнянь. 

У [20] запропоновано динамічну модель керування швидкості через водило привода із зубчас-
тою одноступінчастою диференціальною передачею і замкнутою гідросистемою – отримано і роз-
в’язано систему диференціальних рівнянь. 

У [21] наведено визначення зведених обертальних моментів до ведучої ланки пристрою зміни 
швидкості через зубчастий диференціал, якою може бути епіцикл, або водило, або сонячне зубчасте 
колесо. 

Із аналізу останніх публікацій видно, що питанням динаміки нових пристроїв керування змінами 
швидкості з зубчастими диференціалами за допомогою замкнутих гідросистем  приділено мало уваги. 
Ці питання динаміки таких пристроїв чекають свого розв’язання. Вивчення динаміки таких пристроїв 
дасть змогу розробити методи зменшення впливу динамічних навантажень на їх ланки. 

 
Мета. Метою роботи є розроблення математичної моделі динамічних процесів у пристроях 

зміни швидкості за допомогою багатоступінчастих зубчастих диференціальних передач із замкну-
тими гідросистеми у випадку, коли ланками керування є водила, а ведучим валом є сонячне 
зубчасте колесо першого ступеня, а веденим валом є епіцикл останньої ступені. 

 
Методика проведення досліджень. На рис. 1 показано багатоступінчастий зубчастий дифе-

ренціал із замкнутими гідросистемами і керуванням швидкістю через водила. 
 

 
 

Рис. 1. Схема багатоступінчастого диференціала зі замкнутими  гідросистемами  
та з керуванням швидкістю через водила 

Fig. 1. Scheme of multistage gear differential with closed-loop hydraulic  
systems with speed control through carriers 

 
Розглядається пристрій з багатоступінчастим диференціалом, в якому зубчасте колесо – 

епіцикл 3(1) першого ступеня з’єднано  з сонячним зубчастим колесом 1(2)  другого ступеня, зубчасте 
колесо – епіцикл 3(2) другого ступеня  з’єднано з сонячним зубчастим колесом 1(3) третього ступеня, 
…, зубчасте колесо – епіцикл 3(n-1)  (п-1) ступені з’єднано з сонячним зубчастим колесом 1(n) n-го 
ступеня, а керування швидкістю виконується за рахунок водил першої 4(1), другої 4(2),  третьої 4(3), 
..., n-ної  4(n)  ступенів за допомогою встановлених на них замкнутих гідросистем 6(1), 6(2), 6(3),…,6(n). 
Замкнуті гідросистеми 6(1), 6(2), 6(3), …, 6(n) одинакові за будовою, розміщені на корпусі 5 і з’єднані  з  
водилами 4(1),  4(2),  4(3), ..., 4(n)  через зубчасті передачі  7(1), 7(2), 7(3), ..., 7(n) .  

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Автоматизація виробничих процесів у машинобудуванні та приладобудуванні. Вип. 54. 2020 

 

19 

Ведучою ланкою такої багатоступінчастої зубчастої диференціальної передачі є сонячне 
зубчасте колесо 1(1) першого ступеня, а веденою ланкою – епіцикл 3(n)  n-го ступеня.  

Будову і роботу замкнутої гідросистеми описано в [22]. Цей принцип роботи замкнутої гідро-
системи використано для керування кутовою швидкістю веденої ланки – епіцикла, багатоступін-
частого зубчастого диференціала.  

 
Результати досліджень та їх обговорення. Динамічну модель руху багатоступінчастого 

зубчастого диференціала з керуванням швидкістю через водила у формалізованому виді запишемо, 
застосувавши рівняння Лагранжа ІІ роду 

)(3 пMT
dt
d

=







∂
∂
ω

.                                                                  (1) 

У вираз для кінетичної енергії системи Т входять кінетичні енергії таких ланок: Т1(1), Т1(2), 
Т1(3), … , Т1(п) – сонячних коліс із валами; Т2(1), Т2(2), Т2(3), … , Т2(п) – блоків сателітів; Т3(1), Т3(2), Т3(3), 
…, Т3(п)  – епіциклів; Т4(1), Т4(2), Т4(3), …, Т4(n) – водил зі спареними зубчастими колесами передач 7, 
відповідно 7(1), 7(2), 7(3), …, 7(n); 6(1), 6(2), 6(3), …, 6(n) – замкнутих гідросистем з приводними 
зубчастими колесами передач 7', відповідно 7'(1), 7'(2), 7'(3), …, 7'(n).  
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де )(6)(4)(3)(2)(1 ,,,, ііііі ωωωωω  – відповідно кутові швидкості ланок системи; )(6)(4)(3)(2)(1 ,,,, ііііі JJJJJ  – 

відповідно динамічні моменти інерції ланок відносно центрів мас; m2(i)– маса блока сателітів; )(іck  – 

кількість сателітів; )(4)(4)(2 іііo rv ω=  – колова швидкість осі обертання сателітів; )(4 іr  – радіус 

обертання водила. Цей радіус дорівнює сумі початкових радіусів сонячного зубчастого колеса і 
сателіта )(5,0 )(2)(1)(4 іwіwі ddr += , і = 1, 2, 3, …, п. 

Кутові швидкості виразимо через кутові швидкості ведучих і ведених ланок [2] для всіх 
ступенів: 
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)1(
)1(34

)1(3
)4(

)1(31
)4(

)1(21)1(1
)1(2

)(

и

ии ωω
ω

+−
= ; )(2)3(2)2(2 ;...,; пωωω ;  

)(3)3(3)2(3)1(3 ,...,;; пωωωω  – ведена ланка (епіцикл); )1(
)1(34)1(4

)4(
)1(31)1(1)1(3 ии ωωω += , 

)1(
)1(34

)4(
)1(31)1(1)1(3

)1(4 и
иωω

ω
−

= ; )(4)3(4)2(4 ;...,; пωωω   

)1(77

)1(4
)1(6

′

=
и
ω

ω ; )(6)3(6)2(6 ;...,; пωωω . 

де  передаточні відношення ступенів: 

)1(2
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z
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)2(2

)2(1)4(
)2(21 z

z
u −= ; 

)3(2

)3(1)4(
)3(21 z

z
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)(1)4(
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п
п z

z
u −= ; 
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Підставимо значення швидкостей до виразу (2), спростимо і запишемо у вигляді: 

∑
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і
ппппппп JJJT
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де прийнято такі позначення: 
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Підставляючи вираз для кінетичної енергії (3) до рівняння Лагранжа ІІ роду (1) і беручи част-
кові похідні за кутовими швидкостями 1ω  і 3ω , отримаємо систему двох диференціальних рівнянь 

для кожного ступеня 







=+

=+

,

;

)(3)(3)(33)(1)(13

)(1)(3)(13)(1)(11

пзвпппп

пзвпппп

МJJ
МJJ

ωω

ωω

&&
&&

                                                       
)6(
)5(

 

де )4(
))(71)(7)(1)(1 ппппзв uМММ += , )1(

)(74)(3)(3)(3 ппппзв uMМM +−= . 

Зведений момент Мзв1 визначаємо за рівністю потужностей моментів сил при нерухомому 
водилі, а момент Мзв3 – при нерухомому сонячному колесі. 

Оскільки момент )( 1)1(1)1(1 ωММ =  є функцією від кутової швидкості сонячного колеса, момент 

зміни навантаження на валу епіцикла )()(3)(3 tМM ппзв =  залежить від часу, а )()(7)(7 рідпп QММ =  зале-

жить від витрат рідини гідросистеми для цього ступеня, то у загальному випадку отримана система 
рівнянь (5) і (6) є нелінійною.  

Розглянемо приклад, коли пристрій керування швидкістю буде із двоступінчастим зубчастим 
диференціалом і замкнутими гідросистемами (рис. 2). 
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Рис. 2. Схема пристрою з двоступінчастим зубчастим диференціалом  
із замкнутими гідросистемами зі зміною швидкості через водила 

Fig. 2. Scheme of twostage gear differential with closed-loop hydraulic  
systems with speed control through carriers 

 
Використовуючи (5) і (6), маємо диференціальні рівняння динаміки відповідно для першого і 

другого ступенів 

)1(1)1(3)1(13)1(1)1(11 звМJJ =+ ωω && ;                                              (7) 

)1(3)1(3)1(33)1(1)1(13 звМJJ =+ ωω && ,                                              (8) 

 

)2(1)2(2)2(13)2(1)2(11 звМJJ =+ ωω && ;                                           (9) 

)2(3)2(4)2(33)2(1)2(13 звМJJ =+ ωω && .                                           (10) 

Розв’язання системи рівнянь окремо для кожного ступеня таке. Приведемо рівняння (7) і (8) 
до вигляду 

)1(1)1(3)1(1)1(1)1(1 cbа =+ ωω && ;                                                     (11) 

)1(2)1(3)1(2)1(1)1(2 cba =+ ωω && ,                                                   (12)    

де для 1=п : )1(11)1(1 Jа = ; )1(13)1(1)1(2 Jbа == ; )1(33)1(2 Jb = ; )1(1)(1 звп Мс = ; )1(3)1(2 звМс = . 

Розв’яжемо систему рівнянь (10) і (11) для першого ступеня так. Перемножимо рівняння (11) 
на 12 / аа , отримаємо 

)1(1

)1(2)1(1
)1(3

)1(1

)1(2)1(1
)1(1)1(2 а

аc
а
аb

а =+ ωω && .                                            (13) 

Віднімемо від рівняння (11) рівняння (13), отримаємо 

)1(1

)1(2)1(1
)1(2)1(3

)1(1

)1(2)1(1
)1(3)1(2 а

аc
c

а
аb

b −=− ωω && .                                       (14) 

У виразі (14) зведемо подібні і визначимо )1(3ω&  

)1(2)1(1)1(1)1(2

)1(2)1(1)1(1)1(2
)1(3 abab

acac
−
−

=ω& .                                                    (15) 

Подібно визначимо )1(1ω& . Для цього перемножим рівняння (11) на 12 / bb . 
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)1(1

)1(2)1(1
)1(3)1(2)1(1

)1(1

)1(2)1(1

b
bc

b
b

bа
=+ ωω && .                                                (16) 

Потім від рівняння (16) віднімемо рівняння (12), отримаємо 

)1(1

)1(2)1(1
)1(2)1(1

)1(1

)1(2)1(1
)1(1)1(2 b

bc
с

b
bа

а −=− ωω && .                                           (17) 

Затим зведемо подібні і визначимо )1(1ω& . 

)1(1)1(2)1(2)1(1

)1(2)1(1)1(1)1(2
)1(1 abab

bcbc
−
−

=ω& .                                                     (18) 

Тоді для першого ступеня маємо 

)1(1)1(2)1(2)1(1

)1(2)1(1)1(1)1(2)1(1
)1(1 abab

bcbc
dt

d
−
−

==
ω

ω& ; 

)1(2)1(1)1(1)1(2

)1(2)1(1)1(1)1(2)1(3
)1(3 abab

acac
dt

d
−
−

==
ω

ω& .                                                (19) 

Подібно визначимо похідні швидкостей другого ступеня. За аналогією маємо для 2=п : 

)2(11)2(1 Jа = ; )2(13)2(1)2(2 Jbа == ; )2(33)2(2 Jb = ; )2(1)2(1 звМс = ; )2(3)2(2 звМс = , а 

)2(1)2(2)2(2)2(1

)2(2)2(1)2(1)2(2)2(1
)2(1 abab

bcbc
dt

d
−
−

==
ω

ω& ; 

)2(2)2(1)2(1)2(2

)2(2)2(1)2(1)2(2)2(3
)2(3 abab

acac
dt

d
−
−

==
ω

ω& .                                              (20)  

Отже, наведено математичну динамічну модель руху зубчастого диференціала з можли-
вістю керування рухом водил замкнутими гідросистемами з метою забезпечення необхідного 
закону зміни навантаження на веденій ланці – епіциклі, а результати можуть бути підґрунтям 
для проведення кількісного аналізу силових залежностей механічного приводу із гідросистем-
ним керуванням.  

 
Висновки. 1. Побудована динамічна модель пристрою зміни швидкості у механічних 

приводах машин з багатоступінчастим зубчастим диференціалом, що дозволяє визначати швидкість 
ланки керування і проводити вибір необхідної замкнутої гідросистеми для керування швидкістю 
руху веденої його ланки. 

2. Отримані результати можуть бути підґрунтям для проведення кількісного аналізу силових 
залежностей механічного приводу з гідросистемним керуванням через водила, коли обертальний 
момент опору змінюється періодично протягом тривалого часу; або величина ударного оберталь-
ного моменту опору після різкого збільшення залишається незмінною протягом тривалого часу; або 
величина ударного обертального моменту опору після різкого збільшення зберігається на протязі 
малого часу; або виконавчий механізм миттєво зупиняється внаслідок значного перевантаження. 
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O. R. Strilets 
National University of Water And Environmental Engineering 

 
DYNAMIC MODEL OF SPEED CONTROL IN THE DEVICE WITH A MULTISTAGE GEAR 

DIFFERENTIAL AND THE CLOSED-LOOP HYDRAULIC SYSTEMS THROUGH CARRIERS 
 

Aim. Development of a mathematical model of dynamic processes in speed change devices with multistage 
gear differential transmissions with closed-loop hydraulic systems on an example of a concrete design. Method. A 
device with a multistage differential has been considered, in which the gear wheel - the ring gear of the first stage is 
connected to the sun gear wheel of the second stage, the gear wheel - the ring gear of the second stage is connected to 
the sun gear wheel of the third stage, and so on, depending on the number of steps. Speed control is performed at the 
expense of carriers of each stage by means of the closed hydraulic systems established on them. On the basis of the 
Lagrange equation of the second kind the equations of dynamics of such devices depending on conditions of their 
work have been derived and solved. Results. The mathematical dynamic model have been obtained of gear 
differential motion with the possibility of controlling the movement of reserved hydraulic systems in order to provide 
the necessary law of load change on the driven link - ring gear, and the results can be the basis for quantitative 
analysis of power dependencies of mechanical drive with hydraulic control. Scientific novelty. For the first time a 
dynamic model of a speed change device in mechanical drives of machines with a multistage gear differential has 
been built, which allows to determine the speed of the drive link and select the required closed-loop hydraulic system 
to control the speed of its driven link. Practical significance. The results obtained can be the basis for a 
quantitative analysis of the power dependences of a mechanical drive with hydraulic control through the 
carriers, when the torque of the resistance changes periodically over a long period of time; or the magnitude of 
the impact torque of the resistance after a sharp increase remains unchanged for a long time; or the magnitude of 
the impact torque of the resistance after a sharp increase is maintained for a short time; or the actuator stops 
immediately due to significant overload. 

Key words: dynamics, speed change control device, multistage gear differential, closed-loop hydraulic system, 
sun gear, ring gear, carrier, planet. 
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