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Âñòóï
Äëÿ ëiíiéíèõ ïñåâäîïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü âiäîìèì

¹ òîé ôàêò [1], ùî êëàñè êîðåêòíîñòi çàäà÷ çàëåæàòü
âiä ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó íà íåñêií÷åííîñòi. Çîêðåìà,
ó ïðàöi [1] ïîêàçàíî, ùî êëàñîì ¹äèíîñòi çàäà÷i Êîøi
äëÿ ëiíiéíîãî ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ¹ ôóí-
êöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü |u(x, t)| < Ceλ|x|

(C = const), à íà ïðèêëàäi çàäà÷i

uxxt − ut + uxx = 0, u(x, 0) = 0

ïðîiëþñòðîâàíî, ùî ïîêðàùèòè öåé ðåçóëüòàò íå
ìîæíà.

Ðåçóëüòàòè àíàëîãi÷íîãî çìiñòó äëÿ ëiíiéíèõ ïà-
ðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü îòðèìàíî ó ïðàöi Òèõîíîâà [2],
äå äîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ
ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi çà óìîâè, ùî ïî÷àòêîâà
ôóíêöiÿ u0(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çðîñòàííÿ

|u0(x)| ≤ Cea|x|2 ïðè |x| → +∞.

Ïðîòå, äëÿ ïåâíèõ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ [3, 4,
5, 6, 7, 8] òà ïñåâäîïàðàáîëi÷íèõ [9, 10] ðiâíÿíü âäàëî-
ñÿ âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷
áåç ïðèïóùåííÿ ùîäî éîãî ïîâåäiíêè ïðè |x| → +∞.
Ó öié ïðàöi çàïðîïîíîâàíî íåëiíiéíå ïñåâäîïàðàáî-
ëi÷íå ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåííÿì (âiäñóòíi ïîõiäíi òðå-
òüîãî ïîðÿäêó çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ), äëÿ ÿêîãî îòðè-
ìàíî àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà äåÿêi äîïîìiæíi
ôàêòè
Íåõàé Ω◦ � îáìåæåíà îáëàñòü â Rm

x1,...,xm
, Ω′ � íå-

îáìåæåíà îáëàñòü â Rn−m
xm+1,...,xn

(n > m) i òàêà, ùî ¨¨
ìîæíà âè÷åðïàòè çëi÷åííîþ êiëüêiñòþ ïiäîáëàñòåé

Ω′R = Ω′∩BR ðåãóëÿðíèõ â ñåíñi Êàëüäåðîíà [11], äå
BR = {x′ = (xm+1, . . . , xn)

∣∣|x′|2 = x2
m+1+· · ·+x2

n < R,
R ∈ N}. Íåõàé 0 < T < +∞, Ω = Ω◦ × Ω′, ΩR =
= Ω◦×Ω′R, Q = Ω× (0, T ); ∂Ω � ìåæà Ω i íåõàé âîíà
¹ êóñêîâî ãëàäêîþ. Ïîçíà÷èìîΩη = Q ∩ {t = η}.

Äëÿ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà i Ñîáîë¹âà â äåÿêié îáëàñ-
òi D âèêîðèñòîâóâàòèìåìî çàãàëüíîïðèéíÿòi ïîçíà-
÷åííÿ Lp(D) òà H1(D) âiäïîâiäíî. Íåõàé H1

0 (Ω) � çà-
ìèêàííÿ ìíîæèíè ôóíêöié C∞0 (Ω) çà íîðìîþ ïðî-
ñòîðó H1(Ω). Iíäåêñ "loc" áiëÿ ïîçíà÷åííÿ ôóíêöiî-
íàëüíîãî ïðîñòîðó Yloc(Ω) (àáî Yloc(Q)) âêàçóâàòèìå,
ùî åëåìåíòàìè öüîãî ïðîñòîðó ¹ ôóíêöi¨, ùî íàëå-
æàòü äî Y

(
ΩR

)
(âiäïîâiäíî Y

(
ΩR × (0, T )

)
) äëÿ âñiõ

R ∈ N; (·, ·)Y (Ω) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê â ïðîñòîðiY (Ω).
ßêùî X � áàíàõiâ ïðîñòið, òî ÷åðåç Lp

(
(0, T ); X

)
(1 ≤ p < ∞) ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó âñiõ âèìiðíèõ
çà Áîõíåðîì ôóíêöié v : (0, T ) → X [11], äëÿ ÿêèõ

‖v‖
Lp

(
(0,T );X

) =




T∫

0

‖v(s)‖p
Xds




1/p

< ∞,

äå ‖ · ‖X � íîðìà â X. Àíàëîãi÷íî ââåäåìî ïðîñòið
H1

(
(0, T ); X

)
. Íåõàé

H1
0,loc(Ω) =

{
u : u ∈ H1(ΩR), u

∣∣
∂Ω∩∂ΩR = 0, ∀R > 0

}
.

Â îáëàñòi Q ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

ut −
m∑

i=1

uxixit −
n∑

i=1

uxixi + |u|q−2u = f(x, t), (1)

u|t=0 = u0, (2)

u|∂Ω×(0,T ) = 0, (3)

äå q > 2.
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Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiþ u íàçèâàòèìåìî óçà-
ãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1) � (3), ÿêùî âèêîíó-
þòüñÿ òàêi óìîâè:
1) u ∈ Lq

loc(Q); u ∈ L2
(
(0, T ); H1

0,loc(Ω)
)
; {u, uxj} ⊂

⊂ C
(
[0, T ];L2

loc(Ω)
)

(j ∈ {1, . . . , m});
2) u çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2) ìàéæå ñêðiçü âΩ;
3) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v ∈ C1

(
[0, T ];C1

0 (Ω)
)
i äëÿ

ìàéæå âñiõ τ ∈ [0, T ] ñïðàâäæó¹òüñÿ iíòåãðàëüíà òî-
òîæíiñòü

τ∫
0

∫
Ω

[
− uvt −

m∑
i=1

uxi
vxit +

n∑
i=1

uxi
vxi

+

+|u|q−2uv − fv

]
dxdt +

∫
Ωτ

[
uv +

m∑
i=1

uxi
vxi

]
dx−

− ∫
Ω0

[
u0v +

m∑
i=1

u0xivxi

]
dx = 0. (4)

Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó çàäà÷ó

−ηwηt(x, t) + wη(x, t) = u(x, t),

wη(x, t2) = u(x, t2), x ∈ Ω, t1 ≤ t ≤ t2, η > 0. (5)

Âiäîìî [11] (ò. 1.7, ñ. 153), ùî ÿêùî
u ∈ C ((t1, t2); X), äå X � áàíàõiâ ïðîñòið, òî ôîðìóëà

wη(x, t) = u(x, t2)e
t−t2

η +
1
η

t2∫

t

u(x, ξ)e
t−ξ

η dξ (6)

âèçíà÷à¹ äèôåðåíöiéîâíó ìàéæå ñêðiçü íà (t1, t2)
ôóíêöiþ wη ∈C ([t1, t2]; X), ÿêà ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i (5).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè òàêi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî u ∈ Lq
(
(t1, t2); L

q
loc(Ω)

)
,

òî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ηk−→ + 0 ïðè k → ∞,
ùî wηk

−→u ïðè k →∞ ñëàáêî â Lq
(
(t1, t2); L

q
loc(Ω)

)
,

ηkwηkt−→0 ïðè k → ∞ ñëàáêî â Lq
(
(t1, t2); L

q
loc(Ω)

)
,

äå wηk
� ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (5).

Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî u ∈ L2
(
(t1, t2); H1

loc(Ω)
)
,

u(·, t2) ∈ H1
loc(Ω), òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ηk−→ + 0

ïðè k → ∞ òàêà, ùî wηk
−→u ïðè k → ∞ ñèëüíî â

L2
(
(t1, t2); H1

loc(Ω)
)
, äå wηk

� ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (5).

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Òåîðåìà 1. Íåõàé 2 < q < 2(n−m)
(n−m)−2 , ÿêùî

(n−m) > 2 i q > 2, ÿêùî (n−m) ∈ {1, 2}. Òîäi çàäà-
÷à (1) � (3) íå ìàòèìå áiëüøå îäíîãî óçàãàëüíåíîãî
ðîçâ'ÿçêó.

¤ Äîâåäåííÿ. Íåõàé u1, u2 � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i
(1) � (3). Äëÿ êîæíîãî ç íèõ çàïèøåìî iíòåãðàëü-
íó ðiâíiñòü (4), âiäíiìåìî ¨õ òà â îòðèìàíié ðiâíî-
ñòi ïðèéìåìî, ùî u = u1 − u2, v = wηϕ(x′), äå wη �

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5) ïðè t2 = τ ; ϕ ≥ 0, ϕ ∈ C1
0 (Rn−m).

Îòðèìà¹ìî

τ∫
0

∫
Ω

[
− uwηtϕ−

m∑
i=1

uxi
wηtxi

ϕ +

+
n∑

i=1

uxi
(wηxi

ϕ + wηϕxi
) +

+
(|u1|q−2u1 − |u2|q−2u2

)
wηϕ

]
dxdt +

+
∫

Ωτ

[
u2 +

m∑
i=1

u2
xi

]
ϕdx = 0,

à çâiäñè

1
2

∫
Ωτ

[
u2 +

m∑
i=1

u2
xi

]
ϕdx +

+
τ∫
0

∫
Ω

[
n∑

i=1

uxi
(wηxi

ϕ + wηϕxi
) +

+
(|u1|q−2u1 − |u2|q−2u2

)
wηϕ

]
dxdt ≤ 0.

Çà îçíà÷åííÿì

{u1, u2} ⊂ C
(
[0, T ];H1

loc(Ω)
)
,

{u1
xi

, u2
xi
} ⊂ C

(
[0, T ];L2(Ω)

)
.

Îòæå, u ∈ L2
(
(0, T ); H1

loc(Ω)
)
. Ôóíêöiÿ u çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè ïîïåðåäíiõ òâåðäæåíü. Âèáåðåìî òàêó ïîñ-
ëiäîâíiñòü ηk−→ + 0 ïðè k → ∞, ùî wηk

−→u ïðè
k →∞ ñèëüíî â ïðîñòîði L2

(
(0, T ); H1

loc(Ω)
)
òà ñëàá-

êî â ïðîñòîði Lq
(
(0, T ); Lq

loc(Ω)
)
, äå wηk

� ðîçâ'ÿçêè
çàäà÷i (5). Âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíi òâåðäæåííÿ, ïå-
ðåéäåìî â îñòàííié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðèk →∞.
Îòðèìà¹ìî

1
2

∫
Ωτ

[
u2 +

m∑
i=1

u2
xi

]
ϕdx +

+
τ∫
0

∫
Ω

[
n∑

i=1

uxi (uxiϕ + uϕxi) +

+
(|u1|q−2u1 − |u2|q−2u2

)
uϕ

]
dxdt ≤ 0. (7)

Ïðèéìåìî, ùî ϕ(x′) = ψα(x′), äå α � äîäàòíà ñòà-
ëà, ψ ∈ C1

0 (Rn−m), ψ ≥ 0. Îöiíèìî êîæåí ç äîäàíêiâ
îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi (7). Çà ëåìîþ 1.2 [12]

I1 =

η∫

0

∫

Ω

(|u1|q−2u1 − |u2|q−2u2

)
uψαdxdt ≥

≥ 22−q

η∫

0

∫

Ω

∣∣u
∣∣qψαdxdt.

6 Ìàòåìàòèêà



Miøàíà çàäà÷à äëÿ íåëiíiéíîãî ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåííÿì

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, îòðèìà¹ìî

I2 =

η∫

0

∫

Ω

n∑

i=1

uxi
u (ψα)xi

dxdt ≥

≥ −α

n∑

i=m+1

η∫

0

∫

Ω

|uxi ||u||ψxi |ψα−1dxdt ≥

≥ −αδ1

2

η∫

0

∫

Ω

n∑

i=m+1

u2
xi

ψαdxdt−

−αδ1(n−m)
q

η∫

0

∫

Ω

∣∣u∣∣qψαdxdt−

−α(q − 2)

2qδ
q+2
q−2
1

η

∫

Ω

ψα− 2q
q−2

n∑

i=m+1

∣∣ψxi

∣∣ 2q
q−2 dx =

= −αδ1

2

η∫

0

∫

Ω

n∑

i=m+1

u2
xi

ψαdxdt−

−αδ1(n−m)
q

η∫

0

∫

Ω

∣∣u
∣∣qψαdxdt− α(q − 2)

2qδ
q+2
q−2
1

ηΨ1,

äå δ1 > 0. Ç (7) òà íàâåäåíèõ îöiíîê îòðèìó¹ìî

∫
Ωτ

[
u2 +

m∑
i=1

u2
xi

]
ψαdx +

+2
τ∫
0

∫
Ω

[
n∑

i=1

u2
xi

+ 22−q
∣∣u

∣∣q
]
ψαdxdt ≤

≤ αδ1

τ∫
0

∫
Ω

[
n∑

i=m+1

u2
xi

+ 2(n−m)
q

∣∣u
∣∣q

]
ψαdxdt +

+α(q−2)

qδ
q+2
q−2
1

TΨ1. (8)

Íåõàé δ1, µ1 òàêi, ùî

22−q − αδ1(n−m)
q

≥ µ1 > 0,

2− αδ1 ≥ µ1 > 0, µ1 ≤ 1.

Òîäi

∫
Ωη

(
m∑

i=1

u2
xi

+ u2

)
ψαdx ≤ α(q−2)

qµ1δ
q+2
q−2
1

TΨ1,

τ∫
0

∫
Ω

(
n∑

i=1

u2
xi

+
∣∣u

∣∣q
)

ψαdxdt ≤ α(q−2)

qµ1δ
q+2
q−2
1

TΨ1.

Ïðèéìåìî, ùî

ψ(x′) =

{
R2−|x′|2

R , 0 ≤ |x′| ≤ R,
0, |x′| > R.

Òîäi

ψxi(x
′) =

{ − 2xi

R , 0 ≤ |x′| ≤ R, m + 1 ≤ i ≤ n,
0, |x′| > R àáî i ≤ m,

|ψ| ≤ 2R, |ψxi
| ≤ 2.

Çàóâàæèìî, ùî

Ψ1 =
∫
Ω

ψα− 2q
q−2

n∑
i=m+1

∣∣ψxi

∣∣ 2q
q−2 dx ≤

≤ mes Ω◦
∫

Ω′R
(2R)α− 2q

q−2 (n−m)2
2q

q−2 dx′ ≤

≤ 2α(n−m)Rα− 2q
q−2+n−mP(n−m)mes Ω◦,

äå R ∈ N, à P(n−m) � êîåôiöi¹íò ç ðiâíîñòi

∫

BR

dx′ = P(n−m)R
n−m =

=

{
πk

k! R
2k, n−m = 2k,

2(2π)k

(2k+1)!!R
2k+1, n−m = 2k + 1.

Îòæå,

∫
Ωη

(
m∑

i=1

u2
xi

+ u2

) (
R2−|x′|2

R

)α

dx ≤

≤ αT (q−2)2α(n−m)

µ1qδ
q+2
q−2
1

Rα− 2γ
q−2+n−mP(n−m)mes Ω◦,

η∫
0

∫
Ω

(∣∣u
∣∣q +

n∑
i=1

u2
xi

) (
R2−|x′|2

R

)α

dxdt ≤

≤ αT (q−2)2α(n−m)

µ1qδ
q+2
q−2
1

Rα− 2γ
q−2+n−mP(n−m)mes Ω◦

äëÿ ìàéæå âñiõ η ∈ [0, T ]. Îöiíèìî iíòåãðàëè â ëiâèõ
÷àñòèíàõ öèõ íåðiâíîñòåé çíèçó ÷åðåç iíòåãðàëè ïî
îáëàñòi ΩR0 = Ω◦ × Ω′R0 , R0 < R, R0 ∈ N, òîáòî,

∫
Ω

R0
η

(
m∑

i=1

u2
xi

+ u2

)
(R−R0)

α
dx ≤

≤ ∫
Ωη

(
m∑

i=1

u2
xi

+ u2

) (
R2−|x′|2

R

)α

dx ≤

≤ αT (q−2)2α(n−m)

µ1qδ
q+2
q−2
1

Rα− 2γ
q−2+n−mP(n−m)mes Ω◦,

η∫
0

∫
ΩR0

(∣∣u∣∣q +
n∑

i=1

u2
xi

)
(R−R0)

α
dxdt ≤

≤
η∫
0

∫
Ω?

(∣∣u
∣∣q +

n∑
i=1

u2
xi

) (
R2−|x′|2

R

)α

dxdt ≤

≤ αT (q−2)2α(n−m)

µ1qδ
q+2
q−2
1

Rα− 2γ
q−2+n−mP(n−m)mes Ω◦.
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Ã.Ï. Äîìàíñüêà

Îòæå,

∫
Ω

R0
η

(
m∑

i=1

u2
xi

+ u2

)
dx ≤

≤ αT (q−2)2α(n−m)

µ1qδ
q+2
q−2
1

R−
2q

q−2+n−m ×

×
(

R
R−R0

)α

P(n−m)mes Ω◦,
η∫
0

∫
ΩR0

(∣∣u
∣∣q +

n∑
i=1

u2
xi

)
dxdt ≤

≤ αT (q−2)2α(n−m)

µ1qδ
q+2
q−2
1

R−
2q

q−2+n−m ×

×
(

R
R−R0

)α

P(n−m)mes Ω◦.

Îñêiëüêè (n − m) < 2q
q−2 , òî äëÿ äîñòàòíüî âå-

ëèêèõ R ïðàâó ÷àñòèíó öèõ îöiíîê ìîæíà çðîáèòè
äîñòàòíüî ìàëîþ. Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíî-
ãî R0 i äëÿ η ∈ [0, T ] ìè äîâåëè ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó â
ΩR0×[0, η], à îòæå, âñòàíîâèëè ¹äèíiñòü âQ. Òåîðåìó
äîâåäåíî. ¥

ßê äîïîìiæíèé ôàêò äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ
óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1) � (3), äîâåäåìî
iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

εutt + ut −
m∑

i=1

uxixit −
n∑

i=1

uxixi + |u|q−2u =

= f∗(x, t), ε ∈ R, ε > 0, (9)

u|t=0 = u∗0, (10)
u|∂Ω∗×(0,T ) = 0, (11)

ut|t=0 = 0, (12)
â îáëàñòi Q∗ = Ω∗× (0, T ) (Ω∗ � îáìåæåíà ïiäîáëàñòü
îáëàñòi Ω ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω∗ i íåõàé íà-
äàëi Ω∗η = Q∗ ∩ {t = η}).

Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêöiþ u∗,ε íàçèâàòèìåìî óçà-
ãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (9) � (12), ÿêùî:
1) u∗,ε ∈ Lq (Q∗); u∗,ε ∈ L2

(
(0, T ); H1

0 (Ω∗)
)
; u∗,εt ∈

∈ L2 (Q∗); u∗,εxjt ∈ L2 (Q∗) (j ∈ {1, . . . , m});
2) u∗,ε çàäîâîëüíÿ¹ (10), (12) ìàéæå ñêðiçü âΩ∗;
3) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v òàêî¨, ùî
v ∈ C1

(
[0, T ];C1

0 (Ω∗)
)
, v

∣∣
t=T

= 0 âèêîíó¹òüñÿ ií-
òåãðàëüíà òîòîæíiñòü

T∫
0

∫
Ω∗

[
− εu∗,εt vt + u∗,εt v +

m∑
i=1

u∗,εxitvxi +

+
n∑

i=1

u∗,εxi
vxi + |u∗,ε|q−2u∗,εv

]
dxdt =

=
T∫
0

∫
Ω∗

f∗(x, t)vdxdt. (13)

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé u∗0 ∈ H1
0 (Ω∗) ∩ Lq(Ω∗);

f∗ ∈ L2 (Q∗). Òîäi iñíó¹ óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i (9) � (12).

¤ Äîâåäåííÿ. Íåõàé
{
ϕ∗,k

}
� áàçà ïðîñòîðó

H1
0 (Ω∗)∩Lq(Ω∗), îðòîíîðìîâàíà ñòîñîâíî ñêàëÿðíîãî

äîáóòêó â L2(Ω∗), i êîæíà ç ôóíêöié ϕ∗,k íàëåæèòü

äî C1
0 (Ω∗). Ïðèéìåìî, ùî u∗,ε,N =

N∑
s=1

ϕ∗,k(x)cN
k (t),

äå cN
k âèçíà÷àþòü iç çàäà÷i Êîøi

ε
N∑

s=1

(
cN
s

)′′ ∫
Ω∗

ϕ∗,sϕ∗,kdx =

= −
η∫
0

∫
Ω∗

[
N∑

s=1

(
cN
s

)′
ϕ∗,sϕ∗,k +

+
m∑

i=1

N∑
s=1

(
cN
s

)′
ϕ∗,sxi

ϕ∗,kxi
+

n∑
i=1

N∑
s=1

cN
s ϕ∗,sxi

ϕ∗,kxi
+

+
∣∣∣

N∑
s=1

cN
s ϕ∗,s

∣∣∣
q−2 N∑

s=1
cN
s ϕ∗,sϕ∗,k −

−f∗(x, t)ϕ∗,k
]
dxdt ≡ φ̂

((
cN
s

)′
, cN

s , t
)

, (14)

cN
k (0) =

(
u∗0, ϕ

∗,k)
L2(Ω∗) , (15)

(
cN
k

)′
(0) = 0. (16)

Íà ïiäñòàâi òåîðåìè Êàðàòåîäîði [13] (ñ. 53)
i ïîäàíèõ íèæ÷å îöiíîê iñíó¹ ôóíêöiÿ cN (t) =
=

(
cN
1 (t), . . . , cN

N (t)
)
, ÿêà ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ

ðàçîì iç ñâî¹þ ïîõiäíîþ i ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
(14) � (16). Äîìíîæèìî êîæíå ç ðiâíÿíü ñèñòåìè (14)
íà

(
cN
k (t)

)′, ïiäñóìó¹ìî öi ðiâíÿííÿ çà k âiä 1 äî N òà
çiíòåãðó¹ìî ïî ïðîìiæêó [0; η], η ∈ (0, T ]. Îòðèìà¹ìî

η∫
0

∫
Ω∗

[
εu∗,εtt ut +

(
u∗,εt

)2 +
m∑

i=1

(
u∗,εxit

)2 +

+
n∑

i=1

u∗,εxi
u∗,εxit + |u∗,ε|q−2u∗,εu∗,εt

]
dxdt =

=
T∫
0

∫
Ω∗

f∗(x, t)u∗,εt dxdt. (17)

Ç ïåðåòâîðåíü

I3 =
η∫
0

∫
Ω∗

εu∗,ε,N
tt u∗,ε,N

t dxdt = ε
2

∫
Ω∗η

(
u∗,ε,N

t

)2

dx,

I4 =
η∫
0

∫
Ω∗

n∑
i=1

u∗,ε,N
xi

u∗,ε,N
xit dxdt =

= 1
2

∫
Ω∗η

n∑
i=1

(
u∗,ε,N

xi

)2
dx− 1

2

∫
Ω∗0

n∑
i=1

(
u∗,ε,N

xi

)2
dx,

I5 =
η∫
0

∫
Ω∗

∣∣u∗,ε,N
∣∣q−2

u∗,ε,Nu∗,ε,N
t dxdt =

= 1
q

∫
Ω∗η

∣∣u∗,ε,N
∣∣qdx− 1

q

∫
Ω∗0

∣∣u∗,ε,N
∣∣q dx,

I6 =
η∫
0

∫
Ω∗

f∗(x, t)u∗,ε,N
t dxdt ≤

≤
η∫
0

∫
Ω∗

δ2
2

(
u∗,ε,N

t

)2

dxdt +

+
η∫
0

∫
Ω∗

1
2δ2

(f∗(x, t))2 dxdt, δ2 > 0,
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Miøàíà çàäà÷à äëÿ íåëiíiéíîãî ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåííÿì

òà ç (17) îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

1
2

∫
Ω∗η

[
ε
(
u∗,ε,N

t

)2

+
n∑

i=1

(
u∗,ε,N

xi

)2 + 2
q

∣∣u∗,ε,N
∣∣q

]
dx +

+
η∫
0

∫
Ω∗

[(
1− δ2

2

) (
u∗,ε,N

t

)2

+
m∑

i=1

(
u∗,ε,N

xit

)2
]

dxdt ≤

≤ 1
2

∫
Ω∗0

[
n∑

i=1

u∗,ε,N
xi

+ 2
q

∣∣u∗,ε,N
∣∣q

]
dx +

+ 1
2δ2

η∫
0

∫
Ω∗

(f∗(x, t))2 dxdt. (18)

Âèáðàâøè δ2 ≤ 1, îòðèìà¹ìî, ùî
‖u∗,ε,N

t ‖ îáìåæåíà â L2 (Q∗),
‖u∗,ε,N‖ îáìåæåíà â L∞ ((0, T ); Lq(Ω∗)),
‖u∗,ε,N

xjt ‖ îáìåæåíà â L2 (Q∗), (j ∈ {1, . . . ,m}),
‖u∗,ε,N

xi
‖ îáìåæåíà â L∞

(
(0, T ); L2(Ω∗)

)
,

(i ∈ {1, . . . , n}).
Îòæå, ç {u∗,ε,N} ìîæíà âèáðàòè òàêó ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü {u∗,ε,Nk}, ùî ïðè Nk →∞
u∗,ε,Nk → u∗,ε â L∞ ((0, T ); Lq(Ω∗)) ∗-ñëàáêî,
u∗,ε,Nk

t → u∗,εt â L2 (Q∗) ñëàáêî,
u∗,ε,Nk

xi
→ u∗,εxi

â L∞
(
(0, T ); L2(Ω∗)

) ∗-ñëàáêî
(i ∈ {1, . . . , n}),
u∗,ε,Nk

xjt → u∗,εxjt â L2 (Q∗) ñëàáêî (i ∈ {1, . . . ,m}),∣∣u∗,ε,Nk
∣∣q−2

u∗,ε,Nk → ζ â L
q

q−1 (Q∗) ñëàáêî. Êîðèñòó-
þ÷èñü ìåòîäîì ìîíîòîííîñòi [14] (ñ. 171), ëåãêî ïî-
êàçàòè, ùî ζ = |u∗,ε|q−2

u∗,ε.
Äîìíîæèìî êîæíå ç ðiâíÿíü ñèñòåìè (14) íà äî-

âiëüíó ôóíêöiþ pk(t) ç ïðîñòîðó C∞([0, T ]), pk(T )=0,
ïiäñóìó¹ìî óñi öi ðiâíÿííÿ çà k òà ïðîiíòåãðó¹ìî çà
çìiííîþ t ïî âiäðiçêó [0, T ]. Ïðèéìàþ÷è, ùî v =

=
N∑

k=1

pk(t)ϕ∗,k(x), îòðèìà¹ìî

T∫
0

∫
Ω∗

[
− εu∗,ε,N

t vt + u∗,ε,N
t v +

m∑
i=1

u∗,ε,N
xit vxi +

+
n∑

i=1

u∗,ε,N
xi

vxi +
∣∣u∗,ε,N

∣∣q−2
u∗,ε,Nv

]
dxdt =

=
T∫
0

∫
Ω∗

f∗(x, t)vdxdt. (19)

Çàçíà÷èìî, ùî ðiâíiñòü (19) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëü-
íî¨ v ∈ C1

(
[0, T ];C1

0 (Ω∗)
)
, v

∣∣
t=T

= 0. Ïåðåéäåìî â
öié ðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè N → +∞, âðàõîâóþ÷è
íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ, i îäåðæèìî ðiâíiñòü

η∫
0

∫
Ω∗

[
− εu∗,εt vt + u∗,εt v +

m∑
i=1

u∗,εxitvxi +

+
n∑

i=1

u∗,εxi
vxi + |u∗,ε|p−2

u∗,εv
]
dxdt =

=
η∫
0

∫
Ω∗

f∗(x, t)vdxdt,

òîáòî ðiâíiñòü (13) ¹ ïðàâèëüíîþ. Âèêîíàííÿ (11)
âèïëèâà¹ ç ïîáóäîâè ôóíêöi¨ u∗,ε. Ïîêàæåìî, ùî
ôóíêöiÿ u∗,ε çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (10) òà (12).

Îñêiëüêè u∗,ε,N ∈ Lq (Q∗), u∗,ε,N
t ∈ L2 (Q∗), òî

u∗,ε,N ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω∗)

)
[14] (ëåìà 1.2, ñ. 20). Ïðî-

òå u∗,ε,N
∣∣
t=0

→ u∗0 ñèëüíî â Lq(Ω∗) ∩ H1
0 (Ω∗), à òî-

ìó ôóíêöiÿ u∗,ε çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (10). Âèêîíàííÿ
óìîâè (12) âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (19), òîáòîu∗,ε ¹ óçà-
ãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (9) � (12). Òâåðäæåííÿ
äîâåäåíî. ¥

Òâåðäæåííÿ 4. Çà óìîâ òâåðäæåííÿ 3 iñíó¹
óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9) � (11) ïðè ε = 0.

¤ Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî îöiíêà (18) ¹ ïðà-
âèëüíîþ äëÿ ôóíêöi¨ u∗,ε i ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ îöiíêè
íå çàëåæèòü âiä ε. Òîìó ìè ìîæåìî âèáðàòè ïiäïî-
ñëiäîâíiñòü {u∗,εm} òàêó, ùî u∗,εm → u∗ â Lq (Q∗)
ñëàáêî, u∗,εm

xi
→ u∗xi

â L2(Q∗) (i ∈ {1, . . . , n}) ñëàá-
êî, u∗,εm

xjt → u∗xjt â L2(Q∗) (j ∈ {1, . . . , m}) ñëàáêî i
u∗,εm

t → u∗t â L2 (Q∗) ñëàáêî ïðè εm → +0. Ëåãêî ïî-
êàçàòè, ùî |u∗,εm |q−2

u∗,εm → |u∗|q−2
u∗ â L

q
q−1 (Q∗)

ñëàáêî ïðè εm → +0. Îòæå, ïåðåéøîâøè â (13) äî
ãðàíèöi ïðè εm → +0, îòðèìà¹ìî, ùî u∗ ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì (9) � (11) ïðè ε = 0. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. ¥

Òåîðåìà 2. Íåõàé 2<q< 2(n−m)
n−m−2 , ÿêùî n−m>2

i q > 2, ÿêùî (n − m) ∈ {1, 2}; u0 ∈ H1
0,loc(Ω),

f ∈ L2
loc

(
Q

)
. Òîäi iñíó¹ óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çà-

äà÷i (1) � (3).
¤ Äîâåäåííÿ. Ó êîæíîìó ç öèëiíäðiâ

Qτ = Ωτ × (0, T ) (Ωτ = Ω◦ × Ω′τ , τ ∈ N) ðîçãëÿ-
íåìî çàäà÷ó

ut −
m∑

i=1

uxixit −
n∑

i=1

uxixi + |u|q−2u = fτ (x, t), (20)

u|t=0 = uτ
0 , u|∂Ωτ×(0,T ) = 0, (21)

äå fτ � çâóæåííÿ ôóíêöi¨ f íà Qτ âiäïîâiäíî, òîáòî

fτ (x, t) =
{

f(x, t), (x, t) ∈ Qτ ,
0, (x, t) ∈ Q \Qτ .

Çà uτ
0 âèáðàíî u0(x)ζτ (|x′|), äå ôóíêöiÿ ζτ ç C∞0 (R1)

òàêà, ùî ζτ (r) = 1 ïðè |r| ≤ τ − δ, ζτ (r) = 0 ïðè
|r| ≥ τ , 0 ≤ ζτ (r) ≤ 1 ïðè τ − δ < |r| < τ ; δ ∈ (0, 1).

Çàäà÷à (20), (21) ìà¹ óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê uτ

òàêèé, ùî
uτ ∈ Lq (Qτ ), uτ

xi
∈ L2 (Qτ ) (i ∈ {1, . . . , n}),

uτ
t ∈ L2 (Qτ ), uτ

xjt ∈ L2 (Qτ ) (j ∈ {1, . . . , m}).
Ïðîäîâæèìî éîãî íóëåì íà âñþ îáëàñòüQ. Òîäi ðiâ-
íiñòü

η∫
0

∫
Ω

[
uτ

t v +
m∑

i=1

uτ
xitvxi +

+
n∑

i=1

uτ
xi

vxi + |uτ |q−2uτv

]
dxdt =

=
η∫
0

∫
Ω

fτ (x, t)vdxdt (22)

¹ ïðàâèëüíîþ äëÿ âñiõ v ç íîñi¹ì suppv ⊂ Qτ òàêèõ,
ùî v ∈ L2

(
(0, T ); H1

0,loc

(
Ω

)) ∩ Lq
(
(0, T ); Lq

loc

(
Ω

))
.

Âèáåðåìî äîâiëüíå R ∈ N. Çàïèøåìî ðiâíiñòü (22)
äëÿ uτ1 òà uτ2 , äå τ1 > R, τ2 > R, âiäíiìåìî öi ðiâíîñòi
i â îòðèìàíié ðiçíèöi ïðèéìåìî, ùîuτ1,τ2 = uτ1−uτ2 ,
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Ã.Ï. Äîìàíñüêà

v = uτ1,τ2ψα(x′), α > 0, ψ � íåïåðåðâíî äèôåðåí-
öiéîâíà ôóíêöiÿ ç íîñi¹ì, ùî ìiñòèòüñÿ â êóëi BR.
Îñêiëüêè

I7 =
η∫
0

∫
Ω

n∑
i=1

uτ1,τ2
xi

(uτ1,τ2ψα)xi
dxdt =

=
η∫
0

∫
Ω

[
n∑

i=1

(
uτ1,τ2

xi

)2
ψα +

+
n∑

i=m+1

uτ1,τ2
xi

uτ1,τ2αψα−1ψxi

]
dxdt ≥

≥ − α(q−2)

2qδ
q+2
q−2
3

TΨ1 +
η∫
0

∫
Ω

[
n∑

i=1

(
uτ1,τ2

xi

)2 −

−αδ3
2

n∑
i=m+1

(
uτ1,τ2

xi

)2 − α(n−m)δ3
q |uτ1,τ2 |q

]
ψαdxdt,

I8 =
η∫
0

∫
Ω

(
|uτ1 |q−2

uτ1 − |uτ2 |q−2
uτ2

)
×

×uτ1,τ2ψαdxdt ≥ 22−q
η∫
0

∫
Ω

∣∣uτ1,τ2
∣∣qψαdxdt,

äå δ3 > 0, òî ç (22) âèïëèâà¹, ùî
η∫
0

∫
Ω

[ (
22−q − α(n−m)δ3

q

) ∣∣uτ1,τ2
∣∣q +

+
(
1− αδ3

2

) n∑
i=1

(
uτ1,τ2

xi

)2
ψα

]
dxdt +

+ 1
2

∫
Ωη

[
m∑

i=1

(
uτ1,τ2

xi

)2 + (uτ1,τ2)2
]
ψαdx ≤ Ψ2

2 , (23)

äå Ψ2 = α(q−2)

qδ
q+2
q−2
3

TΨ1.

ßêùî âèáðàòè δ3 òà µ2 ç óìîâ

23−q − 2α(n−m)δ3

q
≥ µ2 > 0,

2− αδ3 ≥ µ2 > 0, µ2 ≤ 1,

òî
∫

Ωη

(
m∑

i=1

(
uτ1,τ2

xi

)2 + (uτ1,τ2)2
)

ψαdx ≤ Ψ2
µ2

,

η∫
0

∫
Ω

(∣∣uτ1,τ2
∣∣q +

n∑
i=1

(
uτ1,τ2

xi

)2
)

ψαdxdt ≤ Ψ2
µ2

.

Íåõàé ψ � ôóíêöiÿ, îïèñàíà â òåîðåìi 1, R0 < R,
R0 ∈ N, òîäi

∫
Ω

R0
η

(
m∑

i=1

(
uτ1,τ2

xi

)2 + (uτ1,τ2)2
)

dx ≤

≤ αT (q−2)2α(n−m)

µ2qδ
q+2
q−2
3

R−
2q

q−2+n−mP(n−m),

η∫
0

∫
ΩR0

(∣∣uτ1,τ2
∣∣q +

n∑
i=1

(
uτ1,τ2

xi

)2
)

dxdt ≤

αT (q−2)2α(n−m)

µ2qδ
q+2
q−2
3

R−
2q

q−2+n−mP(n−m).

Ç óìîâ òåîðåìè òà âèáîðóR > R0 âèïëèâà¹, ùî ïîñëi-
äîâíîñòi {uτ} òà {uτ

xi
} ¹ ôóíäàìåíòàëüíèìè â ïðîñ-

òîði C
(
[0, T ]; L2

loc

(
Ω

) )
. Âðàõîâóþ÷è öå, ïåðåéäåìî â

ðiâíîñòi (22) äî ãðàíèöi ïðè τ → +∞ i îäåðæèìî, ùî
u ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1) � (3). Òåîðåìó
äîâåäåíî. ¥

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäåíü i äëÿ
áiëüøî¨ ïðîçîðîñòi äîâåäåíü ðiâíÿííÿ (1) çàïèñàíî çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïðîòå äëÿ ñèñòåìè

ut −
m∑

i,j=1

(Aij(x, t)uxit)xj
−

n∑
i,j=1

(Bij(x, t)uxi)xj
+

+D(x, t, u; p) = F0(x, t)−
n∑

i=1

(Fi(x, t))xi
,

äå u=(u1, . . . , us)T ,
Fj(x, t) = (Fj1(x, t), . . . , Fjs(x, t))T (j = 0, . . . , n),

D(x, t, v; p) =

=
{

(d1(x, t)|v1|p−2v1, . . . , ds(x, t)|vs|p−2vs)T , p > 2,
D(x, t)v, p = 2,

äå di � ñêàëÿðíi ôóíêöi¨; Aij , Bij , D � êâàäðàòíi ìàò-
ðèöi ïîðÿäêó s,
âñi ðåçóëüòàòè ðîáîòè ¹ ïðàâèëüíèìè çà äåÿêèõ ïðè-
ïóùåíü íà êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè.

Âèñíîâêè
Ó öié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî íåëiíiéíå ïñåâäîïàðàáîëi÷íå
ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåííÿì ó íåîáìåæåíié (çà ÷àñòèíîþ
ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ) îáëàñòi. Âèêîðèñòîâóþ÷è çði-
çàþ÷ó ôóíêöiþ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, äîâåäåíî iñíó-
âàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó âêàçàíîãî ðiâíÿííÿ ç ïî-
÷àòêîâèìè óìîâàìè òà óìîâàìè Äiðiõëå íà ìåæi.

Ïðè äîâåäåííi iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âèêîðèñòàíî
ìåòîä ìîíîòîííîñòi [14] òà ðåçóëüòàòè ïðàöi [11] ïðî
ïðîñòîðè iíòåãðîâíèõ çà Áîõíåðîì ôóíêöié. Äîâåäå-
íî, ùî êëàñè êîðåêòíîñòi íå çàëåæàòü âiä ïîâåäiíêè
ðîçâ'ÿçêó ïðè |x| → +∞.

10 Ìàòåìàòèêà
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INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR NONLINEAR
PSEUDOPARABOLIC DEGENERATE EQUATION
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The initial boundary value problem for nonlinear pseudoparabolic degenerate equation in
an unbounded (in space variables) domain is considered. The existence and uniqueness of the
generalized solution are obtained without any conditions if |x| → +∞.
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