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Отже, для двовимірних неосесиметричних задач механіки деформівного твердого тіла 
на основі інтегрування диференціальних рівнянь суцільності Коші між деформаціями та 
переміщеннями в областях визначення − суцільному крузі й крузі з круговим отвором, пло-
щині та площині з круговим отвором − одержані вихідні інтегродиференціальні рівняння 
суцільності, які при вказаних необхідних умовах погодження переміщень з деформаціями 
еквівалентно зведені до відомого диференціального рівняння суцільності. При цьому 
виведені формули коректного визначення переміщень за відомими деформаціями з вико-
ристанням умов погодження та знайдені інтегральні умови суцільності для деформацій і 
переміщень. Останні можуть знайти важливе застосування як критерії достовірності чис-
лових розрахунків напружено-деформованого стану деформівних тіл під час розв’язування 
прямих задач механіки і як необхідні умови для існування розв’язків відповідних прямих [5, 
7] і обернених [8, 9] задач пружності чи термопружності. 
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1. Нехай L, L0 – відповідно максимальний і мінімальний диференціальні оператори, 
що діють у просторі L2(a, b) і породжені сингулярним самоспряженим диференціальним 
виразом l[y] порядку s [4]. Накладемо на цей вираз такі обмеження: 

1) задача Коші для рівняння l[y]–λ y=f  при кожному f є L2(a, b) і при кожному 
комплексному λ  має єдиний розв'язок, звідки випливає, що оператори L та L0  взаємно 
спряжені, так що  L0 – симетричний оператор; 

2) L0 має індекс дефекту (m, m), тому існують самоспряжені розширення цього 
оператора, причому [4] резольвента (Lu–λ )–1 кожного такого розширення Lu є інтегральним 
оператором з ядром Карлемана, якщо .Reλλ ≠  

Нехай D(L) – область визначення оператора L. Покладемо 

)Lz|y()z|Ly(}z,y{)L(Dz,y
def
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і розглянемо в просторі L2(a, b) самоспряжений оператор Т такий, що 
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qq ).x,(K),x(Kтобто,симетричне)()x(),x(K  Далі, w1,…,wm – елементи з 

D(L), лінійно незалежні за модулем D(L0), a )|( ⋅⋅  – символ скалярного добутку в гільберто-

вому просторі L2(a, b). 
У цій роботі побудовано розклад за власними функціями оператора Т, спорідненого в 

сенсі [1] з парою (L, L0). При цьому використовується метод диференціювання розкладу 
одиниці, запропонований в [3, 5]. 

Перш ніж формулювати основний результат, введемо в розгляд оператори V, S, Lu , Lv, 
які визначимо так: 
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Усі ці оператори є самоспряженими (деталі – див. [2]).  

Нехай G0(x, ), λξ  – ядро оператора (Lu –
1)−λ . Справедливе таке твердження. 

Теорема 1. Якщо 1)T(то,Re −λ−λ≠λ  є інтегральним оператором з ядром Карлемана 

∑
++

=
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prm
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jj0 ),,(g),x(),,x(G),,x(G  

де  ).prm,,1j()L(D),(g),,( jj ++=∈λ⋅λ⋅ρ K  

З теореми 1 і результатів праць [3, 5] випливає повнота системи узагальнених власних 
функцій оператора Т. Нижче наведено співвідношення, які діагоналізують цей оператор.  

2. Визначимо оператор J так: 
.SyyLJy)J(Dy),S(D)L(D)J(D vv ==∈∀∩=  

Нехай J* – оператор, спряжений з J. Покладемо 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 53 

⊥⊥ ∩=∩= )J(D)S(DK,)J(D)L(DK
def

2v

def

1  

(мається на увазі ортогональність відносно скалярного добутку графіка оператора J*) і 
позначимо через M(A; P) найменший замкнений підпростір простору L2(a, b), що містить 
множину А і редукує самоспряжений оператор Р, а через P|N – звуження цього оператора на 
підпростір N. 

Теорема 2. Нехай R(V) – область значень оператора V. Тоді 

( ) ( ) .M|LM|T,MT);V(RKML);V(RKM v

def

2v1
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Виходячи з цієї теореми, при доведенні якої істотно використовуються результати 

праць [5, 6], неважко побудувати такі ).rpl()T;(MMщо),b,a(L,, k

t

1k
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K  

3. Нехай Е – розклад одиниці оператора Т. З теореми 1 і результатів праці [3] вип-

ливає, що функція ( ) )t,,1k()x(],(E),x( k

def

k Ka =µλ−∞=λµλ  є при майже всіх ]b,a[x∈  

абсолютно неперервною відносно міри Стілтьєса, породженої функцією 

( ),|],(E)(m kk
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k µµλ−∞=λ  а отже, в силу теореми Радона – Никодима, для майже всіх 
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Використовуючи теорему про розклад за власними функціями самоспряженого 
сингулярного диференціального оператора (див. [4], c. 250), теорему 2 і основні результати 
працi [3], можна довести правильність такого твердження.  

Теорема 3. Нехай ),x(y,),,x(y s1 λλ K – фундаментальна система розв'язків рівняння 
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При цьому відображення U діагоналізує оператор Т і є унітарним перетворенням 

простору H= L2(a, b) на простір ( ),dm);,(L)M(UH k2

t
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 де U0 – (унітарний) 

оператор ),(L)b,a(L 22 σ→  що діагоналізує Lv. Отже, 
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Інтеграли, які фігурують у (3), збігаються в середньому у ),(L2 σ  а інтеграли, які фігу-

рують в (1), (2), збігаються в середньому в відповідно НтаH
∧

. 
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Встановлено асимптотичну поведінку власних значень для одного класу 
скінченновимірних збурень диференціального оператора з матричними кое-
фіцієнтами. 

Asymptotic behaviour of eigenvalues for a class of finite-dimensional pertur-
bations of odd order differential operator with matrix coefficients is established. 

Нехай P2(x),…,Pn(x) – визначені на [0, 1] неперервні функції, значеннями яких є ком-
плексні матриці порядку mm×  (надалі кожну таку матрицю ототожнюємо з відповідним 
лінійним оператором, а множину лінійних операторів, що діють в просторі Сm позначаємо 
через Bm ),  

l[y]=y(n)+P2(x)y(n-2)+ … +Pn(x)y           (1) 
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лінійно незалежна. 
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