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Çíàéäåíî ïîâíèé îïèñ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Ëàïëàñà êëàñó ôóíêöié Ãàðäi-Ñìiðíîâà ó íå-

ñêií÷åííié êóòîâié îáëàñòi.
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2000 MSC: 42A38

ÓÄÊ: 517.5

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ïîâíîòè äåÿêèõ ñèñòåì åêñïî-
íåíò ç âàãîþ ïîòðiáíèìè ¹ òåîðåìè ïðåäñòàâëåííÿ
äëÿ ïåâíèõ êëàñiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (äèâ. [2, 5]).
Äåÿêi ðåçóëüòàòè òàêîãî ðîäó ìîæóòü áóòè îäåðæàíi
ç òåîðåì 1 òà B (äèâ. íèæ÷å).

Íåõàé D � íåîáìåæåíà îïóêëà n- êóòíà, n ∈ N,
îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ùî ëåæèòü â äåÿêîìó
êóòi, âåëè÷èíà ÿêîãî ¹ ìåíøîþ çà π, i ìåæà îáëàñòiD
ñêëàäà¹òüñÿ ç ïiâïðÿìèõ l1 i ln+1 òà, ìîæëèâî, âiäðiç-
êiâ l2, ..., ln, íóìåðàöiÿ i îði¹íòàöiÿ ÿêèõ âiäïîâiäà¹
äîäàòíîìó îáõîäó D. ×åðåç aj , j = 1, n, ïîçíà÷èìî
(ñêií÷åííi) âåðøèíè îáëàñòi, à ÷åðåç αj , j ∈ 1, n+ 1
� âåëè÷èíè êóòiâ, ùî ðàõóþòüñÿ â äîäàòíîìó îáõî-
äi, ìiæ äîäàòíèì íàïðÿìîì îñi àáñöèñ i íàïðÿìíèì
âåêòîðîì ïðîìåíÿ ÷è âiäðiçêà lj , ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ
ðàíiøå âèáðàíèì îáõîäîì ∂D. ×åðåç π

β , 1 < β 6 +∞,
ïîçíà÷èìî âåëè÷èíó êóòà π − αn+1 + α1. Íåõàé l∗j -

ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ñòîðîíó lj . ×åðåç
−→
b ïðè

β < +∞ ïîçíà÷èìî âåêòîð ç ïî÷àòêîì ó òî÷öi ïå-
ðåòèíó ïðÿìèõ l∗1 i l∗n+1, ÿêèé ëåæèòü íà áiñåêòðèñi
l∗1 i l

∗
n+1 òà íàïðÿìëåíèé â ñòîðîíó îáëàñòi D. ßêùî

æ β = +∞, òî ÷åðåç
−→
b ïîçíà÷àòèìåìî âåêòîð, íà-

ïðÿì ÿêîãî ñïiâïàäà¹ ç âèáðàíèì íàïðÿìîì ñòîðîíè
ln+1. Íåõàé φ∗, 0 6 φ∗ < 2π, - êóò ìiæ äîäàòíèì
íàïðÿìîì äiéñíî¨ îñi i âåêòîðîì

−→
b , ÿêèé âèìiðþ¹-

òüñÿ âiä öi¹¨ îñi ó äîäàòíîìó íàïðÿìi. Íåõàé òàêîæ
1/α+1/β = 1 (ÿêùî β = +∞, òî ââàæà¹ìî, ùî α = 1)
i h(θ) = h(θ,D), äå

h(θ,D) = sup
z∈D

{
Re
(
ze−iθ

)}
.

Ôóíêöiÿ h ¹ íåïåðåðâíîþ íà ïðîìiæêó △α,φ∗ =
{θ : |θ − π + φ∗| 6 π/(2α)}. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Hp(D×, h), 1 6 p < +∞, ïðîñòið ôóíêöié f , àíà-
ëiòè÷íèõ â êóòi D× = {z : |arg z − π + φ∗| 6 π/(2α)},
äëÿ ÿêèõ

||f ||p := sup
|φ−π+φ∗|< π

2α


+∞∫
0

|f(reiφ)|pe−prh(φ)dr

 < +∞.

Íåõàé D∗ = C\D, à Ep[D] i Ep∗ [D] � ïðîñòîðè ôóí-
êöié, àíàëiòè÷íèõ âiäïîâiäíî â D i D∗, äëÿ ÿêèõ

sup


∫
γ

|f(z)|p|dz|


1/p

< +∞,

äå ñóïðåìóì áåðåòüñÿ çà âñiìà âiäðiçêàìè γ, ùî ëå-
æàòü â D (âiäïîâiäíî â D∗). Ó âèïàäêó, êîëè D
¹ îáëàñòÿìè C(α, β) = {z : α < arg z < β} ÷è Dσ =
{z : Rez < 0, |Imz| < σ}, âêàçàíi ïðîñòîðè äîñëiäæó-
âàëèñÿ âiäïîâiäíî ó [1] òà [2]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W 2

σ

êëàñ Âiíåðà öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó 6
σ, ùî íàëåæàòü ïðîñòîðó L2(R), à ÷åðåç H2(C−) ïðî-
ñòið Ãàðäi ó ïiâïëîùèíi C− = {z : Rez < 0}. Íåõàé
äàëiD−

× = C\D×. ×åðåç T 2(D−
×) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó

âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ F = (F1, F2, ..., Fn+1), äå
F1(ze

−iα1)ea1z ∈ H2(C−), Fn+1(ze
i(π−αn+1))ean+1z ∈

H2(C−), à Fj
(
ze−i(αj−π/2)

)
e

aj+aj−1
2 z ∈ W 2∣∣∣ aj−aj−1

2

∣∣∣,
ïðè÷îìó

n+1∑
j=1

Fj(z) = 0, (1)

z ∈ D−
×. Ïðîñòið T 2(D−

×) ìîæíà ðîçãëÿäà-
òè ÿê íîðìîâàíèé ïðîñòið ç íîðìîþ ||F || =
= max

{
max

{
||Fj ||H2 , j ∈ 2, n

}
; ||F1||W 2 ; ||Fn+1||W 2

}
,

äå ïiä ||Fj ||H2 òà ||Fj ||W 2 ðîçóìi¹ìî íîðìè ó âiäïî-
âiäíèõ ïðîñòîðàõ Ãàðäi òà Âiíåðà. Âëàñòèâîñòi ïðî-
ñòîðiâ E2[D] òà T 2(D−

×) âiäçíà÷åíî ó ëåìàõ 1 òà 2, à
H2(D×, h) òà E2

∗ [D] â [4]. Ìåòîþ öi¹¨ ñòàòòi ¹ äîâåäå-
ííÿ íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Ðiâíîñòi

Fj(z) =
1√
2π

∫
lj

f(w)e−zwdw, f ∈ E2[D], (2)

äå j ∈ 1, n+ 1, çàäàþòü âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiä-
îáðàæåííÿ ïðîñòîðó E2[D] íà T 2(D−

×) i ñïðàâåäëèâà
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Â. Äiëüíèé

äâî¨ñòà ôîðìóëà

f(w) =
−1

i
√
2π

n+1∑
j=1

e−iφj

+∞∫
0

Fj(re
−iφj )ere

−iφjwdr,

(3)
äå w ∈ D, φj = αj − π/2.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ âèïàäêó, êîëè D =
{w : |Imz| < σ,Rez < 0}, òåîðåìà 1 äîâåäåíà â [9]. Ïå-
ðåòâîðåííÿ, çàäàíå ôîðìóëîþ (2), íàçèâàòèìåìî, ÿê
i â [9], ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹-Ëàïëàñà. Â [4] äîâåäåíî
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà Â. Ðiâíiñòü

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂D

g(w)ezwdw, g ∈ E2
∗ [D] (4)

çàäà¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó
H2(D×, h) íà E

2
∗ [D] i ñïðàâåäëèâà äâî¨ñòà ôîðìóëà

g(w) =
1√
2π

+∞eiθ∗∫
0

G(z)e−zwdz, (5)

äå θ∗ � äîâiëüíå ÷èñëî, ùî |θ∗ − π + φ∗| < π/(2α).
Äîáðå âiäîìîþ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà (äèâ. [7]).
Òåîðåìà Ïåëi-Âiíåðà. Ðiâíiñòü

G0(z) =
1

i
√
2π

∫
∂C−

g0(w)e
zwdw, g0 ∈ H2(C−),

çàäà¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó
H2(C−) íà L

2(−∞; 0) i ñïðàâåäëèâà äâî¨ñòà ôîðìóëà

g0(w) =
1√
2π

0∫
−∞

G0(x)e
−xwdx.

Öÿ òåîðåìà ¹ ãðàíè÷íèì âèïàäêîì ÿê òåîðåìè 1,
òàê i òåîðåìè Â. Ç iíøîãî áîêó, ðàçîì òåîðåìè 1, Â òà
Ïåëi-Âiíåðà ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçóþòü ïèòàííÿ îïèñó ïå-
ðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Ëàïëàñà ïðîñòîðiâ Ãàðäi-Ñìiðíîâà
ó íåñêií÷åííié êóòîâié îáëàñòi.

Ëåìà 1. ßêùî f ∈ Ep[D], 1 6 p < +∞, òî f ìà¹
ìàéæå ñêðiçü (ì. ñ.) íà ∂D êóòîâi ãðàíè÷íi çíà÷åí-
íÿ, ÿêi òåæ ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç f i f ∈ Lp(∂D). ßêùî
f ∈ E1[D], òî ∫

∂D

f(z)dz = 0.

� Äîâåäåííÿ. Äëÿ âèïàäêó, êîëè D � êóò
C(α, β) = {z : α < arg z < β}, ëåìà 1 äîâåäåíà â
[1], êîëè D � ïiâñìóãà � â [2], à êîëè D � (îáìåæåíèé)
ìíîãîêóòíèê � â [3]. Äîâiëüíó D ÷è D∗ ìîæíà ðîç-
áèòè íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü âèùåâêàçàíèõ îáëàñòåé,
çâiäêè ìà¹ìî ïîòðiáíå. �

Ëåìà 2. Ïðîñòîðè E2[D] òà T 2(D−
×) ¹ áàíàõîâèìè

âiäíîñíî âêàçàíèõ íîðì.
� Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî D íà k0 îáëàñòåé Dj

òàêîãî âèãëÿäó, ÿê i ïðè äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨ ëåìè,

ùî D =
k0∪
j=1

Dj i Dj

∩
Dk = ∅, j ̸= k. Òîäi f ∈ E2[D]

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f àíàëiòè÷íà â D i f ∈ E2[Dj ]
äëÿ êîæíîãî j ∈ 1; k0. À êîæåí iç ïðîñòîðiâ E2[Dj ]
¹ ïîâíèì, òîìó E2[D] � ïîâíèé. Ïîâíîòà æ ïðîñòîðó
T 2(D−

×) âèïëèâà¹ ç ïîâíîòè ïðîñòîðiâ Ãàðäi ó âiäïî-
âiäíèõ ïiâïëîùèíàõ òà ïîâíîòè ïðîñòîðiâ Âiíåðà. �

� Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. f ∈ E2[D]. Òîäi, îñêiëü-
êè çà ëåìîþ 1 f

(
a1 + ρei(α1−π)

)
∈ L2(0;+∞), òî çà

òåîðåìîþ Ïåëi-Âiíåðà [7, ñ. 20] ìà¹ìî

F1(z) =
eiα1

√
2π
e−a1z

+∞∫
0

f
(
a1 + ρei(α1−π)

)
e−zρe

i(α1−π)

dρ

= e−a1zf1(ze
iα1),

äå f1 ∈ H2(C−), òà, îñêiëüêè f
(
an+1 + ρei(αn+1−π)

)
∈

L2(0;+∞), ìà¹ìî

Fn+1(z) =
eiαn+1

√
2π

e−an+1z

×
+∞∫
0

f
(
an+1 + ρeiαn+1

)
e−zρe

iαn+1
dρ

= e−a1zfn+1

(
ze(iαn+1−π)

)
,

äå fn+1 ∈ H2(C−). Òàêîæ, îñêiëüêè çà ëåìîþ 1

f
(
aj+aj−1

2 + ρeiαj

)
∈ L2(− |aj−aj−1|

2 ;
|aj−aj−1|

2 ), íà

îñíîâi iíøî¨ òåîðåìè Ïåëi-Âiíåðà [7] îòðèìó¹ìî

Fj(z) =
eiαj

√
2π
e−

aj+aj−1
2 z

×

|aj−aj−1|
2∫

−
|aj−aj−1|

2

f

(
aj + aj−1

2
+ ρeiαj

)
e−zρe

i(αj−
π
2 )
dρ =

= e−
aj+aj−1

2 zfj

(
zei(αj−π

2 )
)
,

äå fj ∈ W 2
|aj−aj−1|

2

, äëÿ âñiõ j ∈ 2;n. ßêùî z ∈{
z1 : | arg z1 + φ∗| < π

2α

}
, òî, îñêiëüêè Re(zw) > 0, ìà-

¹ìî f(w)e−zw ∈ E1[D] i òîìó çà ëåìîþ 1∫
∂D

f(w)e−zwdw = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

n+1∑
k=1

Fk(z) = 0, z ∈
{
z1 : | arg z1 + φ∗| < π

2α

}
.

Àëå êîæíà ç ôóíêöié F2, F3, ..., Fn+1 ¹ àíàëiòè÷íîþ ó
ïiâïëîùèíi{
z : −φ∗ − π

2α < arg z < π − φ∗ − π
2α

}
i çà ùîéíî âñòà-

íîâëåíèì

F1(z) = −
n+1∑
k=2

Fk(z), z ∈
{
z1 : | arg z1 + φ∗| < π

2α

}
,
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Ïðî çîáðàæåííÿ îäíîãî êëàñó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó êóòîâié îáëàñòi

òîìó F1 àíàëiòè÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ â D−
×. Àíà-

ëîãi÷íî ôóíêöi¨ F1, F2, ..., Fn ¹ àíàëiòè÷íèìè ó
ïiâïëîùèíi

{
z : π − φ∗ − π

2α < arg z < 2π − φ∗ − π
2α

}
,

òîìó Fn+1 àíàëiòè÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ â D−
×. Îòæå,

(F1, ..., Fn+1) ∈ T 2
σ (D

−
×).

Íåõàé òåïåð íàâïàêè (F1, ..., Fn+1) ∈ T 2
σ (D

−
×)

Ïîçíà÷èìî äîäàíêè iç ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3) ÷åðåç
ψ1, ψ2, ..., ψn+1. Îñêiëüêè F1(z)e

a1z ∈ L2({re−iφ1 :
r > 0}) òî çà òåîðåìîþ Ïåëi-Âiíåðà ôóí-
êöiÿ ψ1 íàëåæèòü êëàñó Ãàðäi ó ïiâïëîùè-
íi {w : α1 < arg(w − a1) < π + α1}. Àíàëîãi÷íî,
îñêiëüêè Fn+1(z)e

anz ∈ L2({re−iφn+1 : r >
0}), òî ψn+1 íàëåæèòü êëàñó Ãàðäi ó ïiâïëî-
ùèíi {w : αn+1 < arg(w − an) < π + αn+1} . Äàëi,

Fj(z) exp
(
aj+aj−1

2

)
∈ L2

(
{re−iφj : r > 0}

)
, j ∈

2;n, òîìó ψj íàëåæèòü êëàñó Ãàðäi ó ïiâïëîùèíi{
w : αj < arg

(
w − aj+aj−1

2

)
< π + αj

}
. Îòæå, ôóí-

êöiÿ ψ =
n+1∑
j=1

ψj íàëåæèòü êëàñó E2[Dσ]. Çàëèøèëîñü

ïîêàçàòè, ùî f = ψ, ÿêùî F âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ
(2). Çà òåîðåìîþ Ïåëi-Âiíåðà äëÿ êóòîâèõ ãðàíè-
÷íèõ çíà÷åíü ψ1 íà l1 ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (iíòåãðàë
ðîçóìi¹òüñÿ â L2-ìåòðèöi)

ψ1(w) =
−e−iφ1

i
√
2π

+∞∫
0

F1

(
re−iφ1

)
e(re

−iφ1)wdr.

Îñêiëüêè êîæíà ôóíêöiÿ Fj , j = 1;n, ¹ öiëîþ ç iíäè-
êàòîðîì (äèâ. [8])

hj(φ) =
|aj − aj−1|

2
| sin(φ+ φj)|

+
|aj + aj−1|

2
cos

(
arg

aj + aj−1

2
+ φ

)
,

òî ôóíêöiÿ ψj äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ
ó âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó çà âèíÿòêîì âiäðiçêà
[aj−1; aj ] i ¨ ¨ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ó ïiâïëîùèíó
{w : |w| cos(argw − φn+1) < Aj}, äå

Aj = −|aj − aj−1|
2

| sin(φj − φn+1)|

−|aj + aj−1|
2

cos

(
arg

aj + aj−1

2
− φn+1

)
äà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

ψj(w) = − 1

i
√
2π
e−iφn+1

+∞∫
0

Fj(re
−iφn+1)ere

−iφn+1wdr.

Àëå ì. ñ. íà ∂D× âèêîíó¹òüñÿ
n+1∑
j=2

Fj(z) = −F1(z).

Òîìó êóòîâi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ψ íà l1 ì. ñ.
ðiâíi

− 1

i
√
2π

∫
∂D−

×

F1(z)e
wzdz,

äå iíòåãðàë áåðåòüñÿ â äîäàòíîìó îáõîäi îáëàñòi D−
×.

Çà òåîðåìîþ òèïó Ïëàíøåðåëÿ (äèâ. [1, ñ.432]) îñòàí-
íié iíòåãðàë ðiâíèé f(w), w ∈ l1. À çà òåîðåìîþ
Ëóçiíà-Ïðiâàëîâà [3, ñ.292] f = ψ íà D−

×. �
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