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îäåðæàíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ äðîáiâ, iíòåðïîëÿöiéíèõ äðîáiâ Òiëå òà ðÿäiâ Òåéëîðà.
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Âñòóï

Iíòåãðàëüíi iíòåðïîëÿöiéíi ëàíöþãîâi äðîáè
(I IËÄ) äëÿ ôóíêöiîíàëiâ óïåðøå áóëè ââåäåíi ó
ðîáîòi [1]. Àëå ïîáóäîâàíèé òóò I IËÄ ìà¹ îäíó âàäó:
âií íå ïåðåõîäèòü ó IËÄ äëÿ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìií-

íî¨, êîëè éîãî àðãóìåíò òà êàðêàñ êîíòèíóàëüíèõ
âóçëiâ, ñòàþòü òîòîæíèìè ñòàëèìè. Ôóíêöiîíàëüíi
iíòåðïîëÿöiéíi iíòåãðàëüíi ëàíöþãîâi äðîáè, ÿêi ¹
ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþ-
ãîâèõ äðîáiâ äëÿ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ áóëè óâåäåíi
â ðîáîòi [2]. Âîíè ìàþòü âèãëÿä:

Qn (x (·)) = K0 +

1∫
0

K1 (z1) [x (z1)− x0 (z1)] dz1

1 +

1∫
0

1∫
z1

K2

(
z2
) 2∏
i=1

[x (zi)− xi−1 (zi)] dzi

. . .

1+
1∫
0

1∫
z1

···
1∫

zn−1

Kn(z
n)

n∏
i=1

[x(zi)−xi−1(zi)]dzi

. (1)

Iíòåðïîëÿöiéíi óìîâè âèêîíóþòüñÿ òóò íà êîíòè-
íóàëüíié ìíîæèíi âóçëiâ

xn(t, ξn) = x0(t) +
n∑
i=1

H(t− ξi)(xi(t)− xi−1(t)) , (2)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ξi ç îáëàñòi

Ωξn = {ξn = (ξ1, ξ2..., ξn) : 0 ≤ ξ1 ≤ ξ2 ≤ ... ≤ ξn ≤ 1}.

Òóò xi(t) ∈ Q[0, 1]− êàðêàñ êîíòèíóàëüíèõ âóçëiâ,
i = 0, 1, ..., n,H(t) � ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà,Q[0, 1]− ïðîñ-
òið êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ùîá IËÄ (1) áóâ ií-
òåðïîëÿöiéíèì äëÿ ãëàäêîãî ôóíêöiîíàëó F (x (·)) :
Q [0, 1] → R1 íà êîíòèíóàëüíié ìíîæèíi âóçëiâ (2)
íåîáõiäíî, ùîá éîãî ÿäðà âèçíà÷àëèñü çà ôîðìóëàìè

KI
p

(
−→
ξ
k
)

= (−1)
p

p∏
i=1

[xi (ξi)− xi−1 (ξi)]
−1×

× ∂p

∂ξ1 . . . ∂ξp

1∫
0

1∫
z1

. . .
1∫

zp−2

KI
p−1

(−→z p−1
) p−1∏
i=1

[
xp
(
zi,

−→
ξ
p)

− xi−1 (zi)
]
dzi

1∫
0

...
1∫

zp−3

KI
p−2(

−→z p−2)
p−2∏
i−1

[
xp

(
zi,

−→
ξ
p
)
−xi−1(zi)

]
dzi

. . .
− 1

− 1,
(3)

. . .
1∫
0

KI
1 (z1)

[
xp

(
z1,

−→
ξ
p
)
−x0(z1)

]
d z1

F
(
xp

(
·,
−→
ξ
p
))

−F (x0(·))
− 1

, p = 2, 3, . . . , n,

KI
1 (ξ1) = −[x1 (ξ)− x0 (ξ)]

−1 · ∂

∂ξ1
F (x0 (·) +H (· − ξ1) (x1 (·)− x0 (·))) .
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Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ùîá IËÄ (1) ç ÿäðàìè,
ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3), áóâ iíòåðïîëÿöié-

íèì äëÿ ãëàäêîãî ôóíêöiîíàëó F (x (·)) : Q [0, 1] → R1

íà êîíòèíóàëüíié ìíîæèíi âóçëiâ (2) äîñòàòíüî,
ùîá ôóíêöiîíàë F (x (·)) çàäîâîëüíÿâ �ïðàâèëî ïiä-
ñòàíîâêè�

∂p

∂z1∂z2 . . . ∂zp

[
F
(
xp+1

(
·, zp+1

))∣∣
zp+1=zp

]
=

=

[
∂p

∂z1∂z2 . . . ∂zp
F
(
xp+1

(
·, zp+1

))]∣∣∣∣
zp+1=zp

xp+1 (zp)− xp−1 (zp)

xp (zp)− xp−1 (zp)
, p = 1, n

Òåîðåìà 3. Íåõàé ãëàäêèé ôóíêöiîíàë F (x( · ))
çàäîâîëüíÿ¹ �ïðàâèëî ïiäñòàíîâêè�. Òîäi äëÿ íüîãî
ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðåäñòàâëåííÿ

F (x( · )) = KI
0 +

n+1

D
i=1

qi (x (·))
1

,

äå
n

D
i=1

ai
bi

=
a1

b1 +
a2

b2+
. . .
an
bn

,

qm (x (·)) =
1∫

0

1∫
z1

· · ·
1∫

zm−1

Km(zm)
m∏
l=1

[x(zl)− xl−1(zl)] dzl,

KI
p (z

p), p = 0, 1, . . . , n, âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè
(3), à Kn+1(z

n+1) = KR
n+1(z

n+1) îäåðæó¹òüñÿ ç (3)
ïðè p = n+ 1, xn+1(z) ≡ x(z).

�Ïðàâèëî ïiäñòàíîâêè� íàêëàäà¹ iñòîòíi îáìåæåí-
íÿ íà ôóíêöiîíàë, ùî iíòåðïîëþ¹òüñÿ. Òîìó ó ðîáîòi
[3] äîñëiäæóþòüñÿ iíòåðïîëÿöiéíi iíòåãðàëüíi ëàíöþ-
ãîâi äðîáè íà êîíòèíóàëüíié ìíîæèíi âóçëiâ (2), ÿêi
íå âèìàãàþòü âèêîíàííÿ ïðàâèëà ïiäñòàíîâêè.

I. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ìåòîþ öi¹¨ ðîáîòè ¹ íà òåñòîâèõ ïðèêëàäàõ ïî-
ðiâíÿòè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ çà äîïî-
ìîãîþ îäåðæàíèõ ó [2, 3] iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãî-
âèõ äðîáiâ, iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ Òiëå
òà ðÿäiâ Òåéëîðà.

II. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ

ßêùî ó äîñëiäæóâàíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ I IËÄ ç
[2,3] àðãóìåíò x (z) òà êàðêàñ êîíòèíóàëüíèõ âóçëiâ
xi (z), i = 0, n ñòàþòü òîòîæíèìè ñòàëèìè, òî öi I
IËÄ ïåðåõîäÿòü ó iíòåðïîëÿöiéíi ëàíöþãîâi äðîáè
äëÿ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ âèãëÿäó

QIn (x) = F (x0) +
n

D
i=1

qi (x)

1
, (4)

äå q1 (x) = (x− x0)F01; q2 (x) = −
2∏
i=1

x−xi−1

x2−xi−1
[1− f2];

. . . ; qn (x) = −
n∏
i=1

x− xi−1

xn − xi−1
[1− fn]; (5)

f2 =
F01

F02
; . . . ; fk =

k

D
i=1

qk−i (xk)

−1
;

q0 (xk) = F (x0)− F (xk)− 1; k = 3, 4, ..., n.

Òóò âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ

F0k =
F (xk)− F (x0)

xk − x0
, k = 1, 2, ....

Ïðàâèëüíîþ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ëàíöþãîâèé äðiá (4), (5) ¹ iíòåð-
ïîëÿöiéíèì äëÿ ôóíêöi¨ F (x) : [a, b] → R1 ç âóçëàìè
xi ∈ [a, b], i = 0, n.
� Äîâåäåííÿ. Çäiéñíþ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüîþ ïåðå-

âiðêîþ. �
Ôóíêöi¨ f (x) áóäåìî iíòåðïîëþâàòè íà ïðîìiæ-

êó ξ ∈ [0; 1] . Çà âóçëè iíòåðïîëÿöi¨ âiçüìåìî òî÷êè
x0 = 0, x1 = 0.5, x2 = 1.

Äîñëiäæóâàíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé
äðiá (4)�(5) ìàòèìå âèãëÿä

QI2 (ξ) = F (x0) +
q1 (ξ)

1 + q2 (ξ)
,

äå q1 (ξ) =
(ξ−x0)
x1−x0

(F (x1)− F (x0)) ,

q2 (ξ) =
(ξ − x0) (ξ − x1)

(x2 − x0) (x2 − x1)
·

·
(
1− (x2 − x0) (F (x1)− F (x0))

(x1 − x0)F (x2)− F (x0)

)
.

Iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå äðóãîãî
ïîðÿäêó ìàòèìå âèãëÿä

Tile2 (ξ) = F (x0) +
(ξ − x0)

r1 +
(ξ−x1)

(r2−F (x0))

,

äå r1 = (x1−x0)
F (x1)−F (x0)

,

r2 =
x0 − x2

(x1−x0)
F (x1)−F (x0)

− (x2−x1)
F (x2)−F (x1)

+ F (x1) .

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ
à) dQ =

∣∣QI2 (ξ)− f (ξ)
∣∣ � ïîõèáêà íàáëèæåííÿ

ôóíêöi¨ f (ξ) I ËÄ (4), (5);
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Iíòåðïîëÿöiÿ ôóíêöié iíòåãðàëüíèìè ëàíöþãîâèìè äðîáàìè

á) dT = |Tile2 (ξ)− f (ξ)| � ïîõèáêà íàáëèæåííÿ
ôóíêöi¨ f (ξ) I ËÄ Òiëå;

â) dff = |ff (ξ)− f (ξ)| � ïîõèáêà íàáëèæåííÿ
ôóíêöi¨ f (ξ) ðÿäîì Òåéëîðà ff (ξ) â òî÷öi 0.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çàïèøåìî ó òàáëèöi. Ôóíê-
öi¨ çàïèñàíi ó ïåðøîìó ðÿäêó.

Òàáëèöÿ 1

Ïîðiâíÿííÿ ïîõèáîê

F = tan(x)
ξ dQ dT d�

0.10 0.64e-2 0.12e-1 0.3e-3
0.3 0.71e-2 0.17e-1 0.9e-2
0.45 0.21e-2 0.56e-2 0.3e-1
0.58 0.34e-2 0.1e-1 0.7e-1
0.82 0.94e-2 0.36e-1 0.25
0.9 0.77e-2 0.32e-1 0.36

Òàáëèöÿ 2

Ïîðiâíÿííÿ ïîõèáîê

F = tanh(x)
ξ dQ dT d�

0.10 0.6e-2 0.12e-1 0.33e-3
0.3 0.68e-2 0.12e-1 0.87e-2
0.45 0.2e-2 0.3e-2 0.3e-1
0.58 0.3e-2 0.43e-2 0.6e-1
0.82 0.64e-2 0.83e-2 0.145
0.9 0.47e-2 0.59e-2 0.184

Òàáëèöÿ 3

Ïîðiâíÿííÿ ïîõèáîê

F = sin(x)
ξ dQ dT d�
0.1 0.3e-2 0.81e-2 0.2e-3
0.3 0.3e-2 0.9e-2 0.5e-2
0.45 0.76e-3 0.26e-2 0.015
0.58 0.1e-2 0.4e-2 0.32
0.82 0.15e-2 0.93e-2 0.09
0.9 0.88e-3 0.7e-2 0.12

Òàáëèöÿ 4

Ïîðiâíÿííÿ ïîõèáîê

F = sinh(x)
ξ dQ dT d�
0.1 0.3e-2 0.5e-2 0.2e-3
0.3 0.4e-2 0.54e-2 0.5e-2
0.45 0.13e-2 0.16e-2 0.015
0.58 0.0022 0.0026 0.033
0.82 0.0065 0.0063 0.095
0.9 0.0053 0.0048 0.13

Òàáëèöÿ 5

Ïîðiâíÿííÿ ïîõèáîê

F = 1 + cos(t)/(sin(t)− cos(t)/(sin(t)− cos(t)))
ξ dQ dT d�

0.10 0.0455 0.0577 0.0036
0.3 0.055 0.07 0.077
0.45 0.018 0.023 0.226
0.58 0.034 0.041 0.43
0.82 0.1404 0.1617 1.093

Òàáëèöÿ 6

Ïîðiâíÿííÿ ïîõèáîê

F = 1 + sin(t)/(1 + tan(t) + sin(t)2)
ξ dQ dT d�

0.10 0.031 0.345 0.8e-4
0.3 0.025 0.077 0.0016
0.45 0.46e-2 0.13e-1 0.13e-1
0.58 0.4e-2 0.14e-1 0.37e-1
0.82 0.6e-3 0.2e-1 0.133
0.9 0.9e-3 0.14e-1 0.183
0.95 0.9e-3 0.8e-2 0.218

Âèñíîâêè

Íà îñíîâi òåñòîâèõ ïðèêëàäiâ ìîæíà âiäçíà÷èòè,
ùî äîñëiäæóâàíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá
(4)�(5) äðóãîãî ïîðÿäêó íàáëèæà¹ ôóíêöi¨ íå ãiðøå
íiæ iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå äðóãîãî
ïîðÿäêó òà ðÿä Òåéëîðà.
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