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Проаналізовано відомі методи оцінки чутливості коренів поліномів передатних 

функцій до змін їх коефіцієнтів. Особливу увагу звернено на випадок наявності кратних 
коренів поліномів, що призводить до різкого впливу найменшої похибки коефіцієнтів 
поліномів на результат знаходження їх коренів. Визначено основні математичні 
співвідношення, що описують міру чутливості коренів поліномів передатних функцій до 
змін їх коефіцієнтів. 

Ключові слова: передатна функція, чутливість коренів, похибки коефіцієнтів 
поліному. 

 
The existing methods for assessing of the sensitivity of the polynomials roots of the 

transfer functions to changes in their coefficients were analyzed in this article. Particular 
attention was paid to the case of the multiple polynomials roots of the transfer functions, 
leading to a drastic impact of slightest error in polynomial coefficients on result of their roots 
finding. The basic mathematical equations for assessing the sensitivity of polynomials roots of 
the transfer functions to changes in their coefficients were described. 
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Вступ 
У зв’язку зі всебічним впровадженням цифрових систем керування в електромеханіці 

важливим є дослідження всіх впливів, що можуть спричинити некоректну роботу цих систем. У 
роботах [1, 2] розглянуто проблему впливу обмеженої розрядності даних, яка значною мірою 
впливає на синтез та практичну реалізацію цифрових систем. Пояснення цього явища таке: 
поліноми з кратними чи близькими коренями є дуже чутливими до похибок у задаванні 
коефіцієнтів. Зменшення кроку дискретизації призводить до переміщення всіх нулів і полюсів 
дискретної передатної функції до одиниці, тобто, всі корені поліномів чисельника і знаменника 
стають дуже близькими, внаслідок чого поліноми стають погано обумовленими і, як результат, 
чутливими до точності задавання коефіцієнтів. Зважаючи на це, важливим є здійснення аналізу 
відомих методів оцінки чутливості коренів поліномів дискретних передатних функцій до змін їх 
коефіцієнтів та визначення основних математичних співвідношень, що дають можливість оцінити 
міру чутливості коренів поліномів дискретних передатних функцій до змін їх коефіцієнтів. 
 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 
У роботах [1, 2] показано, що для зменшення впливу обмеженої розрядності даних у 

цифрових системах необхідно використовувати подання дискретної передавальної функції системи 
у формі нулів-полюсів. Також встановлено залежність між розрядністю апаратної частини 
цифрових систем та мінімально допустимим з умов реалізації кроком дискретизації. Показано, що у 
цифрових системах з обмеженою розрядністю існує мінімальний крок дискретизації, для якого 
виконується умова стійкості дискретної системи. 
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Незважаючи на вищезазначені рекомендації, проблема впливу обмеженої розрядності даних, 
яка значною мірою впливає на синтез і практичну реалізацію цифрових систем, не вирішена та 
потребує подальших досліджень з погляду як теорії синтезу цифрових систем, так і з погляду 
прикладної математики. 
 

Мета статті 
Аналіз існуючих методів оцінки чутливості коренів поліномів дискретних передатних 

функцій до змін їх коефіцієнтів, що здійснюється з метою пошуку шляхів вирішення проблеми 
впливу обмеженої розрядності даних на практичну реалізацію цифрових систем керування.  
 

Матеріал і результати досліджень 
Потрібно відзначити, що проблема числової нестійкості у разі обмеженої розрядності 

обчислень є відомою в прикладній математиці, зокрема є добре відомим той факт, що корені 
поліному (особливо, високого порядку) надзвичайно чутливі до збурень його коефіцієнтів. У роботі 
[3] описано один з методів оцінки чутливості коренів поліномів передатних функцій до змін їх 
коефіцієнтів відповідно до теорії А. Ралстона [4] та Дж. Вілкінсона [5]. 

У такому разі будь-який поліном з n нулями можна записати у вигляді 
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За наявності деякого збурення Дak коефіцієнта ak поліном (1) запишемо у вигляді 
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Корені виразу (4) відрізняються від si на величину ∆si, яка може бути як дійсною, так і 

комплексною: 
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Отриманий вираз (5) можна спростити, використовуючи формулу Тейлора та враховуючи, що 
значення ∆si і ∆ak є надзвичайно малими. У результаті отримаємо: 
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Рівняння (6) після математичних перетворень можна записати у вигляді: 
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Максимальне значення чутливості позначимо )max( i
k

s
aMAX SS = .  

Потрібно відзначити, що одним з очевидних обмежень використання формули (8) для 
визначення чутливості коренів поліномів передатних функцій до змін їх коефіцієнтів є умова 

0)( =′ isf . У цьому випадку йдеться про наявність близьких або кратних коренів полінома. 
Під час синтезу автоматичних систем керування поліноміальним методом вимогам щодо 

необхідних статичних і динамічних характеристик системи може задовольнити не один, а декілька 
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поліномів [6]. Враховуючи цей факт, у роботі [6] автор пропонує здійснити параметричну оцінку 
чутливості поліномів за числом обумовленості їхніх супроводжуючих матриць. 

Супроводжуючу матрицю (companion matrix) характеристичного полінома можна записати у 
вигляді: 
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де 0aa ii α=  є матрицею стану системи в канонічній формі, а саме: 
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Чутливість до зміни коефіцієнтів з використанням вибраного методу стандартних форм 
поліномів досліджено на прикладі поліномів Грехема-Летропа і Бесселя третього-шостого порядків 
і продовжено дослідження на прикладі перехідних характеристик відповідних фільтрів. На основі 
результатів аналізу поведінки автор зазначає, що метод оцінки чутливості стандартних поліномів за 
числом обумовленості їхніх супроводжуючих матриць є неточним і може спричинити помилки. 
Особливо це стосується випадку швидкодіючої системи, оскільки чим більш швидкодіючою є 
система, тим більша її чутливість до зміни параметрів.  

Зважаючи на вищезазначені рекомендації, у роботі [6] проаналізовано чутливість стандартних 
форм поліномів до зміни їх коефіцієнтів за допомогою методу траєкторної чутливості. 

Відповідно до методу траєкторної чутливості математичний опис системи автоматичного 
керування, яка складається з досліджуваного об’єкта керування та моделі його траєкторної 
чутливості до змін параметра, матиме вигляд: 

.
0

;
0

















σ
⋅
















=

















η
















+
















=

















σ

ν

νν

M
M

LML
M

M

M
M

LML
M

M

x

CC

Cy

u
B

B

AA

Ax
p

                                                     

(11) 

Використовуючи рівняння (11) можна знайти траєкторну чутливість стандартного полінома 
до змін його коефіцієнтів. У роботі [6] на прикладі поліномів Грехема-Летропа і Бесселя третього-
шостого порядків доведено, що будь-яка зміна коефіцієнтів цих поліномів призводить до 
негативних змін у перехідних процесах (їх затягування, збільшення перерегулювань тощо). 
Аналогічні результати показано у роботах [1, 2], коли при зменшенні кроку дискретизації цифрові 
системи стають нестійкими, а їхні перехідні процеси не відповідають перехідним процесам 
неперервних прототипів. 

Функція абсолютної чутливості передатної функції до змін будь-якого її параметра визнача-
ється за формулою: 
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Висновки 
Проведений аналіз показав, що відомо кілька методів оцінки чутливості коренів поліномів 

передатних функцій до змін їх коефіцієнтів та підтвердив актуальність пошуку шляхів вирішення 
проблеми впливу обмеженої розрядності даних на практичну реалізацію цифрових систем керу-
вання. Стосовно дискретних передатних функцій для малого кроку дискретизації, як показав аналіз 
публікацій, проблема залишається невирішеною. 

Показано, що за необхідності знайти наближене значення кореня полінома будь-яким число-
вим методом, спочатку потрібно оцінити точність розрахунків – кількість значущих цифр проміж-
них результатів для гарантованої достовірності отриманих результатів. 

Принциповим результатом є теорема про неперервну залежність коренів полінома від його 
коефіцієнтів – число дійсних коренів не зміниться за малих варіацій його коефіцієнтів. Як наслідок, 
дійсний корінь полінома з дійсними коефіцієнтами не може "зійти" з дійсної осі, поки не зіткнеться 
з іншим дійсним коренем, тобто не стане кратним. 
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