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Вступ1

У роботi [2] вивчено розв’язнiсть в цилiндричнiй
областi Dp = (0, T ) × Ωp, де T > 0, Ωp — p-вимiрний
тор (R/2πZ)p, задачi для диференцiального рiвняння
з частинними похiдними нескiнченного порядку
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з нелокальними умовами за часовою змiнною

Lju ≡ ∂j−1u
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− µ
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де aŝ i µ (µ 6= 0) — комплекснi числа.
Iстотна частина дослiдження цiєї задачi полягає

у побудовi та дослiдженнi вiдповiдних функцiональ-
них просторiв — просторiв нескiнченного порядку, а
також у встановленнi теорем вкладення мiж соболєв-
ськими просторами нескiнченного порядку i просто-
рами скiнченного порядку. Пiд час доведення цих те-
орем вкладення виникає проблема малих знаменни-
кiв, яку вирiшують за допомогою метричного пiдхо-
ду у припущеннi незалежностi коефiцiєнтiв рiвняння
(1). Умови iснування таких вкладень просторiв ма-
ють метричний характер.

Розв’язнiсть нелокальних задач для систем рiв-
нянь з частинними похiдними нескiнченного порядку
в областi Dp вивчено у роботах [6, 7].

Простори Соболєва нескiнченного порядку введе-
нi у роботах [3, 4, 5] при дослiдженнi задачi Дiрiхле i

задачi про перiодичнi розв’язки для рiвнянь нескiн-
ченного порядку елiптичного i гiперболiчного типiв.
Для безтипних рiвнянь нескiнченного порядку такi
простори введенi i вивченi у роботi [2].

I. Опис функцiональних просторiв
скiнченного i нескiнченного
порядкiв

Введемо спочатку такi функцiональнi простори:
T(Ωp) — простiр тригонометричних полiномiв

ϕ(x) =
∑
k

ϕk exp(ik, x),

Hq(Ωp), q ∈ R, — простiр Соболєва
2π-перiодичних функцiй, отриманих поповненням
множини T(Ωp) за нормою ‖ · ‖Hq(Ωp), яка пород-
жується скалярним добутком

(
ϕ,ψ

)
Hq(Ωp)

=
∑

k∈Zp

k̃2qϕkψ̄k, k̃ =
√

1 + k2
1 + · · ·+ k2

p,

Hn
q (D̄p), q ∈ R, n ∈ Z+, — банахiв простiр функцiй

u = u(t, x) таких, що для кожного t ∈ [0, T ] функцiї
∂ju(t, ·)

∂tj
, j = 0, 1, . . . , n, належать простору Hq−j(Ωp)

та неперервнi на вiдрiзку [0, T ] у нормi цього просто-
ру; норма в просторi Hn

q (D̄p) визначається формулою

‖u‖2Hn
q (D̄p) =

n∑

j=0
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t∈[0,T ]
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∂ju(t, ·)

∂tj

∥∥∥∥
2

Hq−j(Ωp)

.
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Для опису класу функцiй, в якому є розв’язна за-
дача (1), (2), розглянемо в областi Dp задачу на вла-
снi значення скiнченного порядку n:

L̃
( ∂

∂t
,

∂

∂x

)
u ≡

n∑

|ŝ|=0

aŝ
∂|ŝ|u

∂ts0∂xs1
1 . . . ∂x

sp
p

= λu, (3)

Lju ≡ ∂j−1u

∂tj−1

∣∣∣
t=0

− µ
∂j−1u

∂tj−1

∣∣∣
t=T

= 0, j = 1, 2, . . . , n,

(4)
що вiдповiдає задачi (1), (2).

Пiд розв’язком задачi (3), (4) iз простору Hn
q (D̄p)

розумiємо функцiю u, u 6= 0, яка задовольняє умови
∥∥∥∥L̃

(
∂

∂t
,

∂

∂x

)
u− λu

∥∥∥∥
H0

q−n(D̄p)

= 0,

‖Lj u‖Hq−1+j(Ωp) = 0, j = 1, . . . , n.

Через Rk,m, (k,m) ∈ Zp+1, позначимо множину
всiх розв’язкiв у цiлих числах m∗, k∗ = (k∗1 , . . . , k∗p)
рiвняння

L̃(τ(m∗), ik∗) = L̃(τ(m), ik),

де
τ(m) = −(ln µ)/T + i2πm/T,

а ln µ розумiється як головне значення логарифма.
Теорема 1. [1, с. 159]1. Власними значеннями

задачi (3), (4) є числа

λk,m = L̃(τ(m), ik), (k, m) ∈ Zp+1.

2. Власними функцiями, що вiдповiдають вла-
сному значенню λk,m, є функцiї

uk∗,m∗ = eτ(m∗)t+i(k∗,x), (k∗,m∗) ∈ Rk,m.

3. Множина функцiй eτ(m)t+i(k,x), (k,m) ∈ Zp+1,
утворює базу Рiсса у просторi L2(D̄p).

Для задачi (3), (4) скiнченного порядку природно
розглядати простори Соболєва скiнченного порядку
W q(D̄p), q ∈ R, що є поповненнями скiнченних сум
вигляду

u(t, x) =
∑

(k,m)

uk,meτ(m)t+i(k,x)

за нормою

‖u‖2q = (2π)pT
∑

(k,m)∈Zp+1

(m2 + k̃2)q|uk,m|2.

Для визначення вiдповiдних просторiв у випадку
рiвняння нескiнченного порядку введемо позначен-
ня:

Λ = Zp+1\Λ0,

Λ0 = {(k,m) ∈ Zp+1 : L(τ(m), ik) = 0}, (5)

λk,m =
{

1, (k, m) ∈ Λ0

|L(τ(m), ik)|, (k, m) ∈ Λ.
(6)

Якщо для деякого вектора (k, m) ∈ Zp+1 ряд
L(τ(m), ik) розбiжний, то вiдповiдне значення
λk,m = ∞, а uk,m вважаємо нулем.

Простором Соболєва нескiнченного порядку для
задачi (1), (2) називаємо простiр [2]

W∞{aŝ} =
{

u =
∑

(k,m)∈Zp+1

uk,meτ(m)t+i(k,x) :

‖u‖2∞ =
∑

(k,m)∈Zp+1

λk,m|uk,m|2 < ∞
}

.
(7)

Простiр W∞{aŝ} називається нетривiальним,
якщо вiн нескiнченновимiрний.

Теорема 2. [9, с. 253] Простiр W∞{aŝ} нетри-
вiальний тодi i тiльки тодi, коли iснує послiдов-
нiсть векторiв (kj ,mj) ∈ Zp+1, j = 1, 2, . . ., така,
що λkj ,mj < ∞.

Для того, щоб уникнути виродженого випадку,
коли функцiї залежать вiд меншого, нiж p+1, числа
аргуметiв, надалi розглядатимемо лише тi нетривi-
альнi простори W∞{aŝ}, якi щiльнi в W 0(D̄p).

Теорема 3. [9, с. 254] Простiр W∞{aŝ} щiль-
ний в W 0(D̄p) тодi i тiльки тодi, коли λk,m < ∞
для всiх векторiв (k,m) ∈ Zp+1.

Теорема 4. [9, с. 255] Простiр W∞{aŝ} є щiль-
ним в W 0(D̄p), якщо функцiя

ϕ(z0, z1, . . . , zp) =
∞∑

|ŝ|=0

aŝz
s0
0 zs1

1 . . . zsp
p

належить класу цiлих функцiй вiд комплексних
змiнних z0, z1, . . . , zp.

Розглянемо також простiр, спряжений з просто-
ром W∞{aŝ}, а саме:

W−∞{aŝ} =
{

f =
∑

(k,m)∈Zp+1

fk,meτ(m)t+i(k,x) :

‖f‖2−∞ =
∑

(k,m)∈Zp+1

λ−1
k,m|fk,m|2 < ∞

}
.

Очевидно, що

L

(
∂

∂t
,

∂

∂x

)
: W∞{aŝ} → W−∞{aŝ}.

Тут W−∞{aŝ} — простiр антилiнiйних неперерв-
них функцiоналiв, що визначенi на просторi фун-
кцiй W∞{aŝ}. Значення функцiоналу f ∈ W−∞{aŝ}
на функкцiї u ∈ W∞{aŝ} задається формулою
f(u) = (f, u)0 ≡ (2π)pT

∑
k,m∈Zp+1

fk,m · ūk,m.
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II. Теорема вкладення просторiв
у випадку алгебричної залежностi
коефiцiєнтiв рiвняння

Нехай M ⊂ C∞ — множина нескiнченновимiрних ве-
кторiв

{aŝ : |ŝ| = 0, 1, . . .},
кожний з яких визначає щiльний в W 0(D̄p) простiр
W∞{aŝ}, i нехай Mn (Mn ⊂ Cp+1) — проекцiя множи-
ни M на пiдпростiр векторiв (z0, z) = (z0, z1, . . . , zp),
де

zj = aŝ(j)

при ŝ(j) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j

, n, 0, . . . , 0), j = 0, 1, . . . , p.

У випадку незалежностi коефiцiєнтiв z0, z1, . . . , zp

рiвняння (1) за допомогою метричного пiдходу вста-
новлена теорема про вiдношення вкладення мiж вве-
деними просторами W∞{aŝ} i W−∞{aŝ} та просто-
рами W q(D̄p), q ∈ R.

Теорема 5. [2] Для майже всiх (стосовно мiри
Лебега в просторi Cp+1) векторiв z ∈ Mn справедли-
вi включення

W∞{aŝ} ⊂ W q(D̄p), W−q(D̄p) ⊂ W−∞{aŝ}

при q < (2n − p − 1)/4, причому ||u||q ≤ C1||u||∞,
||f ||−∞ ≤ C1||f ||−q, де C1 = C1({aŝ}) > 0.

Встановленi у теоремi спiввiдношення для просто-
рiв Соболєва скiнченного та нескiнченного порядкiв,
взагалi, не можна використовувати для залежних ко-
ефiцiєнтiв z0, z1, . . . , zp рiвняння (1). У роботi вста-
новлено клас функцiональних просторiв, для яких
доведено теорему вкладення для алгебрично зале-
жних z0, z1, . . . , zp, а саме:

R(z0, z) ≡
d∑

j=0

Aj(z)zd−j
0 = 0, (8)

де

Aj(z) =
∑

|s|≤j

αj,sz
s1
1 . . . zsp

p , α0,0 = 1,

αj,s ∈ C, j = 0, 1, . . . , d.

Вiдомо, що для кожного фiксованого z ∈ C рiв-
няння R(z0, z) = 0 має рiвно d коренiв

z1
0(z), . . . , zd

0(z),

тому R(z0, z) = (z0 − z1
0(z)) . . . (z0 − zd

0(z)).
Cистема з двох алгебричних рiвнянь





R(z0, z) = 0

∂R(z0, z)
∂z0

= 0

має розв’язок, якщо дискримiнант DR(z) многочлена
R(z0, z) за змiнною z0 перетворюється в нуль, тобто

DR(z) = 0. Тодi, якщо DR(z) 6= 0 для будь-якої то-
чки z ∈ Cp, то функцiя R є регулярною порядку 1 за
змiнною z0 (iнакше кажучи, функцiя R як функцiя
однiєї змiнної z0 має нуль порядку 1), тобто

R(z0, z) = 0,
∂R(z0, z)

∂z0
6= 0,

i за теоремою про неявну функцiю комплексної змiн-
ної [10, ст. 467] отримаємо d аналiтичних функцiй
z1
0(z), . . . , zd

0(z) — однозначних вiток функцiї z0(z),
якi задовольняють рiвняння R(z0, z) = 0.

Зауваження. [8, с. 20] Якщо функцiя DR не до-
рiвнює тотожно нулю, то

measCp{z ∈ Π(ρ) : DR(z) = 0} = 0,

де Π(ρ) = {z ∈ Cp : |zj | ≤ ρ, j = 1, . . . , p} — полiкруг.
Для формулювання аналогу теореми 5 у випадку

R(z0, z) = 0 замiсть W q(D̄p) запровадимо такий фун-
кцiональний простiр Wσ

β1,β2
, де σ > 0, (β1, β2) ∈ R2,

що отриманий поповненням скiнченних сум вигляду

u(t, x) =
∑

(k,m)

uk,meτ(m)t+i(k,x)

за нормою

‖u‖2W σ
β1,β2

=
∑

(k,m)∈Zp+1

(m2 + k̃2)β1×

× exp
(
β2(|τ(m)|+ |k|)σ

)|uk,m|2.
Зауважимо, що Wσ

q,0 = W q(D̄p).

Теорема 6 (теорема вкладення). Нехай iсну-
ють такi дiйснi сталi ω > 0 i ψ, що при кожному
r = 1, . . . , p для коефiцiєнтiв

αθ(r,j), θ(r, j) = (j, 0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
r−1

j, 0, . . . , 0), j = 0, 1, . . . , d,

алгебричного многовиду R(z0, z) = 0 виконується не-
рiвнiсть

∣∣∣
d∑

j=0

(−1)d−jαθ(r,j)ξ
jηd−j

∣∣∣ ≥ ω(|ξ|+ |η|)ψ (9)

для будь-якого вектора (ξ, η) ∈ C2, i нехай дискри-
мiнант DR(z) многочлена R(z0, z) за змiнною z0 не
дорiвнює тотожно нулю, тобто

DR(z) 6≡ 0, (10)

а також L(z0, z) є цiлою функцiєю скiнченного по-
рядку σ, σ > 0. Тодi для майже всiх (стосовно мiри
Лебега в Cp) векторiв z iз полiкруга Π(ρ) cправедливi
включення

W∞{aŝ} ⊂ Wσ
−δ,1−d, W σ

δ,d−1 ⊂ W−∞{aŝ} (11)

i оцiнки

‖u‖W σ
−δ,1−d

≤ C2‖u‖∞, ‖f‖−∞ ≤ C2‖f‖W σ
δ,d−1

(12)

при δ > (d(p + 1)− nψ)/2, C2 = C2(aŝ) > 0.
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Для доведення цiєї теореми вкладення використа-
ємо допомiжнi леми.

Лема 1. Якщо

F (z) = α1z
d
1 + . . . + αpz

d
p +

∑

|s|≤d,
si 6=d, i=1,...,p

βsz
s1
1 . . . zsp

p ,

|α| ≡ |α1|+ . . . + |αp| 6= 0, αi ∈ C, βs ∈ C.

то

measCp{z ∈ Π(ρ) : |F (z)| < ε} ≤ C3

(
ε

|α|
)2/d

,

де додатна стала C3 визначається формулою

C3 = dπpρ2(p−1)p2/d.

Доведення. Нехай Πi(ρ) = {zi ∈ C : |zi| ≤ ρ},
i = 1, . . . , d, α1 = max

i=1,...,p
|αi|, тодi α1 ≥ |α|

p
> 0. Зо-

бразимо многочлен F (z) у виглядi

F (z) = α1

(
z1 − λ1(z2, . . . , zp)

)
. . .

(
z1 − λd(z2, . . . , zp)

)
,

де λi(z2, . . . , zp), i = 1, . . . , d, — коренi рiвняння
F (z) = 0 за змiнною z1, звiдки

A ≡ {z ∈ Π(ρ) : |F (z)| < ε} =
{

z ∈ Π(ρ) :

∣∣z1 − λ1(z2, . . . , zp

∣∣ . . .
∣∣z1 − λd(z2, . . . , zp)

∣∣ <
ε

|α1|
}

.

Легко бачити, що хоча б для одного iндексу j вико-
нуватиметься нерiвнiсть

∣∣z1 − λj(z2, . . . , zp

∣∣ <

(
ε

|α1|
)1/d

, j ∈ {1, . . . , p}.

Зафiксуємо змiннi (z2, . . . , zp) = (z0
2 , . . . , z0

p) i вве-
демо множини

A(z0
2 , . . . , z0

p) =
{

z1 ∈ Π1(ρ) :

∣∣z1 − λ1(z0
2 , . . . , z0

p

∣∣ . . .
∣∣z1 − λd(z0

2 , . . . , z0
p)

∣∣ <
ε

|α1|
}

,

Ai(z0
2 , . . . , z0

p) =
{

z1 ∈ Π1(ρ) :

∣∣z1 − λi(z0
2 , . . . , z0

p)
∣∣ <

(
ε

|α1|
)1/d }

, i = 1, . . . , p.

Оцiнимо мiру множини Ai(z0
2 , . . . , z0

p). Оскiльки
ця множина на комплекснiй площинi є кругом, або
частиною круга з центром у точцi λi(z0

2 , . . . , z0
p) та

радiусом (ε/|α1|)1/d, то

measCAi(z0
2 , . . . , z0

p) ≤ π

(
ε

|α1|
)2/d

, i = 1, . . . , p.

Iз включень для деякого j ∈ {1, . . . , p}

A(z0
2 , . . . , z0

p) ⊂ Aj(z0
2 , . . . , z0

p) ⊂
d⋃

i=1

Ai(z0
2 , . . . , z0

p)

випливає нерiвнiсть

measCA(z0
2 , . . . , z0

p) ≤

≤
d⋃

i=1

measCAi(z0
2 , . . . , z0

p) ≤ dπ

(
ε

|α1|
)2/d

.

За теоремою Фубiнi

measCpA =

=
∫

Π2(ρ)×...×Πp(ρ)

measCA(z0
2 , . . . , z0

p)dz0
2 . . . dz0

p,

звiдки випливає оцiнка для мiри множини A

measCpA ≤ dπ (ε/|α1|)2/d×

×
∣∣∣∣∣
∫

Π2(ρ)×...×Πp(ρ)

dz0
2 . . . dz0

p

∣∣∣∣∣ ≤

≤ dπ(πρ2)p−1

(
ε

|α1|
)2/d

≤ dπpρ2(p−1)p2/d

(
ε

|α|
)2/d

,

тобто
measCpA ≤ C3 (ε/|α|)2/d

,

що i треба було довести.

Лема 2. Якщо компоненти вектора αmk =
(αmk1 , . . . , αmkp), (m, k) ∈ Zp+1, задовольняють для
r = 1, . . . , p нерiвностi

|αmkr | ≥ ω(|τ(m)|n + |kr|n)ψ, (m, kr) ∈ Z2, (13)

де ω > 0, ψ ∈ R, то норма цього вектора справджує
оцiнку знизу

|αmk| ≡ |αmk1 |+ . . . + |αmkp | ≥

≥





C4(m2 + k̃2)nψ/2, (m, k) 6= 0, ψ 6= 0,

p ω| ln µ|nψT−nψ, (m, k) = 0, ψ 6= 0,

p ω, (m, k) ∈ Zp+1, ψ = 0,

(14)

де

C4 =

{
2−nψω min{(π/T )nψ, p−nψ/2}, ψ > 0,

p ω/max
{

1, Tnψ(| ln µ|+ 2π)−nψ
}

, ψ < 0.

Доведення. Позначимо ||k|| =
√

k̃2 − 1. Оскiльки
τ(m) =

(− ln |µ|+ i(2πm− arg µ)
)
/T , | arg µ| ≤ π, то

π

T
|m| ≤|τ(m)| ≤ | ln µ|+ 2π

T
|m|, m 6= 0,

|τ(0)| = | ln µ|
T

.

(15)

З нерiвностей (13), (15) та оцiнок

|m|n + ||k||n ≥ 2−n/2(m2 + ||k||2)n/2 ≥
≥ 2−n(m2 + k̃2)n/2, (m, k) 6= 0,

|m|n + ||k||n ≤ (m2 + k̃2)n/2
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випливає, що при ψ > 0 та (m, k) 6= 0

|αmk| ≥ ω
(
(π/T )n|m|n + p−n/2||k||n

)ψ

≥

≥ ω min{(π/T )nψ, p−nψ/2}(|m|n + ||k||n)ψ ≥
≥ 2−nψω min{(π/T )nψ, p−nψ/2}(m2 + k̃2)nψ/2,

а при ψ < 0 та (m, k) 6= 0

|αmk| ≥ ωp
( | ln µ|+ 2π

T
|m|n + ||k||n

)ψ

≥

≥ pω

max
{

1, T nψ

(| ln µ|+2π)nψ

} (m2 + k̃2)nψ/2.

Якщо ψ 6= 0 i (m, k) = 0, то легко бачити, що

|αmk| ≥ pω| ln µ|nψT−nψ.

Очевидно, що у випадку ψ = 0 для будь-якого
(m, k) ∈ Zp+1 виконується нерiвнiсть

|αmk| ≥ pω.

З отриманих вище нерiвностей остаточно випли-
ває нерiвнiсть (14). Лему доведено.

Введемо позначення

L̄mk(z0, z) ≡ L(τ(m), ik) =

= z0[τ(m)]n + z1(ik1)n + . . . + zp(ikp)n + L1(m, k),

Fmk(z) — результант многочленiв L̄mk(z0, z) i R(z0, z)
за змiнною z0, тобто

Fmk(z) = Resz0 [L̄mk(z0, z), R(z0, z)].

Лема 3. Нехай виконуються нерiвностi (9). Тодi
для майже всiх векторiв z iз полiкруга Π(ρ) (сто-
совно мiри Лебега в Cp) нерiвнiсть

|Fmk(z)| ≥ (m2 + k̃2)−δ (16)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) ве-
кторiв (k,m) ∈ Zp+1 при δ > (d(p + 1)− nψ)/2.

Доведення.
Результант многочленiв L̄mk(z0, z) i R(z0, z) за

змiнною z0 зображається формулою

Fmk(z) = [τ(m)]ndR(z̃0, z) = [τ(m)]nd
d∑

j=0

Aj(z)z̃d−j
0 ,

(17)
де z̃0 = z̃0(z, k, m) — корiнь рiвняння L̄mk(z0, z) = 0
за змiнною z0, a саме:

z̃0 = −z1(ik1)n + . . . + zp(ikp)n + L1(m, k)
[τ(m)]n

. (18)

Iз формул (17), (18) маємо

Fmk(z) =
d∑

j=0

(−1)d−j [τ(m)]nj
( ∑

|s|≤j

αj,sz
s
)
×

×(
z1(ik1)n + . . . + zp(ikp)n + L1(m, k)

)d−j
.

Для зручностi подамо функцiю Fmk(z) у виглядi

Fmk(z) = αmk1z
d
1 + . . . + αmkpzd

p + Gmk(z)

де αmkr =
d∑

j=0

(−1)d−jαθ(r,j)[τ(m)]nj(ikr)n(d−j), а

Gmk(z) — многочлен, який не мiстить чистих стар-
ших членiв.

Введемо множини

Amk = {z ∈ Π(ρ) : |Fmk(z)| < εmk},

де εmk = (1 + m2 + ||k||)−δ, δ ∈ R, A – множина то-
чок z ∈ Π(ρ), для яких безлiч разiв (стосовно вектора
(m, k)) виконується нерiвнiсть

|Fmk(z)| < εmk.

Для оцiнки мiри множини Amk за фiксованого ве-
ктора (m, k) ∈ Zp+1 заcтосуємо до функцiї Fmk(z)
лему 1. Тодi

measCpAmk ≤ C3

(
εmk

|αmk|
)2/d

,

|αmk| = |αmk1 |+ . . . + |αmkp |.
З умов (9) випливають нерiвностi

|αmkr | ≥ ω(|τ(m)|n+|kr|n)ψ, (m, kr) ∈ Z2, r = 1, . . . , p,

звiдки за лемою 2 отримаємо нерiвнiсть (14) для нор-
ми вектора αmk. Тому,

measCpAmk ≤ C3×

×





(m2 + k̃2)−(2δ+nψ)/d

C
2/d
4

, (m, k) 6= 0, ψ 6= 0,

(pω| ln µ|nψT−nψ)−2/d, (m, k) = 0, ψ 6= 0, µ 6= 1,

(m2 + k̃2)−2δ/d

(pω)2/d
, (m, k) ∈ Zp+1, ψ = 0.

Оскiльки ряд
∑

(m,k)∈Zp+1\{0}
measCpAmk є збiжним

при δ > (d(p + 1)− nψ)/2, то на пiдставi леми
Бореля-Кантеллi маємо, що множина тих точок
z ∈ Π(ρ), якi потрапляють у нескiнченну кiлькiсть
множин Amk, де (m, k) ∈ Zp+1\{0}, дорiвнює нулевi,
тобто measCpA = 0. Отже, для майже всiх (стосовно
мiри Лебега в Cp) векторiв z ∈ Π(ρ) нерiвностi (16)
виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) век-
торiв (m, k) ∈ Zp+1. Лему доведено.

Лема 4. Нехай виконуються умови (9), (10) i не-
хай L(ξ0, ξ) є цiлою функцiєю скiнченного порядку σ,
σ > 0. Тодi для майже всiх (стосовно мiри Лебега в
Cp) векторiв z iз полiкруга Π(ρ) нерiвностi

∣∣L̄mk

(
zr
0(z), z

)∣∣ ≥ C1−d
4 (m2 + k̃2)−δ×

× exp[(1− d)(|τ(m)|+ |k|)σ], r = 1, . . . , d.
(19)
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виконується для всiх (крiм можливо скiнченної
кiлькостi) векторiв (k, m) ∈ Zp+1 при δ >
(d(p + 1)− nψ)/2, де C4 — незалежна вiд вектора
(k, m) додатна стала.

Доведення. З умови DR 6≡ 0 та з теореми про неяв-
ну функцiю випливає, що результант Fmk(z) можна
подати у виглядi добутку

Fmk(z) =
d∏

j=1

L̄mk(zj
0(z), z),

де zj
0 = zj

0(z), j = 1, . . . , d, є однозначними вiтками
функцiї z0(z) для майже всiх векторiв z iз Π(ρ) (див.
вище зауваження), звiдки

L̄mk(zr
0 , z) =

Fmk(z)
d∏

j=1
j 6=r

L̄mk(zj
0, z)

, r = 1, . . . , d. (20)

Як бачимо з останньої формули, для оцiнки знизу
значення виразу L на вибранiй вiтцi zr

0 функцiї z0(z)
крiм оцiнки знизу результанта Fmk(z) потрiбно та-
кож знати оцiнку зверху L. Оскiльки за нашим при-
пущенням L(ξ0, ξ) є цiлою функцiєю скiнченного по-
рядку σ, σ > 0, тобто для будь-яких (ξ0, ξ) ∈ Cp+1

виконуються нерiвностi

|L(ξ0, ξ)| ≤ C4 exp (|ξ0|+ |ξ|)σ, C4 > 0,

то

|L̄mk(z0, z)|≡L(τ(m), ik)≤C4 exp (|τ(m)|+|k|)σ (21)

для будь-яких (z0, z,m, k) ∈ Cp+1 × Zp+1.
Тодi з формули (20) та нерiвностей (16), (21) ви-

пливає, що для майже всiх векторiв z iз полiкруга
Π(ρ) нерiвностi (19) виконуються для всiх (крiм мо-
жливо скiнченної кiлькостi) векторiв (k,m) ∈ Zp+1

при δ > (d(p + 1)− nψ)/2. Лему доведено.

Доведемо тепер теорему вкладення 6.
Доведення.Нехай f(t, x)=

∑
(k,m)∈Zp+1

fk,meτ(m)t+i(k,x)

довiльна функцiя iз Wσ
δ,d−1. Покажемо, що для май-

же всiх векторiв z iз полiкруга Π(ρ) вона належить
простору W−∞{aŝ} .

Нехай Zp+1
0 — пiдмножина множини Zp+1, яка мi-

стить скiнченну кiлькiсть векторiв (k,m).
Iз рiвностi λk,m =

∣∣L̄mk

(
z0(z), z

)∣∣ та нерiвностi
(19) випливає оцiнка

‖f‖2−∞ =
∑

(k,m)∈Zp+1

λ−1
k,m|fk,m|2 ≤ C5×

×
∑

(k,m)∈Zp+1
0

(m2 + k̃2)δe(d−1)(|τ(m)|+|k|)σ |fk,m|2+

+Cd−1
4

∑

(k,m)∈Zp+1\Zp+1
0

(m2 + k̃2)δe(d−1)(|τ(m)|+|k|)σ×

×|fk,m|2 ≤ C2
2‖f‖2W σ

δ,d−1

при δ > (d(p+1)−nψ)/2, де C5 = max
(k,m)∈Zp+1

0

{λ−1
k,m(1+

m2 + ‖k‖2)−δe(1−d)(|τ(m)|+|k|)σ}, C2
2 = max{C5, C

d−1
4 }.

Тепер нехай u =
∑

(k,m)∈Zp+1
ukmeτ(m)t+i(k,x) нале-

жить простору W∞{aŝ}, тодi

‖u‖2W σ
−δ,1−d

=
∑

(k,m)∈Zp+1

(m2 + k̃2)−δ×

×e(1−d)(|τ(m)+|k|)σ |uk,m|2 ≤
≤ C2

2

∑

(k,m)∈Zp+1

λk,m|uk,m|2 ≤ C2
2‖u‖2∞.

Теорему доведено.

III. Теореми iснування та єдиностi
розв’язку задачi, умови
на алгебричний многовид

Позначимо P = I − P0, де I – одиничний оператор,
P0 – оператор проектування, який елементовi

v =
∑

(k,m)∈Zp+1

vk,meτ(m)t+i(k,x)

ставить у вiдповiднiсть елемент

P0v =
∑

(k,m)∈Ω0

vk,meτ(m)t+i(k,x).

Функцiю u ∈ W∞{aŝ} називатимемо розв’язком
задачi (1), (2), якщо для всякої функцiї v ∈ W∞{aŝ}
виконується рiвнiсть

(
L

( ∂

∂t
,

∂

∂x

)
u, v

)
0

= (f, v)0.

Теорема 7. [2] Розв’язок u задачi (1), (2) iз
простору W∞{aŝ} iснує тодi i тiльки тодi, коли
P0f = 0 i f ∈ W−∞{aŝ}:

при цьому ||Pu||∞ = ||f ||−∞.

Розв’язок буде єдиним тодi i тiльки тодi, коли
P0 = 0.

Очевидно, що P0 = 0 тодi i тiльки тодi, коли

∀ (k, m) ∈ Zp+1 L(τ(m), ik) 6= 0.

Iз цiєї теореми та теореми вкладення випли-
ває твердження, яке стосується розв’язностi зада-
чi (1), (2) з алгебрично залежними коефiцiєнтами
z0, z1, . . . , zp у випадку належностi правої частини f
до простору Wσ

δ,d−1.

Теорема 8. Нехай виконуються умови теореми
вкладення (теореми 6). Тодi, якщо f ∈ Wσ

δ,d−1, де
δ > (d(p + 1)− nψ)/2, то для майже всiх (стосовно
мiри Лебега в Cp) векторiв z iз полiкруга Π(ρ) iснує
єдиний розв’язок задачi (1), (2) iз простору Wσ

−δ,1−d.
Доведення. Якщо f ∈ Wσ

δ,d−1, то за теоремою 6
отримуємо f ∈ W−∞{aŝ}. На основi теореми 7 iснує
єдиний розв’язок задачi (1), (2) iз простору W∞{aŝ},
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який за теоремою 6 належить простору Wσ
−δ,1−d, що

i треба було довести.

Теорема 9. Нехай aŝ = 0 при |ŝ| > n, тобто
рiвняння (1) має скiнченний порядок n, i нехай ви-
конуються умови (9), (10). Якщо f ∈ W q(D̄p) при

q >
d(p + 1) + n(d− ψ − 1)

2
, то для майже всiх ве-

кторiв z iз полiкруга Π(ρ) (стосовно мiри Лебега в
Cp) iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2) iз простору
W−q(D̄p).

Доведення. Оскiльки рiвняння (1) має скiн-
ченний порядок n, то для будь-якого вектора
(z0, z,m, k) ∈ Cp+1 × Zp+1 виконуються нерiвностi

|L̄mk(z0, z)| ≡ L(τ(m), ik) ≤ C5(m2 + k̃2)n/2, (22)

де C5 > 0, звiдки з формули (20) та нерiвностей (16)
випливає, що для майже всiх векторiв z iз полiкруга
Π(ρ) виконуються нерiвностi (r = 1, . . . , d)

∣∣L̄mk

(
zr
0(z), z

)∣∣ ≥ C1−d
5 (m2 + k̃2)−(δ+n(d−1)/2), (23)

i включення

W∞{aŝ} ⊂ W−q(D̄p), W q(D̄p) ⊂ W−∞{aŝ}
для всiх (крiм можливо скiнченної кiлькостi) векто-
рiв (k, m) ∈ Zp+1 при

δ >
d(p + 1)− nψ

2
, q >

d(p + 1) + n(d− ψ − 1)
2

.

Iз цих включень i теореми 7 випливає твердження
теореми.

Висновки

У порiвняннi з розглянутим у [2, 9] випадком не-
залежностi коефiцiєнтiв z0, z1, . . . , zp рiвняння (1),
для якого встановлено спiвiдношення мiж простора-
ми Соболєва скiнченного i нескiнченного порядкiв
для майже всiх (стосовно iндукованої мiри Лебега
в Cp+1) векторiв (z0, z1, . . . , zp), а саме W∞{aŝ} ⊂
W q(D̄p), W−q(D̄p) ⊂ W−∞{aŝ} при q < (2n−p−1)/4,
випадок алгебричної залежностi R(z0, z) = 0 цих
коефiцiєнтiв вимагає запровадження замiсть просто-
рiв скiнченного порядкiв W q(D̄p) просторiв Wσ

β1,β2
–

просторiв нескiнченного порядку.
У цьому бiльш тонкому випадку показано вкла-

дення просторiв

W∞{aŝ} ⊂ Wσ
−δ,1−d, W σ

δ,d−1 ⊂ W−∞{aŝ},

та розв’язнiсть задачi (1), (2) у просторi Wσ
−δ,1−d при

f ∈ Wσ
δ,d−1 для майже всix (стосовно мiри Лебега в

Cp) векторiв z = (z1, . . . , zp) iз полiкруга Π(ρ) при
δ > (d(p+1)−nψ)/2, якщо L(z0, z) є цiлою функцiєю
скiнченного порядку σ, DR(z) 6≡ 0 та виконуються
умови (9) на коефiцiєнти многочлена R(z0, z).

Отже, показники простору Wσ
−δ,1−d, до якого на-

лежить розв’язок u задачi (1), (2), залежать вiд по-
рядку σ, цiлої функцiї L(z0, z) та степеня d многочле-
на R(z0, z).

При d = 1 обмеження на скiнченний порядкок σ
цiлої функцiї L(z0, z) можна зняти. В цьому випадку
маємо рiвнiсть W δ(D̄p) = Wσ

δ,0.
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