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��('�0�+��� ,��+,���3��� ,�/+�*� /��� '�('������� &+'+�-/���� &'�2+�-�� ��
�����'������/��)�����(�+�'�������,��&��7��,���+����,�,+��/�,�-��+)'�������
/�1+'+�2-��*����'-����*���������-��&'����,�2-4�-��+)'��*��4��'���4���0-3��,��
�&��6��,��� �'�� 2*�,�� /��� '�('������� +�+��'�,�)�-����� (�
�(�-�� ����'����-
��<�*���'�()���5+���(����&�����+,��,�)�-��&'���/��/��)���. 

A mathematical model for transient processes analysis in shaded-pole induction 
������������ ������������������� ��������������������������������� �������!���������"�

cubic splines is presented. The electromagnetic couplings are calculated on the base of 
ramifided equivalent circuit of motor magnetic circuit. 
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( )2 cos sinpj d j q jT w i i pγ γ π= + , 
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������������ �
����	 �� ������
�� ��	���	� 
� �����	� �	� ��
�������� �
������� !�� ���������

�	������� ������ �	 �
���������� ����������� "��
����� 
�� ������	� �
������ ���
�
#�	�� ����

����	�����������
��������
��
�����$�
�������������������������
��� ���	��������������

�	� ���$�
������ �	������� 
�����	�
�� %
���
� 	� ������� ����	������ �����
����� ���
��
�� ��

�������������	&��	�����$
��&� ����
'����	�
��	����
��������
��� ���	������������� [3]. 
����
������	���(��������

�
��� ���	��������
$�������	�����	����	 �
���#���	����� ��	��

"��
'�� �� ���$���� '� ���� !�� ����	� ������	� �
������ ���	�	'����� �� �������

	������ �	�

��
���������������������
��������	������	��
������������
�� 
��� ���	��������
��������	�

�����$	���� �������� ��
�����
� �
������� ��� �������

	������ 	$�� �	� ��(����� ������
� ����

�	�	���������
������	�	�����������	����	 �
��� ����	���&���������������	�������
�
#����

�������� �
������ �	 �
����� �
����	 �� 
���	

#���� ��������� �	� �
���	�
� ����� ����	�	����

�������

	���
�
�����������
����
�'�����


'��	������ 
%
���	������ !�� �	���
�� )��$
� ������-����

�� ��	��� �	�	�������'����� ��	�����

�����������	������������	�������
������������������	 �
��
�
������$
��&�������������	�
�-
�
� ���
���� �� ������ '� (��������� �	
�� *���� ��������� 
��� ���	���� �������� ��� �������

�����	��� ���	 	'��	�� �� ������� 	�
�����������������	������������������� +	������	����

�������������
������	'���!�� 	�	�
����$��������-���&��������
����������$���	�(��������
��	�

��-��� ��� ���� ��� �	������	��
� ������	���� 	��������'����� ��������� ��
�������� �
������� ��
�

����
� �
� ��
��������� �
��������� �	 �
����� �
����	 �� ��	�������� ������ ���
�
#��� ��������

	� �$������� �
������� ��	� ��������'����� �	� ��(����� ������
� �������� �� 
��� ���	����


���	

#������������,�����	��*���� ���� ����	������ �����
��� �� ���
���� ������� ��

�����

������������	��� �����
� ������� 
��� ���	���� ���� -����� ���	��
�� �	#��������
&��� '� ������

��������������

��	�����	�	�� �.�,�� ��
��� 
��������������
��	���������������

�� y ��� j-���

����
�����	�	'�����n  ��	��������

'������

������������
������	�� 

0

1
j

n

j
dy

y
dt h ξ ξ

ξ
α −

=
= ∑

�
�

,      (1) 

���h = tj–tj-1 , αξ –�����
#�
�����


'�������
�����	�	�������
����� ������
'��&	$����� 
��	����	� ����	������ �����
����� ���
��
�� �������� .�,� �� 	����	������� ��$�����

�������	������������
���	����	��'��!�����	��
#����$
��&� �����������!�'������������������

��
����	����	��������	�����
�����	�������	

���
�
��� �	����������

��������������	������

����	#�
����
������	���$
��
����	#����/���	'���� ������&�����	������
���
���
��������
��

&	$���	�����$�
�����������$������	�������	

#�� �����
���	��	����	����������&�����$�� �


�����	

����������$�
�����	������	����
��	&�������������	�����	������ �������� 
������������������	 �
�����������
�����������$������������������ ��	���������#�d, 

q�� ��	� (������� �����	�	� �
� ��	������� �� 
����� ���	���� �������� ��	���	� �
����
�� 	�

��������	�����	� �$����	� �����	� �	�
��'����� ����	� ���
�	��������� �$����	����

����	&��	�������������d 
 q��
����
�����	 	�����������������
��������������������
����	 ��

�	��	�����������������	������ ��� 

( )d

dt
ri u t

ψ ψ= Ω + +
�

�� �
,     (2) 

�� ( )�, , ,f k d qψ ψ ψ ψ ψ=�
; ( )�f k d qi i ,i ,i ,i=

�
 –� �������� ��������������� �	� �����
�� �$������

�$��(����� �f��� ��������	������ �� ����	� �k) �	� ������(��� �� �d�� 
� ��������� �� �q) 
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���
�	�������� ������
�� �����	�� ( ) ( )�sin ,0,0,0mu t U tω=�
 –� ������� �����	������ �	��� �� ��

������ Um, �0 –� 	���
���	� �	� 
���
��	� �	����	� �	��� �� (��������� 	� �����
#� 
������ 
���

���	�	'���	�������	���� 

;

f

k

d

q

r

r
r

r

r

−

−
=

−
−

  

ω

−ω
Ω =  

–��	���

����������rf, rk, rd, rq –�	�����
�������������
���� –������	�&����
�����$���	���������	� 
���� ����	������ ����������	�
����� �����
����� ���
��
�� �������� ��� ���� ���$�
����

�����������
������������������	� 

( ) ( )1 2d q q d �

d
c i i c M t

dt

ω = Ψ − Ψ − ,    (3) 

�� 2
1 1.5 /c p J= ;. 2 /c p J= ; J  –��������
���

���M�(t) –��	��(�
�����
���	������������	��	���

��� ��	� 
�������&��������� 

( ) ( )��, ; , ,y x i= ψ ω = ω
��� �

     (4) 

�������
��
�����������
�������(�	��	���	��������������������
������� 

( ), ,
dy

z y x t
dt

=
�

� ��
,     (5) 

��� z
�

 –�������-����

����	�����	������
��������������� 
-������� ���� ��� ����������	�
����� �
����	 �� ���$�
���� ���������	��� �	���� 
��

�����������
���������
�������	 �
������
����	 �����	������'��	 �
����������	&��� �����-
����������
����� �	��	(�����!������
������	����	��	 �
��� ��������
���
�����������	���

�������'�����������(�	��$��(������������	������
��	��(	���������
'��������������
�����

��$��� ��������	��� ������ ������
��� 0�
�� �� ��� �
������� ��

����� ���	���� �	� ��������

���������������
����
���
������������
���'� 4 s+ . 
-��������
�������	 �
������
����	 �����	������� ���
 

( ) 0,Ti FΓ Φ− =
� ��

        (6) 

���T  –��	���
�����$�����������	�������� i
�
������
������	�	'��������
��	�	 �
���	���
�������

Γ  –��	���
��
�
����

#� �	�	��	 �
��� �����	��	&����� ,  F Φ
� �

 –�����������	�
���	 �
�����

�	��� ��	��	 �
����������
�� 
"�(�������	�������	��
���������	������'������
���#����
�������	�	'���������� �����	�

��
�������� �����!�� ������'�����
� ������!
����� �	������	��
������������
�� 
��� ���	�����

���� �	������	��
� ������ �� ������� ���$�
���� ������� ��� ��� ��
��������� ���� 
�� ��

�������	'����� �	��������	���� �� ��
� ���	#�-��������� � 
���� �� ����� �����	��#�&������

	�������	

�� ���������� ������	� y
�
� ��$
������ ���	#�	��� �	� ������������� &	$���
�

	� �$�����#�	�	�� �����������������	'��� ��� 

2 -2 1 -1 0 2 -2 1 -1 0 0j j j j j jy y y z z zσ σ σ β β β+ + + + + =� � � � � �
,    (7) 

��� ( ), ,j j j j jz z y x t= � �� �
 –���	��������	�����	����������������������j-�������
� 
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2 1 02 2 2 2
1 1

3 3 3 3
; ; ;

j j j j

� � �

h h h h− −
= = − = −        

2 1 0 1
1 1

1 2 2 1
; ; ; .j j j

j j j j

h t t
h h h h

β β β −
− −

= = + = = −      

-�����	� ����� ���� �
������ –� ���
�
#�	�� ���� ��� ���������	���� �	�����'��� 
���	

#��#�

������,�����	��� 
������������	���(�
#�l-#�
���	

�������$�������������	���� ( )l
jx∆� , ( )l

j∆Φ
�

 

������
�� x
�
�
�Φ

�
����$�
�������������	������������
����� 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 ;

,

l l
j j

j j

l l l
j j j

j

dy z
x Q

dx x

F
T i P

σ β

Γ Φ
Φ

 ∂+ ∆ =  ∂ 

∂ ∆ − ∆ =
∂

� �
�

� �

�
� �

�

      (8) 

��� ( )l
jQ , ( )l

jP  –�����������	����������������������
����
��������
����� 

0

0

0

0

0

0 0 0 0 1

ff fk fd fq

kf kk kd kq

df dk dd dq

qf qk qk qq

L L L L

L L L L
y

L L L L
x

L L L L

σ∂ =
∂

�

� ; 

z

x

∂ =
∂

�

�  

( ) ( ) ( ) ( )

0

1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0

f

k

qf qk d qd qq q

df dk dd q dq d

df q qf d dk q qk d dd q qd d dq q qq d d

r

r

L L r L L

L L L r L

L i L i c L i L i c L i L i c L i L i c

ψβ
ψ

ψ

−

−
− +=

− − − − − −

− − − − +

; 

�

F
R

Φ
∂ =
∂

�

�  –��	���
���������

	�������	 �
����� ����
�� �������
���	 �
��� �����	������

����������� ��
�����	�	�����������
�
#�����
������ 	�	�
������� 	��������
�
#����–�&������

�������

��	���� ��� �	�	���������� �	�	 �
���	����� "��	��
� 	�������������� ��$
������

���	#�	��� 
����������������������
�����������	�	�������	�������	�� 

���� ���=ψ ; ��� ��=ψ ; 

∑
=

δ γ
π

=ψ
�

��

��� �����
�

; ∑
=

δ γ
π

=ψ
�

��

��� �����
�

. 
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���� ���	���� ����	������ �����
��� �� ���
���� 	$�� �
���� ��
��� ������ 
��� ���	����

���$�
�����	�����	�������������	����(�������������������
������	���!����(�	���
#�������

�������������������������
 

1 13 2 3j j j j- j j-y h z y h z− = +� �� �
.     (9) 
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