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Опрацьовано магнітно-механічну характеристику асинхронного двигуна з 
урахуванням скосу пазів ротора. Рівняння характеристики ґрунтуються на розрахунку 
одновимірного магнітного поля з урахуванням вищих просторових гармонік 
магніторушійних сил та насичення основного магнітного кола. Алгебризація рівнянь за 
просторовою координатою здійснюється за методом тригонометричної колокації.  

Ключові слова: асинхронний двигун, магнітно-механічна характеристика, скіс пазів 
ротора, насичення основного магнітного кола, вищі гармоніки МРС. 

A magnetic-mechanical characteristic for asynchronous motor taking into account rotor 
teeth skew has been developed. The equations are based on magnetic field computation 
allowing for core saturation and magnetomotive forces spatial harmonics. The trigonometric 
collocation method is used to algebrization of equations. 

Key words: asynchronous motor, magnetic-mechanical characteristic, rotor tooth skew, 
core saturation, MMF spatial harmonics. 
 

Постановка проблеми 
Асинхронні двигуни є основними споживачами електричної енергії у промисловості, 

сільському господарстві і їх широко використовують для приводу більшості промислових 
механізмів, тому дослідженню процесів в асинхронних двигунах за допомогою математичного 
моделювання моделей завжди приділяли значну увагу. 

Як відомо, в асинхронних двигунах пази ротора скошують на одну зубцеву поділку. Таким 
чином зменшується шкідливий вплив вищих гармонік на криву моменту, зменшуються 
електромагнітні вібрації і шуми, зменшуються синхронні моменти. 

Хоча скіс пазів є доволі поширеним, дослідженню його впливу на роботу машини та її 
параметри приділяється недостатньо уваги. 

 
Аналіз останніх досліджень 

Проведений аналіз літератури свідчить, що врахуванню скосу пазів ротора на поведінку 
асинхронної машини у перехідних процесах практично не приділяється увага [1], а більшість статей 
присвячена врахуванню додаткових втрат чи поперечних струмів ротора [5]. 

 
Задачі досліджень 

Завданням цього дослідження є створення магнітно-механічної характеристики [3] 
асинхронного двигуна зі скосом пазів ротора як сукупності рівнянь та формул, які для заданих 
струмів та кута повороту ротора дозволять обчислити потокозчеплення фаз статора і ротора та 
електромагнітний момент з урахуванням насичення основного магнітного кола та вищих 
просторових гармонік магніторушійних сил у їхньому взаємозв’язку.  

 
Виклад основного матеріалу 

Розглянемо асинхронний двигун з клітковим ротором, на статорі якого розміщено s обмоток, 
розподілених по пазах довільно, а ротор має r стрижнів, скошених на одну зубцеву поділку zpt . 
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Для записування магнітно-механічної характеристики такого двигуна приймемо допущення: 
1) гістерезис і вихрові струми відсутні; 
2) магнітне поле плоскопаралельне; 
3) магнітне поле машини розділене на робоче поле й поля розсіяння, причому останні 

вважаються лінійними однорідними функціями струмів обмоток; 
4) магнітні поля в ярмах статора й ротора мають лише тангенціальну складову; 
5) зубцеві шари статора і ротора замінені еквівалентними шарами, які у радіальному напрямі 

мають характеристику намагнічування, еквівалентну до реального зубцевого шару, а в 
тангенціальному напрямі – нескінченний магнітний опір; 

6) обмотки статора й ротора замінені винесеними до повітряного проміжку нескінченно 
тонкими шарами й представлені кутовими розподілами густин провідників відповідних фаз. 

Перетнемо магнітопровід машини m площинами, перпендикулярними до осі обертання 
ротора, вважаючи незмінним розподіл поля в осьовому напрямку поміж двома сусідніми 
площинами. 

Згідно з прийнятими допущеннями рівняння, які описують розподіл магнітного поля при 
заданих струмах статора й ротора та куті повороту ротора для і-го перетину ( m,...,1i = ), мають 
вигляд [4]: 
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де [ ]тсs1сс i...ii =
r

;   [ ]
тpr1pp i...ii =

r
 – вектор струмів фаз статора й ротора відповідно; 

[ ]тмcsмc1мc )(n)(n)(n αα=α Kr ; [ ]
тмipr,мip1,мpi )(n)(n)(n ββ=β Kr
 – вектор кутових густин 

провідників фаз статора й ротора відповідно в і-му перетині (тут і надалі нижній індекс „і” 
вказуватиме на належність величини до і-го перетину вздовж осі машини; ca , pa  – відповідно 

кількості паралельних гілок фаз статора й ротора; мα  – магнітний кут нахилу променя, який 
проходить через вісь обертання машини й довільну точку А на розточці статора, до прийнятого 
нерухомого відносно статора променя cOX ; мiβ  – магнітний кут нахилу променя, який проходить 
через вісь обертання машини й точку А, до прийнятого нерухомого відносно ротора променя pOX ; 

γмp  – магнітний кут нахилу променя pOX  до променя cOX , який ототожнюємо з магнітним кутом 

повороту машини; мp  – кількість періодів магнітного поля вздовж розточки статора машини; ciB , 

piB , ciH , piH  – магнітні індукції та напруженості магнітного поля в ярмах статора й ротора 

відповідно; iBδ  – магнітна індукція в повітряному проміжку; iF  – магнітна напруга еквівалентного 

шару; пiB  – деяка магнітна індукція, що не залежить від координати мα ; δk  – коефіцієнт Картера; 

cr  – радіус кола, що проходить через середину ярма статора; pr  – радіус кола, що проходить через 

середину ярма ротора; с, cc  – постійні коефіцієнти, які обчислюють за формулами 
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)klh(klhc pppccc= , 
cccм

c klhp
rlc δδ= , у яких ch  – висота ярма статора; ph  – висота ярма ротора; cl  – 

довжина осердя статора; pl  – довжина осердя ротора; ck  – коефіцієнт заповнення сталі статора; pk  – 

коефіцієнт  заповнення сталі ротора, δr  – радіус кола, яке проходить через середину повітряного 
проміжку, δl  – розрахункова довжина машини. 

Нижній індекс „т” тут і надалі означає транспонування. 
Доповнимо (1) формулами для обчислення потокозчеплень та електромагнітного моменту 

двигуна [4] 
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– стала матриця індуктивностей розсіяння фаз статора й ротора відповідно; [ ]тсs1сс ... ψψ=ψ
r

;   

[ ]
тpr1pp ... ψψ=ψ

r
 – вектори потокозчеплень фаз статора й ротора відповідно. 

Система рівнянь (1) являє собою двоточкову диференційну крайову задачу розрахунку 
магнітного поля в асинхронному двигуні, у якій невідомі ciB , ciH , piB , piH , iBδ , iF  
задовольняють крайову умову 

)2(B)(B мciмci π+α=α ; )2(H)(H мciмci π+α=α ; )2(B)(B мpiмpi π+α=α ; 

)2(H)(H мpiмpi π+α=α ; )2(B)(B мiмi π+α=α δδ ;   )2(F)(F мiмi π+α=α  

Розв’язуватимемо систему рівнянь (1) – (3) методом тригонометричної колокації [2], у якому 
алгебризація рівнянь зводиться до формальної заміни усіх функцій аргументу мα  векторами їх 
дискрет (тобто значеннями функції у вузлах накладеної вздовж періоду магнітного поля сітки з 

n21N +=  вузлами, де n – ціле число), диференційного оператора 
мd

d
α

 – його дискретним 

аналогом 























α−αννα−ανν

α−αννα−ανν

=

∑∑

∑∑

=ν=ν

=ν=ν

n

1
мNмN

n

1
1ммN

n

1
мN1м

n

1
1м1м

))(sin(...))(sin(

))(sin(...))(sin(

N
2Д MM , 

а інтегрального оператора ∫
π

α⋅
2

0
мd  – його алгебричним аналогом 













π
= 43421K

r

N
G 11

N
2I . 

Застосувавши ці правила до системи рівнянь (1)–(3), отримуємо її дискретний аналог у 
вигляді нелінійної системи алгебричних рівнянь 
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– матриця дискрет кутових густин провідників фаз статора й ротора відповідно; 
[ ]

тi,Ni,1дi F...FF =
r

 – вектор дискрет відповідно магнітної напруги еквівалентного шару; 

[ ]
тi,Ni,1дi B...BB δδδ =

r
 – вектор дискрет магнітної індукції в повітряному проміжку; 

[ ]
тi,cNi,1ccд B...BB =i

r
, [ ]

тi,pNi,1ppд B...BB =і
r

 – вектор дискрет відповідно магнітної індукції 

ярма статора та магнітної індукції ярма ротора; [ ]
тi,cNi,1ccд H...HH =i

r
, [ ]

тi,pNi,1ppд H...HH =i

r
 – 

вектор дискрет відповідно напруженості магнітного поля в ярмі статора та напруженості магнітного 
поля в ярмі ротора; [ ]т1 11с K

r
=  – матриця-стовпець розміру N; [ ]тмN1ммд αα=α K

r
 – 

стовпець дискрет кутової координати мα  накладеної вздовж періоду магнітного поля сітки; 

[ ]тмN1ммд ββ=β K
r

 – стовпець дискрет кутової координати мβ . 
Утворивши такі матриці та вектори: 

Д)Д,..., Д,Дt (diag=  – діагональна матриця розміру mN; [ ]тдm1ддt F...FF
rrr

=  – вектор дискрет 

магнітної напруги еквівалентного шару в усіх перетинах вздовж довжини машини; 
[ ]тcд1cдcд H...HH mt

rrr
=  – вектор дискрет напруженості магнітного поля у ярмі статора в усіх 

перетинах вздовж довжини машини; [ ]
тpд1pдpд H...HH mt

rrr
=  – вектор дискрет напруженості 

магнітного поля у ярмі ротора в усіх перетинах вздовж довжини машини; [ ]cдcдcд n...nn =t  – 

матриця, яка містить m матриць cдn ; [ ]mt pд1pдpд n...nn =  – матриця, яка містить m матриць pдn ; 

(4) 

(5) 

(6) 
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магнітної індукції в повітряному проміжку в усіх перетинах вздовж довжини машини; 
[ ]тcд1cдcд B...BB mt
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вектор дискрет кутової координати мα  в усіх перетинах; [ ]тмдm1мдмд ... ββ=β
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t  – вектор дискрет 

кутової координати мβ  в усіх перетинах, та обчисливши інтеграли у (5), (6) за формулою 
прямокутників, отримуємо магнітно-механічну характеристику асинхронного двигуна з 
урахуванням скосу пазів у векторному вигляді 
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(9) 

яка для заданих струмів фаз статора і ротора та куті повороту ротора дозволяє обчислити розподіл 
магнітного поля з урахуванням скосу пазів ротора та потокозчеплення і момент двигуна. 

 
Висновки 

Опрацьовану магнітно-механічну характеристику асинхронного двигуна з урахуванням скосу 
пазів ротора можна використовувати як складову частину математичної моделі асинхронного 
двигуна з урахуванням насичення основного магнітного кола, вищих просторових гармонік 
магніторушійних сил обмоток та скосу пазів ротора у їхньому взаємозв’язку. 
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