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Позначимо через Sn = {y ∈ R
n : |y| = 1} одинич-

ну сферу в просторi R
n з центром у початку коорди-

нат, а через ωn – площу її поверхнi.
Нехай u – гармонiйна у всьому просторi R

n функ-
цiя, яка називається цiлою гармонiйною. Тодi вона
розкладається в ряд [1, с. 94]

u (rx) =
∞∑

k=0

Y (k) (x; u) rk, (1)

де r > 0, x ∈ Sn, а Y (k) – сферичнi гармонiки або сфе-
ричнi функцiї Лапласа степеня k, якi є звуженням на
одиничну сферу Sn однорiдного гармонiйного много-
члена степеня k [2, с. 157–174], [3].

При n = 2 сферичнi гармонiки зводяться до зви-
чайних тригонометричних функцiй кута. При n ≥ 3
мають складнiшу структуру i зв’язанi з деякими мно-
гочленами спецiального вигляду.

Нехай λ =
n − 2

2
, n ≥ 3. Тодi [3, с. 206]

Y (k) (x; u) =
Γ(λ) (k + λ)

2πλ+1rk

∫
Sn

Cλ
k [(x, y)] u (ry) dS (y) ,

(2)
де k ∈ Z+, x ∈ Sn, (·, ·) – скалярний добуток в R

n,
а Cλ

k – многочлени Гегенбауера степеня k та порядку
λ, якi визначаються iз спiввiдношення

1 − τ2

(1 − 2τ t + τ2)λ+1
=

∞∑
k=0

k + λ

λ
Cλ

k (t) τk,

|t| ≤ 1, 0 ≤ τ < 1.
У випадку тривимiрного простору сферичнi гар-

монiки, крiм того, можуть бути вираженi через мно-
гочлени Лежандра Pk = P 0

k та приєднанi многочле-
ни Лежандра P j

k (див., наприклад, [4. c. 151–155],
[5, с. 179–184])

Y (k) (x; u) = Y (k) (θ, ϕ; u) =

=
k∑

j=0

(
a
(1)
kj cos jϕ + a

(2)
kj sin jϕ

)
P j

k (cos θ) , (3)

де k ∈ Z+, θ, ϕ – сферичнi координати точки
x ∈ S3, a

(i)
kj , i = 1, 2, – постiйнi числа.

Нехай f (z) =
∞∑

j=0

cj zj – цiла у площинi функ-

цiя. Оскiльки при фiксованому r члени |cj | rj при
j → ∞ прямують до нуля, то серед цих членiв
iснує принаймнi один найбiльший. Якщо таких чле-
нiв декiлька, то будемо розглядати той iз них, який
має найбiльший iндекс j = ν (r) = ν (r, f). Iн-
декс ν (r, f) називається центральним iндексом, а
μ (r, f) =

∣∣cν(r)

∣∣ rν(r) – максимальним членом ряду
функцiї f на колi S2

r = {z ∈ C : |z| = r}.
Позначимо через M (r, f) = max

|z|=r
|f (z)| , r > 0, –

максимум модуля функцiї f .
У разi цiлої функцiї f однiєї комплексної змiнної

Вiман та Валiрон встановили нерiвнiсть [6, c. 22]

M (r, f) < μ (r, f) · [lnμ (r, f)]
1
2+ε

, (4)

справедливу для будь-якого ε > 0 i при всiх r ззовнi
деякої множини скiнченної логарифмiчної мiри.

У цiй роботi розглядається аналогiчне питання
для гармонiйної у просторi R

n, n ≥ 3, функцiї. У
зв’язку з тим, що в тривимiрному просторi для цiлої
гармонiйної функцiї поряд iз розкладом (1) має мiсце
розклад у ряд за многочленами Лежандра, то окре-
мо розглядатимемо два випадки: загальний n ≥ 3,
обумовлений розкладом (1), i частинний n = 3, який
вiдповiдає специфiчному розкладу функцiї u у ряд
(1) з огляду на (3) i не випливає iз загального випад-
ку.

Нехай M (r, u) = max
x∈Sn

|u (rx)| , r > 0, – максимум

модуля цiлої гармонiйної функцiї u.
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Аналоги оцiнок Вiмана-Валiрона для цiлих гармонiйних в R
n функцiй

I. Випадок n ≥ 3

Позначимо

Ak = max
x∈Sn

∣∣∣Y (k) (x, u)
∣∣∣ ,

де Y (k) заданi спiввiдношенням (2).
Теорема 1.1. Нехай u – цiла гармонiйна в R

n

функцiя, яка задана рядом (1). Тодi функцiя

g (z) =
∞∑

k=0

Ak zk

– цiла, i для будь-якого ε > 0 при всiх r ззовнi де-
якої множини скiнченної логарифмiчної мiри вико-
нуються нерiвностi

C · μ (r, g)

[lnμ (r, g)]λ+ε
< M (r, u) < μ (r, g) · [lnμ (r, g)]

1
2+ε

,

(5)

де C – додатна стала, λ =
n − 2

2
.

Для доведення цiєї теореми нам потрiбнi леми.
Нехай

Bk =

√
(2λ)!

2
1

(k + 2λ)λ
Ak, (6)

де λ =
n − 2

2
.

Лема 1.1. Для цiлої гармонiйної в R
n функцiї u,

яка задана рядом (1), справедливi нерiвностi

Bk ≤ M (r, u) · r−k

при всiх r > 0 i k ∈ Z+ .
Ця лема доведена в [7].

Лема 1.2. Нехай

f (z) =
∞∑

k=0

bk zk, f1 (z) =
∞∑

k=0

lkbkzk,

f2 (z) =
∞∑

k=0

bk

lk
· zk

– цiлi у площинi функцiї, bk > 0, lk > 0 . Тодi

μ (r, f) ≥ 1
lν1(r)

μ (r, f1) , (7)

μ (r, f) ≥ lν2(r)μ (r, f2) , (8)

μ (r, f1) ≥ lν(r)μ (r, f) , (9)

μ (r, f1) ≥ l2ν2(r)
μ (r, f2) , (10)

μ (r, f2) ≥ 1
lν(r)

μ (r, f) , (11)

μ (r, f2) ≥ 1
l2ν1(r)

μ (r, f1) , (12)

де ν (r) , ν1 (r) , ν2 (r) – центральнi iндекси степене-
вих рядiв функцiй f, f1, f2 вiдповiдно.

� Доведення. Оскiльки ν (r) , ν1 (r) , ν2 (r) –
центральнi iндекси степеневих рядiв функцiй f , f1,
f2 вiдповiдно, то

bν(r)r
ν(r) ≥ bν1(r)r

ν1(r), (13)

bν(r)r
ν(r) ≥ bν2(r)r

ν2(r), (14)

lν1(r)bν1(r)r
ν1(r) ≥ lν(r)bν(r)r

ν(r), (15)

lν1(r)bν1(r)r
ν1(r) ≥ lν2(r)bν2(r)r

ν2(r), (16)

1
lν2(r)

bν2(r)r
ν2(r) ≥ 1

lν(r)
bν(r)r

ν(r), (17)

1
lν2(r)

bν2(r)r
ν2(r) ≥ 1

lν1(r)
bν1(r)r

ν1(r). (18)

Помноживши нерiвнiсть (13) на lν1(r), отримаємо
нерiвнiсть (7). Подiливши нерiвнiсть (14) на lν2(r) ,
одержимо нерiвнiсть (8). Нерiвностi (9), (11) безпосе-
редньо випливають з нерiвностей (15), (17). Помно-
живши та подiливши праву частину нерiвностi (16)
на lν2(r) , одержуємо нерiвнiсть (10). За аналогiєю
отримуємо нерiвнiсть (12) iз нерiвностi (18). �

� Доведення теореми 1.1. Введемо функцiю

G (z) =
∞∑

k=0

Bk zk,

де Bk визначаються спiввiдношенням (6). На пiдста-
вi леми 1.1 функцiї g та G – цiлi.

Доведемо нерiвностi (5). Iз розкладу (1) випливає,
що

M (r, u) ≤
∞∑

k=0

max
x∈Sn

∣∣∣Y (k) (x; u)
∣∣∣ rk =

∞∑
k=0

Akrk.

Отже, M (r, u) ≤ M (r, g).
Використовуючи вiдому оцiнку (4), знаходимо,

що

M (r, g) < μ (r, g) [ln μ (r, g)]
1
2+ε

для довiльного ε > 0 i всiх r, крiм виняткової мно-
жини скiнченної логарифмiчної мiри. Для тих самих
значень r має мiсце нерiвнiсть [6, с. 22]

ν (r, g) < [lnμ (r, g)]1+ε
. (19)

Враховуючи нерiвностi (11) та (19), маємо

μ (r,G) ≥
√

(2λ)!
2

1

[ν (r, g) + 2λ]λ
μ (r, g) >

> C
μ (r, g)

[lnμ (r, g)]λ+ε
,

де С – додатна стала.
Оскiльки за лемою 1.1 μ (r,G) ≤ M (r, u), то не-

рiвностi (5) доведенi. �
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II. Випадок n = 3

Позначимо

Dk =
1

2
√

2k + 1
max

j,i

(∣∣∣a(i)
kj

∣∣∣
√

(k + j)!
(k − j)!

)
, (20)

де a
(i)
kj визначенi спiввiдношенням (3).

Лема 2.1. Якщо u – цiла гармонiйна в R
3 фун-

кцiя, задана рядом (1) з використанням (3), то

Dk ≤ M (r, u) · r−k

при всiх r > 0 i k ∈ Z+ .
Доведення леми наведено в [8].

Теорема 2.1. Нехай u – цiла гармонiйна в R
3

функцiя, яка задана рядом (1) з використанням (3).
Тодi функцiя

h (z) =
∞∑

k=0

2 (2k + 1)2 Dk zk

– цiла, i для будь-якого ε > 0 при всiх r ззовнi дея-
кої множини скiнченної логарифмiчної мiри викону-
ються нерiвностi

K · μ (r, h)
[lnμ (r, h)]2+ε < M (r, u) < μ (r, h) · [lnμ (r, h)]

1
2+ε

,

(21)

де K – додатна стала.

� Доведення теореми 2.1. Введемо функцiю

H (z) =
∞∑

k=0

Dk zk.

У роботi [7] доведено нерiвнiсть M (r, u) <
< M (r, h), де M (r, h) = max

|z|=r
|h (z)| , r > 0. На пiд-

ставi вiдомої оцiнки (4), знаходимо

M (r, h) < μ (r, h) [lnμ (r, h)]
1
2+ε

для довiльного ε > 0 i всiх r, крiм виняткової мно-
жини скiнченної логарифмiчної мiри.

Враховуючи нерiвностi (7) та (19), отримаємо

μ (r,H) ≥ 1
2 [2ν (r, h) + 1]2

μ (r, h) > K
μ (r, h)

[lnμ (r, h)]2+ε .

Оскiльки на пiдставi леми 2.1 μ (r,H) ≤ M (r, u),
то нерiвностi (21) доведенi.

Нерiвностi (5) та (21) можна розглядати як ана-
логи нерiвностей Вiмана-Валiрона, в яких максимум
модуля цiлої функцiї однiєї комплексної змiнної оцi-
нюється через її максимальний член.
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