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Вступ

Нехай Ωp — p-вимiрний тор (R/2πZ)p,
T > 0, QT

p = (0, T ) × Ωp, x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp,
Dx = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xp), k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp,
|k| = |k1| + . . . + |kp|, (k, x) = k1x1 + . . . + kpxp;
mesRnA — мiра Лебега в Rn вимiрної множини
A ⊂ Rn, Πn = {~λ ≡ (λ1, . . . , λn) ∈ Rn : λ1 < . . . < λn};
A(Dx) — такий диференцiальний вираз, що

(∃N ∈ N) (∃ a1, a2 > 0) (∀ k ∈ Zp)

a1(1 + |k|N ) ≤ |A(k)| ≤ a2(1 + |k|)N ,
(1)

K1 = {k ∈ Zp : ReA(k) ≥ 0},K2 = Zp\K1, WA
α,β1,β2

,
α, β1, β2 ∈ R, — простiр, отриманий в результатi по-
повнення простору скiнченних тригонометричних по-
лiномiв ϕ(x) =

∑
ϕke(ik,x) за нормою

‖ϕ(x); WA
α,β1,β2

‖ =
√ ∑

k∈Zp

|ϕk|2(1 + |k|)2αe2χ(k)Re A(k),

де χ(k) = β1, якщо k ∈ K1, χ(k) = β2, якщо k ∈ K2,
Cn([0, T ]; WA

α,β1,β2
) — простiр функцiй u(t, x) таких,

що при фiксованому t ∈ [0, T ] похiднi ∂ju(t, x)/∂tj ,
0 ≤ j ≤ n, належать до WA

α,β1,β2
i як елементи цьо-

го простору є неперервними за t на [0, T ]; норму в
просторi Cn([0, T ];WA

α,β1,β2
) задаємо формулою

‖u(t, x); Cn([0, T ];WA
α,β1,β2

)‖ =

=
n∑

j=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥
∂ju(t, x)

∂tj
; WA

α,β1,β2

∥∥∥∥ .

В областi QT
p розглянемо таку задачу:

L

(
∂

∂t
,Dx

)
u(t, x) ≡

≡
n∏

j=1

(
∂

∂t
− λjA(Dx)

)
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT

p ,

(2)





Vj [u] ≡ ∂j−1u(t, x)
∂tj−1

∣∣∣∣
t=0

= ϕj(x), j = 1, r,

Vr+j [u] ≡ ∂j−1u(t, x)
∂tj−1

∣∣∣∣
t=T

= ϕr+j(x), j = 1, l,

(3)

де 1 ≤ r < n, l = n − r, (λ1, . . . , λn) ∈ Πn. Задачу
(2), (3) називають задачею з двома кратними вузла-
ми t = 0 i t = T, числа r i l називають кратностями
вузлiв t = 0 i t = T вiдповiдно.

Розв’язнiсть двоточкових крайових задач з умо-
вами вигляду (3) для рiвнянь iз частинними похi-
дними дослiджено у роботах [2, 3, 6, 8, 9]. Так, у
працi [6] встановлено умови коректної розв’язностi
у соболєвськiй шкалi просторiв задачi з умовами (3)
для випадку гiперболiчних рiвнянь, якi мiстять по-
хiднi за змiнною t тiльки парного порядку. Цi умо-
ви полягають у виконаннi степеневих оцiнок знизу
для послiдовностi певних характеристичних визна-
чникiв, пов’язаних iз задачею. Для дослiдження пи-
тання про виконання таких оцiнок у працi [6] вико-
ристано метричний пiдхiд i запропоновано методику
доведення метричних оцiнок знизу для визначникiв
задач з умовами (3). За допомогою цiєї методики у
[6] встановлено результат про виконання степеневих
оцiнок знизу для визначникiв таких задач для майже
всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, компонентами
яких є коефiцiєнти рiвняння та значення T правого
вузла iнтерполяцiї. Iз цитованого результату випли-
ває розв’язнiсть задач з умовами (3) для гiперболi-
чних рiвнянь, якi мiстять похiднi за змiнною t тiль-
ки парного порядку, у соболєвськiй шкалi просторiв
для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, ком-
понентами яких є коефiцiєнти рiвняння та число T.
Iнакше кажучи, для „переважної“ (в сенсi мiри Лебе-
га) бiльшостi гiперболiчних рiвнянь задача з умова-
ми (3) розв’язна у соболєвськiй шкалi у „переважнiй“
бiльшостi областей QT

p .
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У працях [2, 3] запропоновану методику роботи
[6] узагальнено на випадок крайових задач (3) для
безтипних рiвнянь iз частинними похiдними, якi мi-
стять похiднi за змiнною t як парного, так i непар-
ного порядкiв. Iз доведених у [2, 3] метричних оцi-
нок знизу для визначникiв задач з умовами (3) для
безтипних рiвнянь випливає розв’язнiсть цих задач у
просторах перiодичних функцiй експоненцiйного ти-
пу для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв,
складених з коефiцiєнтiв рiвняння та числа T.

У роботах [8, 9] запропоновано новий, порiвняно
з методами в [2, 3, 6], метод доведення метричних те-
орем про оцiнки знизу для визначникiв задач з умо-
вами (3) для безтипних рiвнянь iз частинними похi-
дними. На основi цього методу у [8, 9] встановлено
розв’язнiсть таких крайових задач для майже всiх
чисел T > 0 для довiльного безтипного рiвняння у
просторах перiодичних функцiй експоненцiйного ти-
пу. Iнакше кажучи, для кожного безтипного рiвнян-
ня задача з умовами (3) розв’язна у шкалi просторiв
експоненцiйного типу у „переважнiй“ бiльшостi обла-
стей QT

p .

Ця робота розвиває i доповнює дослiдження, про-
веденi у [2, 3, 6, 8, 9]. Її основною особливiстю є ре-
зультат про те, що для факторизованого рiвняння (2)
вдається встановити метричнi оцiнки для послiдовно-
стi характеристичних визначникiв задачi з умовами
(3) для будь-якого фiксованого T > 0 i для майже
всiх векторiв ~λ. Враховуючи, що з таких оцiнок ви-
пливає розв’язнiсть задачi (2), (3) у шкалi просто-
рiв Cn([0, T ];WA

α,β1,β2
), з цього результату дiстаємо

твердження про розв’язнiсть в кожнiй областi QT
p за-

дачi з умовами (3) для „переважної“ бiльшостi факто-
ризованих рiвнянь вигляду (2). Наведене тверджен-
ня посилює (у планi розв’язностi) результати робiт
[2, 3, 6]. Крiм того, твердження теореми 1. цiєї роботи
є сильнiшим вiд метричних тверджень робiт [2, 3, 6].

Зауважимо, що для доведення метричних оцi-
нок знизу характеристичних визначникiв використа-

но методику, вiдмiнну вiд описаної у [2, 3, 6, 8, 9]. На-
рештi вiдзначимо, що отриманi у цiй роботi резуль-
тати для випадку дiйснозначного вектора ~λ можна
перенести на випадок, коли ~λ ∈ Cn.

I. Умови єдиностi розв’язку задачi

Розв’язок задачi (2), (3), який належить до про-
стору Cn([0, T ]; WA

α,β1,β2
), шукаємо у виглядi ряду

u(t, x) =
∑

k∈Zp

uk(t) exp(ik, x). (4)

Кожна функцiя uk(t), k ∈ Zp, є розв’язком такої дво-
точкової задачi:

L (d/dt, k)uk(t) = 0, (5)




u
(j−1)
k (0) = ϕj,k, j = 1, r,

u
(j−1)
k (T ) = ϕr+j,k, j = 1, l,

(6)

де ϕj,k, k ∈ Zp, — коефiцiєнти Фур’є функцiй ϕj(x),
j = 1, n, вiдповiдно. Розв’язок задачi (5), (6) з класу
Cn[0, T ] зображається формулою

uk(t) =
n∑

q=1

Ck,q exp(λqA(k)t), (7)

де сталi Ck,q, q = 1, n, визначаються iз системи лiнiй-
них рiвнянь





n∑
q=1

Ck,q(λqA(k))j−1 = ϕj,k, j = 1, r,

n∑
q=1

Ck,q(λqA(k))j−1eλqA(k)T = ϕr+j,k, j = 1, l.

(8)

Визначник лiнiйної системи (8) позначимо через
∆(k,~λ), k ∈ Zp:

∆(k,~λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
λ1A(k) . . . λnA(k)

. . . . . . . . .
(λ1A(k))r−1 . . . (λnA(k))r−1

. . . . . . . . .
exp(λ1A(k)T ) . . . exp(λnA(k)T )

λ1A(k) exp(λ1A(k)T ) . . . λnA(k) exp(λnA(k)T )
. . . . . . . . .

(λ1A(k))n−r−1 exp(λ1A(k)T ) . . . (λnA(k))n−r−1 exp(λnA(k)T )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (9)

Для дослiдження єдиностi розв’язку задачi (2),
(3) використовуватимемо однорiднi умови





∂j−1u(t, x)
∂tj−1

∣∣∣
t=0

= 0, j = 1, r,

∂j−1u(t, x)
∂tj−1

∣∣∣
t=T

= 0, j = 1, l.

(10)

Теорема 1. Для того, щоб розв’язок задачi
(2), (3) був єдиним у просторi Cn([0, T ];WA

α,β1,β2
), не-

обхiдно i досить, щоб виконувалась умова

∀k ∈ Zp ∆(k,~λ) 6= 0. (11)
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¤ Доведення. Необхiднiсть. Якщо ∆(k0) = 0
для деякого k0 ∈ Zp, то при k = k0 система (8) з ну-
льовими правими частинами (ϕj,k0 = 0, j = 1, n) має
нетривiальний розв’язок C̃k0,q, q = 1, n. Тодi функцiя

v(t, x) =
n∑

q=1

C̃k0,q exp(λqA(k0)t) exp(ik0, x)

належить до простору Cn([0, T ];WA
α,β1,β2

) i є нену-
льовим розв’язком однорiдної задачi (2), (10). Отже,
розв’язок задачi (2), (3), якщо вiн iснує, не буде єди-
ним.

Достатнiсть. Припустимо, що задача (2), (3)
має два рiзнi розв’язки u1, u2, якi належать до про-
стору Cn([0, T ]; WA

α,β1,β2
). Тодi функцiя u = u1 − u2 є

нетривiальним розв’язком задачi (2), (10). Для кое-
фiцiєнтiв Фур’є uk(t), k ∈ Zp, функцiї u справедли-
вi зображення (7), в яких слiд прийняти, що ста-
лi Ck,q, q = 1, n, є розв’язками однорiдної системи
лiнiйних рiвнянь, визначник якої дорiвнює ∆(k,~λ).
Оскiльки, згiдно з умовою теореми, ∆(k,~λ) 6= 0 для
всiх k ∈ Zp, то Ck,q = 0, q = 1, n, для всiх k ∈ Zp, а,
отже, uk(t) ≡ 0 для всiх k ∈ Zp. Звiдси отримуємо,
що u ≡ 0, всупереч припущенню. ¥

Наступнi два твердження описують достатнi умо-
ви нетривiальної розв’язностi однорiдної двоточкової
задачi (2), (10).

Теорема 2. Якщо для нескiнченної кiлькостi
векторiв k ∈ Zp визначник ∆(k,~λ) перетворюється
в нуль, тобто множина K = {k ∈ Zp : ∆(k,~λ) = 0} є
нескiнченною, то однорiдна задача (2), (10) має не-
скiнченну кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв
в просторi Cn([0, T ];WA

α,β1,β2
).

¤ Доведення. Як i у разi доведення необхiдно-
стi в попереднiй теоремi, легко показати, що, вико-
ристовуючи умови теореми 2., задача (2), (10) має
в просторi Cn([0, T ];WA

α,β1,β2
) нескiнченну кiлькiсть

розв’язкiв вигляду

vk(t, x) =
n∑

q=1

C̃k,q exp(λqA(k)t + (ik, x)), k ∈ K, (12)

де для кожного k ∈ K сталi C̃k,q, q = 1, n, не можуть
одночасно дорiвнювати нулевi. Доведемо, що отри-
манi розв’язки (12) є лiнiйно незалежними в просто-
рi Cn([0, T ];WA

α,β1,β2
). Припустимо, всупереч цьому,

що для деякого M ∈ N iснують такi k1, . . . , kM ∈ K
(kj 6= kq, j 6= q) та числа λ1, . . . , λM ∈ C, якi одноча-
сно не дорiвнюють нулевi, що

λ1vk1(t, x) + . . . + λMvkM
(t, x) = 0.

З означення норми в Cn([0, T ];WA
α,β1,β2

) звiдси ви-
пливає, що для довiльного j, j = 1,M, функцiї

wj(t) ≡
n∑

q=1

λjC̃kj ,q exp(λqA(k)t)

тотожно дорiвнюють нулевi в просторi Cn[0, T ]. З
незалежностi функцiй exp(λ1A(k)t), . . . , exp(λnA(k)t)
(оскiльки λj 6= λq, j 6= q, i A(k) 6= 0 для всiх k ∈ Zp)
випливає, що λjC̃kj ,q = 0 для всiх q, q = 1, n. Оскiль-
ки серед сталих C̃kj ,q, q = 1, n, хоча б одна вiдмiнна
вiд нуля, то λj = 0. Внаслiдок довiльностi j отри-
муємо, що λ1 = . . . = λN = 0, тобто функцiї (12) є
лiнiйно незалежними. ¥

Теорема 3. Якщо числа λ1, . . . , λn є такими,
що для деякого k0 ∈ Zp

{λ1A(k0)T, . . . , λnA(k0)T} ⊂ i2πZ,

то задача (2), (10) має в просторi Cn([0, T ]; WA
α,β1,β2

)
нетривiальний розв’язок.

¤ Доведення. Для встановлення теореми до-
сить перевiрити, що ∆(k0, ~λ) = 0. Якщо виконується
умова теореми, то визначник ∆1(k0, ~λ) має два одна-
ковi рядки — перший та (r + 1)-й:

col( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

) = col
(
eλ1A(k0)T , . . . , eλnA(k0)T

)
,

а тому дорiвнює нулевi. ¥
Наступне твердження описує клас рiвнянь (2),

для яких виконується умова єдиностi розв’язку за-
дачi з умовами (3).

Теорема 4. Якщо A(k) є дiйсним ненульовим
числом для кожного k ∈ Zp, то для всiх векторiв
~λ ∈ Πn виконується умова (11).

¤ Доведення. Використаємо метод математич-
ної iндукцiї за n-кiлькiстю координат вектора ~λ.
Щоб вiдобразити залежнiсть визначника ∆(k,~λ) вiд
λ1, . . . , λn та кратностi r лiвого вузла в умовах (3),
використовуватимемо для ∆(k,~λ) також позначення
∆r(k, λ1, . . . , λn). При n = 2 кратнiсть r лiвого вузла
може дорiвнювати лише 1, адже 1 ≤ r < n. У цьому
випадку

∆1(k, λ1, λ2) = eλ2A(k)T − eλ1A(k)T 6= 0,

якщо A(k) ∈ R\{0} i λ1 < λ2.
Припустимо, що для деякого m ≥ 2

∆r(k, λ1, . . . , λm) 6= 0

для кожного r такого, що 1 ≤ r < m, якщо
λ1< . . .<λm i A(k) ∈ R\{0}. Доведемо, що для
довiльних дiйсних чисел λ1, . . . , λm+1 таких, що
λ1 < . . . < λm+1, нерiвнiсть

∆r(k, λ1, . . . , λm, λm+1) 6= 0

виконується для кожного r, 1 ≤ r < m + 1, якщо
A(k) ∈ R\{0}. Для фiксованих чисел λ1, . . . , λm та-
ких, що λ1 < . . . < λm визначник ∆r(k, λ1, . . . , λm, λ)
як функцiя вiд λ на промiжку [λ1,+∞) перетворю-
ється в нуль в m рiзних точках λ1, . . . , λm. Припу-
стимо, що iснує точка θ ∈ [λ1, +∞), вiдмiнна вiд
λ1, . . . , λm, така, що ∆r(k, λ1, . . . , λm, θ) = 0. Якщо
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1 ≤ r < m, то, згiдно з припущенням iндукцiї,
∆r(k, λ1, . . . , λm) 6= 0; якщо ж r = m, то

∆m(k, λ1, . . . , λm) =
∏

m≥j>q≥1

(λj − λq) 6= 0.

Тодi для всiх λ ∈ [λ1, +∞) при 1 ≤ r < m+1 викону-
ється спiввiдношення

(
∂

∂λ

)r (
∂

∂λ
−A(k)T

)m−r

∆r(k, λ1, . . . , λm, λ) =

= (m− r)! T rAm(k)×
×eλA(k)T ∆r(k, λ1, . . . , λm) 6= 0.

(13)

Оскiльки визначник ∆r(k, λ1, . . . , λm, λ) як функцiя
змiнної λ має на промiжку [λ1, +∞) принаймнi (m+1)
рiзних нулiв λ1, . . . , λm, θ, многочлен

R(µ, k) ≡ µr(µ−A(k)T )m−r

має степiнь m, а його обидва нулi є дiйсними, то за
узагальненою теоремою Ролля (див. задачу 92 у [4,
с. 63]) iснує точка ξ ∈ (λ1, +∞) така, що

R

(
∂

∂λ
, k

)
∆r(k, λ1, . . . , λm, λ) |λ=ξ = 0,

що суперечить виконанню спiввiдношення (13). От-
же, ∆r(k, λ1, . . . , λm, λ) при фiксованих λ1 < . . . < λm

як функцiя вiд λ на промiжку (λm, +∞) не перетво-
рюється в нуль. ¥

Зауважимо, що для випадкiв, коли r = 1 або
r = n − 1, твердження теореми 4. можна встанови-
ти iншими мiркуваннями. Наведемо їх.

Розкриваючи визначник ∆1(k, λ1, . . . , λn) за еле-
ментами першого рядка, дiстаємо, що

∆1(k,~λ) = AC2
n−1(k)

∏

n≥j>q≥1

(λj − λq)×

×
n∑

j=1

eµjA(k)T

n∏
q=1,q 6=j

(µj − µq)
,

(14)

де µj = λ1 + . . .+λn−λj , j = 1, . . . , n. Згiдно iз зада-
чею 97 у [4, с. 64], iснує точка ξ, яка лежить всерединi
найменшого iнтервалу, що мiстить точки µ1, . . . , µn,
така, що

n∑

j=1

eµjA(k)T

n∏
q=1,q 6=j

(µj − µq)
=

(A(k)T )n−1

(n− 1)!
eξA(k)T .

Звiдси та з формули (14) випливає твердження тео-
реми 4. для випадку r = 1.

Якщо ж r = n−1, то твердження теореми 4. отри-
муємо аналогiчно, використовуючи розвинення

∆n−1(k,~λ) = AC2
n−1(k)

∏

n≥j>q≥1

(λj − λq)×

×
n∑

j=1

eλjA(k)T

n∏
q=1,q 6=j

(λj − λq)

та твердження задачi 97 у [4, с. 64].

II. Достатнi умови iснування єдиного
розв’язку задачi

Припустимо тепер, що умова єдиностi (11) вико-
нується. Застосовуючи правило Крамера для знахо-
дження невiдомих системи (8), на пiдставi (4), (7)
отримуємо формальне зображення розв’язку задачi
(2), (3) у виглядi ряду

u(t, x) =
∑

k∈Zp

exp(ik, x)×

×
n∑

j,q=1

∆jq(k,~λ)

∆(k,~λ)
exp(λqA(k)t)ϕj,k, (15)

де ∆jq(k,~λ) — алгебричне доповнення елемента
Vj [exp(λqA(k)t)] , j, q = 1, n, у визначнику ∆(k,~λ).
Збiжнiсть ряду (15) у просторах Cn([0, T ];WA

α,β1,β2
),

взагалi кажучи, пов’язана з проблемою малих зна-
менникiв, оскiльки визначник |∆(k,~λ)|, будучи вiд-
мiнним вiд нуля, може набувати як завгодно малих
значень для нескiнченної множини векторiв k ∈ Zp,
про що свiдчать приклади, наведенi в роздiлi 3 робо-
ти [10].

Встановимо достатнi умови iснування розв’язку
задачi (2), (3). Позначимо:

θj = (n + 1− r(n− r)− j)N, j = 1, r,

θj = (n + 1− r(n− r − 1)− j)N, j = r + 1, n,

δ1(~λ) = λr+1 + . . . + λn, δ2(~λ) = λ1 + . . . + λn−r,

β1,j = max{0, λn}T, β2,j = min{0, λ1}T, j = 1, r,

β1,j = −λr+1T + max{0, λn}T, j = r + 1, n,

β2,j = −λn−rT + min{0, λ1}T, j = r + 1, n.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (1),
(11) та iснує така стала η ∈ R, що для всiх (крiм,
можливо, скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp

справджується нерiвнiсть

|∆(k,~λ)|≥
{
|k|−η exp(δ1(~λ)TRe A(k)), k ∈ K1,

|k|−η exp(δ2(~λ)TRe A(k)), k ∈ K2.
(16)

Якщо ϕj ∈ WA
θj+α+η,β1,j+β1,β2,j+β2

, j = 1, n, то в про-
сторi Cn([0, T ];WA

α,β1,β2
) iснує єдиний розв’язок за-

дачi (2), (3), який зображається рядом (15) i непе-
рервно залежить вiд функцiй ϕj(x), j = 1, n.

¤ Доведення. теореми проводиться аналогiчно
до доведення теореми 3.1.5 роботи [10]. ¥

Якщо всi амплiтуди A(k) ∈ R, k ∈ Zp, диферен-
цiального виразу A(Dx) є дiйсними, можна вказати
таке значення η ∈ R, для якого нерiвнiсть (16) вико-
нуватиметься для всiх векторiв ~λ ∈ Πn.
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Теорема 2. Нехай виконується умова (1).
Якщо A(k) ∈ R i A(k) > 0 для всiх k ∈ Zp, то
для всiх векторiв ~λ ∈ Πn нерiвнiсть (16) викону-
ється для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) k ∈ Zp

при η > −N(C2
r + C2

l ).
¤ Доведення. Через C(n, m), 1 ≤ m ≤ n, по-

значимо множину наборiв ω = (i1, . . . , im), скла-
дених з m натуральних чисел i1, . . . , im таких, що
1 ≤ i1 < . . . < im ≤ n. Для набору ω = (i1, . . . , im)
приймемо:

setω = {i1, . . . , im}, Λω = λi1 + . . . + λim ,

Hω =
∏

m≥j>q≥1

(λij − λiq ).

Розкриваючи визначник ∆(k,~λ) за правилом Ла-
пласа за мiнорами перших r рядкiв, одержимо, що

∆(k,~λ) = AC2
r+C2

l (k)×
×

∑

ω∈C(n,r)

(−1)sωHωHσ(ω)e
Λσ(ω)A(k)T ,

(17)

де sω = C2
r+1+i1+. . .+ir, а набiр σ(ω) ∈ C(n, l) одно-

значно визначається за набором ω = (i1, . . . , ir) ∈
C(n, r) умовою setσ(ω) ∩ setω = ∅.

Оскiльки λ1 < . . . < λn, то

∀ω ∈ C(n, r) ∀σ ∈ C(n, l) HωHσ 6= 0, (18)

а з оцiнок (1) випливає, що

∀σ ∈ C(n, l)\σ0 lim
|k|→∞

e(Λσ−Λσ0 )A(k)T = 0, (19)

де σ0 ≡ (r + 1, . . . , n) ∈ C(n, l). Зi спiввiдношень (18),
(19) випливає, що знайдеться N1 > 0 таке, що для
всiх k ∈ Zp, |k| > N1, виконується оцiнка

∣∣∣∣∣∣
∑

ω∈C(n,r)\σ0

HωHσ(ω)e
(Λσ(ω)−Λσ0 )A(k)T

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ 1
2
|Hω0Hσ0 | ,

де ω0 ≡ (1, . . . , r) ∈ C(n, r). Звiдси дiстаємо, що для
всiх k ∈ Zp, |k| > N1,

∣∣∣∣∣∣
∑

ω∈C(n,r)

(−1)sωHωHσ(ω)e
Λσ(ω)A(k)T

∣∣∣∣∣∣
≥

≥ 1
2
|Hω0Hσ0 |eΛσ0A(k)T .

(20)

Оскiльки A(k) ∈ R\{0}, k ∈ Zp, ~λ ∈ Πn, то, згiдно
з теоремою 4., ∆(k,~λ) 6= 0 для всiх k ∈ Zp. Врахо-
вуючи нерiвностi (1), (20), звiдси дiстаємо, що iснує
стала C1 > 0 така, що для всiх k ∈ Zp виконується
оцiнка

|∆(k,~λ)| ≥ C1|k|N(C2
r+C2

l )eΛσ0A(k)T .

З отриманої оцiнки випливає твердження теореми. ¥

III. Оцiнки лебегових мiр
“виняткових” множин
квазiмногочленiв

Щоб дати вiдповiдь на питання про можливiсть
виконання нерiвностi (16) у випадку, коли амплiту-
ди диференцiального виразу A(Dx) можуть набу-
вати комплексних значень (випадку, який не охо-
плюється теоремою 6), встановимо деякi допомiжнi
твердження про оцiнки зверху для лебегових мiр
“ε-виняткових” множин E(f, ε, [a, b]) гладких фун-
кцiй f(t). Нагадаємо, що для заданої на вiдрiзку [a, b]
функцiї f(t) символом E(f, ε, [a, b]), ε > 0, позначати-
мемо множину {t ∈ [a, b] : |f(t)| < ε}, яку й назива-
тимемо “ε-винятковою” множиною для функцiї f(t)
на вiдрiзку [a, b].

Лема 1. [1, 7] Нехай f : [a, b] → R — така дiй-
снозначна функцiя, що f ∈ Cn[a, b] i для всiх t ∈ [a, b]
виконується нерiвнiсть

|f (n)(t)| > δ, δ > 0.

Тодi для довiльного ε > 0 справджується оцiнка

mesRE(f, ε, [a, b]) ≤ 2n(n!ε/δ)1/n.

Нехай R(λ) — полiном степеня n вигляду

R(λ) ≡ λn +
n∑

j=1

ajλ
n−j , a1, . . . , an ∈ C. (21)

Для полiнома R(λ) приймемо:

AR = 1 + max
1≤j≤n

|aj |1/j .

Нижче розглядатимемо квазiмногочлени вигляду

Q(t) =
m∑

j=1

eµjtpj(t), µj 6= µq, j 6= q, (22)

де µ1, . . . , µm ∈ C, а p1(t), . . . , pn(t) — многочлени сте-
пенiв n1 − 1, . . . , nm − 1 вiдповiдно (n1, . . . , nm ∈ N).
Для квазiмногочлена Q(t) позначимо:

MQ = 1 + max
1≤j≤m

|µj |.

Лема 2. Нехай R(λ), Q(t) — многочлен i ква-
зiмногочлен, визначенi рiвностями (21), (22) вiдпо-
вiдно. Якщо для всiх t ∈ [a, b] виконується умова

|R(d/dt)Q(t)| ≥ δ > 0,

то для всiх ε ∈
(
0, δ

(2n+2)An
R

]
справджується оцiнка

mes RE(Q, ε, [a, b]) ≤ C2 MQ (ε/δ)1/n
,

де C2 = C2(n, n0, b− a), n0 ≡ n1 + . . . + nm.
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¤ Доведення. З умови леми випливає, що в
кожнiй точцi t ∈ [a, b] виконується нерiвнiсть

max
0≤j≤n

{
An−j

R |ReQ(j)(t)|, An−j
R |ImQ(j)(t)|} ≥

≥ δ/(2n + 2).
(23)

Як i при доведеннi теореми 2.5.6 у [10], можна вста-
новити, що iснує розбиття вiдрiзка [a, b] на вiдрiзки
Jq, q = 1,K, кiлькiсть K вiдрiзкiв якого не переви-
щує C3MQ, C3 = C3(n, n0, b− a), що має таку власти-
вiсть: на кожному вiдрiзку Jq цього розбиття деяка
функцiя серед (2n + 2) функцiй

An−j
R |ReQ(j)(t)|, j = 0, 1, . . . , n,

An−j
R |ImQ(j)(t)|, j = 0, 1, . . . , n,

є максимальною. Тодi з (23) випливає, що для довiль-
ного q (1 ≤ q ≤ K) iснує j(q) (0 ≤ j(q) ≤ n) таке, що
в кожнiй точцi t ∈ Jq виконується нерiвнiсть

A
n−j(q)
R |ReQ(j(q))(t)| ≥ δ/(2n + 2) (24)

або нерiвнiсть

A
n−j(q)
R |ImQ(j(q))(t)| ≥ δ/(2n + 2). (25)

З нерiвностей (24), (25) випливає, що при ε ∈(
0, δ

(2n+2)An
R

]
вiдрiзок Jq не мiстить точок множини

E(Q, ε, [a, b]), якщо j(q) = 0. Якщо ж j(q) 6= 0, то з
оцiнок

(ε/(δAn−j
R ))1/j ≤ (ε/δ)1/n, j = 1, n,

(якi випливають з того, що ε/δ ∈ (0, 1)) та з нерiвно-
стей (24), (25) на пiдставi леми 1. одержуємо, що при
ε ∈

(
0, δ

(2n+2)An
R

]
виконується хоча б одна з таких

оцiнок:

mes RE(ReQ, ε, Jq) ≤ C4

(
ε

δA
n−j(q)
R

) 1
j(q)

≤

≤ C4 (ε/δ)1/n
, C4 = C4(n),

mes RE(ImQ, ε, Jq) ≤ C5

(
ε

δA
n−j(q)
R

) 1
j(q)

≤

≤ C5 (ε/δ)1/n
, C5 = C5(n).

З отриманих оцiнок на пiдставi очевидних включень

E(Q, ε, Jq) ⊂ E(ReQ, ε, Jq),

E(Q, ε, Jq) ⊂ E(ImQ, ε, Jq),

одержуємо, що при ε ∈
(
0, δ

(2n+2)An
R

]

mes RE(Q, ε, [a, b]) =
K∑

q=1

mes RE(Q, ε, Jq) ≤

≤ C6 MQ (ε/δ)1/n, C6 = C6(n, n0, b− a).

Лему доведено. ¥

Лема 3. Нехай Q(t) — квазiмногочлен вигля-
ду (22), а R(λ) — многочлен степеня n. Якщо вико-
нується умова

∀ t ∈ [a, b] |R(d/dt)Q(t)| ≥ δeµt > 0, µ ∈ R,

то для всiх ε ∈
(
0, δ

(2n+2)An
R(µ)

]
справджується оцiн-

ка

mes R{t ∈ [a, b] : |Q(t)| ≤ εeµt} ≤ C7 (MQ + |µ|) (ε/δ)
1
n ,

C7 = C7(n, n0, b− a),

де AR(µ) ≡ 1 + max
0≤j≤n−1

∣∣∣R(j)(µ)
j!

∣∣∣
1/(n−j)

.

¤ Доведення. Очевидно, що в кожнiй точцi t
вiдрiзка [a, b] виконується нерiвнiсть

|S(d/dt)G(t)| ≥ δ,

де S(λ) ≡ R(λ + µ), а G(t) = Q(t)e−µt. Оскiльки
S(λ) = λn + b1λ

n−1 + . . . + bn, де

bj = R(n−j)(µ)/(n− j)!, j = 1, n,

то AS ≡ 1 + max
1≤j≤n

|bj |1/j = AR(µ). Застосовуючи до

многочлена S(λ) та квазiмногочлена G(t) лему 2.,
одержимо, що для всiх ε ∈

(
0, δ

(2n+2)An
S

]
виконується

оцiнка

mes RE(G, ε, [a, b]) ≤ C2 MG (ε/δ)1/n
,

де MG ≡ 1+ max
1≤j≤m

|µj−µ|. Для завершення доведен-

ня залишається врахувати нерiвнiсть

MG ≤ MQ + |µ|

i те, що E(G, ε, [a, b]) = {t ∈ [a, b] : |Q(t)| ≤ εeµt}.
Лему доведено. ¥

IV. Метричнi оцiнки знизу
малих знаменникiв

Тепер з’ясуємо питання про можливiсть викона-
ння нерiвностi (16) для випадку довiльного диферен-
цiального виразу A(Dx), який справджує умову (1).

Теорема 1. Якщо для виразу A(Dx) викону-
ється умова (1), то для майже всiх (стосовно мiри
Лебега в Rn) ~λ ∈ Πn нерiвнiсть (16) виконується
для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp

при η > η0, η0 = p(n− r)(n + r − 1)/2−NC2
r .

¤ Доведення. Нехай Pn =
n∏

j=1

[aj , bj ] — довiль-

ний паралелепiпед такий, що Pn ⊂ Πn. Для кожного
k ∈ K1

⋃
K2 запровадимо такi множини:

Eη(k) =
{
~λ ∈ Pn : |∆(k,~λ)| < |k|−η eδ1(~λ)TRe A(k)

}
,

якщо k ∈ K1,
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Eη(k) =
{
~λ ∈ Pn : |∆(k,~λ)| < |k|−η eδ2(~λ)TRe A(k)

}
,

якщо k ∈ K2.

Нехай Eη — множина тих векторiв ~λ, якi належать
до нескiнченної кiлькостi множин Eη(k), k ∈ Zp. Для
доведення теореми 1. досить перевiрити, що для до-
вiльного паралелепiпеда Pn ⊂ Πn mes RnEη = 0, якщо
η > η0, де η0 = p(n− r)(n + r − 1)/2−NC2

r . Згiдно з
лемою Бореля–Кантеллi [5, с. 13], для цього досить
встановити збiжнiсть ряду

∑
k∈Zp

mes RnEη(k). Доведе-

мо, що для всiх k ∈ Zp\{~0} виконується оцiнка

mes RnEη(k) ≤ C8|k|−p−ε, (26)

де додатнi сталi ε, C8 не залежать вiд k. З оцiнки (26),
очевидно, випливає збiжнiсть ряду

∑
k∈Zp

mes RnEη(k).

Встановимо оцiнку (26) для випадку, коли k ∈
K1\{~0}. Через ∆j(k,~λ), j = 1, n, позначимо визнач-
ник, який одержується з визначника ∆(k,~λ) шляхом
викреслювання останнiх (n − j) рядкiв та останнiх
(n − j) стовпцiв. Для кожного k ∈ K1\{~0} розгляне-
мо множини:

Fη(k) = {~λ ∈ Pn : |∆n(k,~λ)| < νn(k,~λ)},
Fη(j, k) = {~λ ∈ Pn : |∆j(k,~λ)| < νj(k,~λ),

|∆j−1(k,~λ)| ≥ νj−1(k,~λ)}, j = r + 1, n,

де числа νj(k,~λ), k ∈ K1, j = r, n, визначаються та-
ким способом:

νr(k,~λ) = |A(k)|C2
r

∏

r≥j>q≥1

|λj − λq|,

νj(k,~λ) = νr(k,~λ)ξj(k)
j∏

q=r+1

eλqReA(k)T , j > r,

ξj(k) =
ξj−1(k)

|k|p(j−1)+εj
, j > r, ξr(k) = 1,

εj = ε0/2n−j+1, r+1 ≤ j ≤ n, ε0 = η−η0. Зауважимо,
що для всiх k ∈ K1\{~0} множина Fη(k) мiститься в

об’єднаннi множин
n⋃

j=r+1

Fη(j, k). Дiйсно, нехай ~λ ∈

Fη(k). Якщо ~λ 6∈ Fη(j, k) для всiх j ∈ {r + 1, . . . , n},
то, згiдно з вибором множин Fη(j, k), r + 1 ≤ j ≤ n,
виконується суперечлива нерiвнiсть

νr(k,~λ) ≡ |∆r(k,~λ)| < νr(k,~λ).

Тому ~λ ∈ Fη(j0, k) для деякого номера j0 ∈ {r +
1, . . . , n}, а, отже, потрiбне включення встановлено.
Отже,

mesRnFη(k) ≤
n∑

j=r+1

mesRnFη(j, k). (27)

Для кожної з множин Fη(j, k), r + 1 ≤ j ≤ n, за тео-
ремою Фубiнi маємо

mesRnFη(j, k) =
∫

P j

mesRFη(j, k, ~λj)d~λj , (28)

де P j =
n∏

q=1,q 6=j

[aq, bq],

~λj = (λ1, . . . , λj−1, λj+1, . . . , λn),

Fη(j, k, ~λj) = {λj ∈ [aj , bj ] :

(λ1, . . . , λj−1, λj , λj+1, . . . , λn) ∈ Fη(j, k)}.
Застосуємо лему 3., щоб оцiнити зверху лебеговi мiри
множин Fη(j, k, ~λj), r + 1 ≤ j ≤ n. Для цього запро-
вадимо такi многочлени:

Rj(µ, k) = µr(µ−A(k)T )j−r−1, r + 1 ≤ j ≤ n.

Визначник ∆j(k,~λ), j = r + 1, n, розвинемо за еле-
ментами його останнього стовпця, а до одержано-
го розвинення застосуємо диференцiальний вираз

Rj

(
∂

∂λj
, k

)
. У результатi дiстанемо спiввiдношення

Rj

(
∂

∂λj
, k

)
∆j(k,~λ) = (j − r − 1)!Aj−1(k)×

×eλjA(k)T T r∆j−1(k,~λ), r + 1 ≤ j ≤ n.

(29)

Зазначимо, що для фiксованих λq, q 6= j, визначник
∆j(k,~λ) при j = r+1, . . . , n, є квазiмногочленом змiн-
ної λj , модулi показникiв експонент якого не переви-
щують |A(k)|T . Якщо ~λ ∈ Fη(j, k), то з формул (29)
та означення множини Fη(j, k) випливає, що

∣∣∣∣Rj

(
∂

∂λj
, k

)
∆j(k,~λ)

∣∣∣∣ ≥ |A(k)|j−1T r×

×eλjRe A(k)T νj−1(k,~λ), r + 1 ≤ j ≤ n.

(30)

Степiнь многочлена Rj(µ, k), j = r +1, . . . , n, за змiн-
ною µ дорiвнює (j − 1), а

|∂sRj(A(k)T, k)/∂µs| ≤ C9|A(k)|s,
0 ≤ s ≤ j − 1, C9 > 0,

де стала C9 не залежить вiд k. Тому з оцiнок (30) на
пiдставi леми 3 отримуємо, що для всiх k ∈ K1\{~0}
справджується нерiвнiсть

mesRFη(j, k, ~λj) ≤ C10|A(k)|×

×
(

ξj(k)
|A(k)|j−1ξj−1(k)

)1/(j−1)

≤ C11|k|−p−ε̃j ,

j = r + 1, . . . , n,

(31)

де ε̃j = ε0/((j − 1)2n−j+2), а стала C11 > 0 не зале-
жить вiд вибору значень λq ∈ [aq, bq], q = 1, . . . , n,
q 6= j. Iнтегруючи оцiнки (31), з рiвностей (28) отри-
маємо, що для всiх k ∈ K1\{~0} виконуються оцiнки

mesRnFη(j, k) ≤ C12|k|−p−ε̃, r + 1 ≤ j ≤ n, (32)
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де ε̃ = min
r+1≤j≤n

ε̃j . Тодi з оцiнок (32) на пiдставi не-

рiвностей (27) дiстаємо, що для всiх k ∈ K1\{~0}
mesRnFη(k) ≤ (n− r)C12|k|−p−ε̃. (33)

Враховуючи, що для всiх ~λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Pn

∏

r≥j>q≥1

|λj − λq| ≥
∏

r≥j>q≥1

|aj − bq|,

i те, що εr+1 + . . . + εn < ε0, а

νn(k,~λ) = e(λr+1+...+λn)ReA(k)T
∏

r≥j>q≥1

|λj − λq|×

× |A(k)|C2
r

|k|p(r+...+n−1)+εr+1+...+εn
, k ∈ K1\{~0},

з оцiнок (1) одержуємо, що для всiх (крiм, можливо,
скiнченної кiлькостi) k ∈ K1\{~0} виконується вклю-
чення Eη(k) ⊂ Fη(k), якщо η > η0. Тому з оцiнки (33)
випливає iстиннiсть оцiнки (26) для k ∈ K1\{~0}.

Для випадку, коли k ∈ K2\{~0}, оцiнку (26) можна
встановити аналогiчними мiркуваннями.

Теорему доведено. ¥
Зауваження 1. Вiдзначимо, що в теоремi 1.

формулювання „для майже всiх ~λ ∈ Πn“, взагалi ка-
жучи, не можна замiнити на формулювання „для всiх
~λ ∈ Πn“, про що свiдчить такий приклад. 1

Приклад. Для задачi

3∏

j=1

(
∂

∂t
− jα

∂

∂x

)
u(t, x) = 0, α ∈ (0, 1),

u |t=0 = ϕ1, ut |t=0 = ϕ2, u |t=2 = ϕ3,

де (t, x) ∈ Q2
1, безпосереднiм пiдрахунком отримуємо,

що при k ∈ Z\{0}
|∆(k,~λ)| = 4|αk| sin2(kα) = 4|αk| sin2(kα−mπ) ≤

≤ 4|k|| sin(kα−mπ)| ≤ 4πk2
∣∣∣α
π
− m

k

∣∣∣ ,

де m — довiльне цiле число. За теоремою про iснува-
ння iррацiональних чисел, якi як завгодно добре на-
ближаються рацiональними [11, с. 48], для довiльної
додатної функцiї ψ(k) знайдеться таке iррацiональне
число α/π ∈ (0, π−1), для якого нерiвнiсть

∣∣∣α
π
− m

k

∣∣∣ <
ψ(k)
4πk2

має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв у цiлих числах
k, m, k 6= 0. Для вибраного у такий спосiб числа α/π
нерiвнiсть

|∆(k,~λ)| ≤ ψ(k)

має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв у цiлих числах
k. Це означає, що в загальному випадку у теоремi 1.
формулювання „для майже всiх ~λ ∈ Πn“ не можна
замiнити на формулювання „для всiх ~λ ∈ Πn“.

Зауваження 2. Вiдзначимо, що теореми 2., 1.
є точними стосовно експоненцiйного множника у не-
рiвностi (16) в сенсi твердження.

Теорема 2. Для довiльного T > 0 та довiль-
ної додатної функцiї ψ : Zp → R+ такої, що

lim
|k|→∞

ψ(k)/ln |k| = ∞, (34)

нерiвнiсть

|∆(k,~λ)| ≥
{
|k|−ηeψ(k)+δ1(~λ)TReA(k), k ∈ K1,

|k|−ηeψ(k)+δ2(~λ)TReA(k), k ∈ K2,
(35)

не може виконуватися для нескiнченної кiлькостi
векторiв k ∈ Zp при жодних ~λ ∈ Πn та η ∈ R.

¤ Доведення. Припустимо, що iснує вектор
~λ ∈ Πn такий, що для деякого η ∈ R нерiвнiсть (35)
виконується для нескiнченної кiлькостi k ∈ Zp. Лег-
ко перевiрити, що при виконаннi умови (1) для всiх
k ∈ Zp, k 6= {~0} справджується оцiнка

|∆(k,~λ)| ≤
{

C13|k|ξeδ1(~λ)TReA(k), k ∈ K1,

C13|k|ξeδ2(~λ)TReA(k), k ∈ K2,
(36)

де C13 > 0, ξ = N(C2
r + C2

l ). З оцiнок (35), (36) ви-
пливає, що для нескiнченної кiлькостi k ∈ Zp вико-
нується нерiвнiсть C13|k|ξ+η ≥ eψ(k), а, отже, й нерiв-
нiсть

ln C13 + (ξ + η) ln |k| ≥ ψ(k), (37)

яка суперечить умовi (34). З отриманої суперечностi
випливає твердження теореми. ¥

Робота пiдтримана ДФФД України (проект №
25.1/080).
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Установлены условия существования единственного решения задачи с двумя кратными
узлами для линейного факторизованного уравнения с частными производными. Доказано,
что такие условия выполняются для почти всех векторов, составленных из коэффициентов
факторизации.
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In this paper we established the conditions of existing of the unique solution to the problem
with two multiple points of interpolation for linear factorized partial differential equations in the
spaces of exponential type. We proved that this conditions are satisfied for almost all (respect
to Lebesgue measure) values of coefficients of factorization.
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