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Мета. Визначення впливу пружності з’єднання дебалансного віброзбудника з ротором асинхронного 
електродвигуна на коливні процеси в приводі вібромашини для покращення її динамічних характеристик. 
Методика. Для аналітичних досліджень використано методи прикладної теорії коливань, підхід вібраційної 
механіки та метод прямого розділення рухів. Моделювання процесу пуску вібромашини полягало у 
чисельному інтегруванні диференціальних рівнянь руху механічної коливальної системи та динамічної 
моделі асинхронного електродвигуна за допомогою програмного продукту Maple. Результати. У роботі 
показано, що наявність пружного з’єднання вносить істотні особливості в динаміку привода вібромашин, які 
потрібно враховувати при їх проектуванні. Отримано формули, котрі дозволяють оцінити амплітуду пускових 
деформацій та величину моменту, які виникають у приводі. Показано, що амплітуда коливань привода в 
момент пуску вібромашини здебільшого залежить від віддаленості його власної частоти від частоти струму у 
мережі живлення електродвигуна. Отримано рівняння крутильних коливань привода поблизу стаціонарних 
режимів обертання дебалансного віброзбудника (яке в т.ч., враховує випадок “застрягання” швидкості 
електродвигуна в зоні резонансних частот вібромашини). Виявлено існуючий взаємозв’язок коливань  
несівної системи вібромашини та привода. Встановлено, що під час пуску вібромашин у разі прояву ефекту 
Зоммерфельда, крім резонансного зростання гальмівного вібраційного моменту і “застрягання” швидкості 
двигуна, збуджуються резонансні коливання пружно-демпфувальних елементів, що з’єднують ротори 
двигуна та збудника, які збільшують динамічні навантаження і втрати енергії в системі. Наукова новизна. 
Отримали подальшого розвитку теоретичні положення динаміки пуску вібраційних машин з інерційним 
приводом з урахуванням пружності з’єднання роторів електродвигуна обмеженої потужності та дебалансного 
віброзбудника. Встановлено, що за наявності в приводі вібромашини пружного елемента до його критичних 
частот додаються частоти власних коливань вібромашини та частота струму у мережі живлення 
електродвигуна. Практична значущість. Результати роботи дозволяють більш обґрунтовано вибирати 
параметри вібраційних машин із дебалансним приводом, що дасть змогу зменшувати амплітуди його 
коливань та динамічні навантаження.  

 

Ключові слова: вібромашина, дебалансний віброзбудник, коливання привода, пружна муфта, ефект 
Зоммерфельда. 

 
Вступ. Вібраційні машини доволі широко застосовуються у багатьох галузях промисловості 

[1–4]. Найпоширенішими є машини з інерційним приводом завдяки простоті конструкції, 
компактності за значної збурювальної сили. Однак, у перехідних режимах роботи таких машин 
можуть виникати істотні коливання, які супроводжуються суттєвим зростанням динамічних 
навантажень. Наприклад, практика експлуатації вібромайданчиків для виготовлення бетонних та 
залізобетонних виробів засвідчує вихід із ладу деталей привода (зокрема, карданних валів та 
пружних муфт) внаслідок їхніх руйнівних коливань [5]. Тому дослідження динаміки дебалансного 
привода вібромашин з урахуванням його пружності становить актуальну задачу вібротехніки.  

 
Аналіз літературних джерел за темою статті. Пуск вібраційних машин з інерційним 

приводом та проходження зони резонансу досліджувалися у низці праць, узагальнення яких 
наведено в [1, 2]. Показано, що відомі закономірності, які мають місце під час прояву ефекту 
Зоммерфельда, порівняно просто отримуються шляхом використання підходу вібраційної механіки 
та методу прямого розділення рухів; для випадку дебалансного віброзбудника, встановленого на 
несівному тілі з одним ступенем вільності, отримано рівняння для частоти обертання збудника у 
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стаціонарних режимах руху та вираз для вібраційнного момента (додаткового динамічного 
навантаження, спричиненого коливаннями). У [6, 7] той самий підхід використовується для 
дослідження розбігу вібромашини з плоскими коливаннями несівного тіла та двома дебалансними 
віброзбудниками. Практичне використання ефекту Зоммерфельда обґрунтовано в статтях [8–11]. У 
роботах [12, 13] досліджується закономірність руху системи поблизу області ефекту Зоммерфель- 
да  – наявність так званого “внутрішнього маятника”. Існування внутрішнього маятника та його 
напівповільних коливань є фізичною основою деяких методів керування пуском вібраційних машин 
з інерційним збудженням [1, 6]. У роботах [13, 14] розглядаються резонансні коливання в системах 
з обмеженим збудженням, у яких спостерігається взаємодія джерела енергії та пружної підсистеми, 
що призводить до виникнення резонансних коливань. Однак, у цих та інших відомих дослідженнях, 
присвячених цій проблемі, використано лише динамічні моделі машин із жорсткими ланками. 

Розв’язанню різноманітних задач динаміки машинних агрегатів із пружними муфтами та 
передатними механізмами присвячено багато праць, зокрема [15, 16]. З’ясовано, що всебічний 
аналіз динаміки машини можливий лише на основі сумісного урахування динамічних властивостей 
як механічної коливальної системи, так і електродвигуна привода. Проте, одержані результати не 
завжди можна застосувати для розглядуваного типу вібромашин із дебалансним приводом, адже 
вони мають низку специфічних особливостей [1, 4].  

У роботах [17–19] для дослідження динаміки вібромашини з інерційним збудником та 
асинхронним електродвигуном використано математичні моделі, які враховують пружне з’єднання 
роторів двигуна та збудника. Однак, вплив на динаміку машини саме пружного зв’язку роторів не 
аналізували.  

Методики розрахунку елементів конструкції вібраційних машин з дебалансним приводом 
викладено у низці робіт, наприклад [4, 20]. Проте, питання, пов’язані з муфтами приводу чи 
механізмами передач у них, обмежені лише описом конструкцій.  

Серед останніх робіт, у яких розглянуто проблеми пуску вібраційних машин з інерційним 
приводом з урахуванням його пружності, слід назвати статтю [21]. У ній показано, що наявність 
пружно-демпфуючого з’єднання роторів електродвигуна та віброзбудника вносить істотні 
особливості в динаміку вібраційної машини. Проте, в цій роботі обмежилися фактично лише 
виведенням формули для вібраційного моменту та виразу, який описує коливання привода 
вібромашини з одним ступенем вільності несівного тіла; при цьому їх детальний аналіз не 
наводиться. У даній статті результати отримані в роботі [21] розвиваються та доповнюються. 

 
Мета. Мета роботи полягає у визначені впливу пружності з’єднання дебалансного 

віброзбудника з ротором асинхронного електродвигуна на коливні процеси в приводі вібромашини 
для покращення її динамічних характеристик. 

 
Опис коливальної системи та рівняння руху. Широкий клас вібромашини може бути 

ідеалізованим у вигляді системи, наведеної на рис. 1. На несівному твердому, пов’язаному з 
нерухомою основою за допомогою пружних та демпфувальних елементів, встановлено дебалансний 
віброзбудник, який приводиться в обертання від електродвигуна асинхронного типу. Нехай ротори 
двигуна та збудника з’єднано за допомогою пружної муфти. Зазначимо, що загалом ротори можуть 
бути з’єднані будь-яким пружно-демпфуючим елементом (наприклад, пасовою передачею чи 
карданним валом). Динамічна система характеризується п’ятьма узагальненими координатами: 
кутами повороту роторів електродвигуна 1ϕ , віброзбудника 2ϕ  та координатами несівного тіла 

, ,iq x y ϕ= . Рівняння руху системи запишемо у вигляді [1]: 
( ) ( )1 1 1 2 1 2 1,м мI c Lϕ β ϕ ϕ ϕ ϕ+ − + − =&& & &  

( ) ( ) ( )2 2 1 2 1 2 2 2 2( , ),м м iI c R qϕ β ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − − − = − + Φ&& & & & &&  

( )2
2 2 2 2sin cosx x xMx x с x c mϕβ ϕ ε ϕ ϕ ϕ ϕ+ + + = +&& &&& & ,  ( )2

2 2 2 2cos siny yMy y с y mβ ε ϕ ϕ ϕ ϕ+ + = −&& &&& & , 

( )2
2 2 2 2sin cosxJ c c x m rϕ ϕ ϕϕ β ϕ ϕ ε ϕ ϕ ϕ ϕ+ + + = − +&& & && & ,                                 (1) 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Автоматизація виробничих процесів у машинобудуванні та приладобудуванні. Вип. 52. 2018 
 

 

116 

де 2 2 2 2 2( , ) ( sin cos sin cos )iq m x y r gϕ ε ϕ ϕ ϕ ϕ ϕΦ = + − +&&&& && && ; 1I , 2I  – приведені моменти інерції ротора 
електродвигуна та ротора віброзбудника, відповідно; ,m ε  – маса збудника та його ексцентриситет; 

,M J – маса та момент інерції несівного тіла; мβ , 
iqβ  – коефіцієнти опору пружної муфти та 

пружин підвіски несівного тіла; мc , 
iqc  – жорсткість муфти та пружин підвіски; r  – відстань, що 

визначає положення осі збудника стосовно центра мас несівного тіла С; g  – пришвидшення 

вільного падіння; ( )1 2 2,L R ϕ&  – моменти електродвигуна та сил опору обертанню роторів двигуна 
та збудника.  

Зазначимо, що: резонансні режими привода детально 
не досліджуються, а лише виявляються умови виникнення та 
надаються рекомендації щодо їх уникнення; оскільки 
розглядаються малі коливання привода, то вважаємо, що 
муфта має лінійну характеристику; особливості динаміки 
системи з нелінійною муфтою проаналізуємо при чисель-
ному моделюванні. 

 
Виклад основного матеріалу. Найінтенсивніші 

коливні процеси та, відповідно, максимальні динамічні 
навантаження в приводі вібромашини виникають під час її 
розбігу (вибігу), зокрема, безпосередньо в момент пуску 
електродвигуна та під час проходження зони резонансних 
частот машини. Розглянемо ці періоди та робочий режим 
руху вібромашини.  

Дослідження моменту пуску електродвигуна. Для дослідження першого з виокремлених 
періодів опишемо відносний рух роторів двигуна та віброзбудника за допомогою однієї змінної – 
кута закручування муфти 12ϕ : 

( )2 2 22 1
12 12 12

1 2

( , )
2 ,i
м м

R qLb p
I I

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

− Φ
+ + = +

& &&
&& &                                           (2) 

де 12 1 2ϕ ϕ ϕ= − ; 1 2

1 22м м
I Ib

I I
β

+
= ; 1 2

1 2
м м

I Ip c
I I
+

= .  

У правій частині рівняння (2) можна знехтувати другим доданком. На користь такого 
спрощення рівняння (2) свідчить чисельна оцінка його складових [6], а також те, що для 
вібромашин з дебалансним приводом зазвичай приведений момент інерції ротора електродвигуна 
на порядок менший за  приведений момент інерції віброзбудника. Отже, виникає ніби пуск двигуна 
без навантаження. Отже, у разі розглядуваного підходу немає принципової різниці скільки ступенів 
вільності має несівна система вібромашини, тобто, прямолінійні, плоскі чи просторові коливання 
здійснює робочий орган. У такому випадку коливальні процеси, які виникають при пуску у приводі, 
насамперед залежать від динаміки електродвигуна. Беручи до уваги, що в початковий момент пуску 
асинхронного двигуна виникають істотні коливання його електромагнітного моменту з частотою, 
близькою до частоти струму, вираз 1L  у правій частині (2) можна подати у вигляді 

1 (1 cos )двb t
пуск стрL L e tω−= −  (тут пускL – пусковий момент двигуна; двb  – коефіцієнт, що 

характеризує згасання коливань електромагнітного моменту двигуна; 6,28стр стрfω = ; 

50стрf Гц= ). При цьому, досліджуючи перший з виокремлених періодів пуску, знехтуємо 
процесом згасання цих коливань. Це є цілком виправданим, оскільки досліджується доволі 
короткотривалий період часу після вмикання електродвигуна, коли розглядувані коливання ще не 

 
Рис. 1. Схема вібраційної машини  

Fig. 1. Schematic representation  
of vibration machine 
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встигають суттєво зменшитися; до того ж, вони згасають значно повільніше, ніж вільні коливання 
привода. 

Cпочатку розглянемо практично цікаві нерезонансні випадки (власна частота муфти мр  
достатньо віддалена від частоти збудження стрω ). У цьому разі можна очікувати, що коливання 
привода будуть незначними. Перевіримо цей факт. Розв’язок рівняння (2) подамо у вигляді 

( )[ ]12 1 1sin cos cosмb t
ст ст м м м стрe B h p t p t B tϕ ϕ ϕ ω−= − + + + ,                              (3) 

де пуск
ст

м

L
с

ϕ =  – статична деформація; 

12

1 21 cтр
ст

м
B

p

ω
ϕ

− 
 = − −
 
 

; м
м

м

bh
p

=  – відносний коефіцієнт 

демпфування. 
Розглянемо до- та зарезонансні випадки окремо. Тоді для випадку “жорсткої муфти” 

( м стрр ω>> ) після нескладних перетворень приходимо до такого простого виразу 

12 (1 cos ).ст стрtϕ ϕ ω= −  Аналіз його свідчить, що при вмиканні двигуна у муфті виникають пускові 

коливання відносно середнього кута закручування стϕ  з порівняно повільно згасаючими 
амплітудами (якщо враховувати процес згасання коливань електромагнітного моменту двигуна) з 
частотою стрω . Важливим у разі привода з м стрр ω>>  є те, що: має місце ніби, “випадок 
статичного прикладання” моменту двигуна, за якого вільні коливання практично не збуджуються, а 
перехідний коливальний процес повністю визначається процесом згасання коливань моменту 
двигуна; максимальні значення амплітуди пускових коливань муфти будуть приблизно 
дорівнювати величині її подвійної статичної деформації; величина демпфування в муфті помітно не 
впливає на перебіг коливальних процесів у приводі. Тобто, тривалість пускових коливань привода 
залежить лише від тривалості перехідних процесів у двигуні. 

З урахуванням (3), момент 12 12м м мM c ϕ β ϕ= + & , який виникає в муфті відразу після пуску 

двигуна, можна визначити за формулою 1 cos( )м пуск стрM L tω α ≈ − +  . Отже, максимальне 

значення моменту буде на рівні 2 пускL , при цьому його величина коливатиметься з частотою стрω  
відносно сталого значення, яке дорівнює пусковому моменту двигуна. Зазвичай, у випадку “ніби  
статичного прикладання” навантаження та істотної віддаленості мр  від стрω , коливання моменту 

в муфті будуть такими самими, як пускові коливання моменту двигуна. Зміни демпфувальної 
здатності муфти несуттєво впливають на величину виникаючого в ній моменту та зовсім не 
впливають на тривалість коливань. Водночас зниження власної частоти муфти (наближення до 
стрω ) призводить до помітного зростання величини пускового моменту в муфті. 

Розглянемо випадок “м’якої муфти” ( м стрр ω<< ). Загальний розв’язок (3) подамо у вигляді: 
2

2
12 21 1 cos( ) cos .мb t м

cт м м cт стр
стр

pe h p t tϕ ϕ α ϕ ω
ω

− = − + − +  
                            (4) 

Зазначимо, що у (4), як і нижче, величина зсуву фаз α  не має принципового значення. 
Отже, має місце ніби “випадок миттєвого прикладання навантаження”. Тобто,  відразу після 

пуску двигуна в муфті послідовно відбуватимуться два перехідні процеси. Практично цікавим є 
перший процес. Він повністю визначається першим доданком (4) і являє собою згасаючі супровідні 
коливання муфти із власною частотою мр . Чисельний аналіз (4) дозволяє зробити висновок, що у 
разі малої демпфувальної здатності муфти максимальні амплітуди коливань будуть не більшими за 
півтори величини її статичної деформації. Збільшення коефіцієнта в’язкого тертя муфти зменшує 
величини амплітуд та тривалість коливань. Згідно з (5), вони достатньо швидко згасають і в 
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подальшому відбуваються з частотою стрω  з істотно меншими за cтϕ  амплітудами 
2

2
м

cт
стр

pА ϕ
ω

= ; 

тривалість останніх незначна, при цьому вона вже не залежить від демпфувальної здатності муфти, 
а визначається лише тривалістю пускових коливань електромагнітного моменту двигуна.  

Аналогічні висновки можна зробити відносно змін моменту, який виникає у муфті під час 
пуску в разі мр ω<< . З урахуванням (4), його величину в початковий та наступний періоди пуску 
можна оцінити за формулами:  

2 4
11 (1 )(1 4 ) cos( )мb t

м пуск м м мM L e h h p t α− = − + + +  
,        21 sinм

м пуск стр
стр

bM L tω
ω

 
= −  

 
.       (5) 

З першого виразу (5) випливає: максимальна величина моменту виникатиме за великого 
опору ( 0,8мh > ) та є дещо більшою за два пускові моменти двигуна; при цьому вона відразу 
достатньо стрімко зменшується. В наступний період пуску, згідно з другим виразом (6), момент у 
муфті набуває величини, значно меншої за пускL . 

У резонансному випадку ( м стрр ω= ) вирази, за допомогою яких можна оцінити пускові 

деформації муфти та амплітуди виникаючого в ній моменту, запишемо у вигляді  

12
11 sin

2cт
м

t
h

ϕ ϕ ω
 

= − 
 

,     2
2

11 1 sin( )
2м пуск м стр

м
M L h t

h
ω α

 
= − + + 

 
.                  (6) 

Аналіз виразів (6) свідчить, що за малих коефіцієнтів в’язкого тертя ( 0,3мh < ) максимальні 
деформації муфти та величина виникаючого в ній моменту можуть бути порівняно великими – у 
рази більшими, ніж при статичному прикладанні пускового моменту. Завичай у випадку великого 
тертя, навіть у разі м стрр ω≈ , їхні амплітудні значення не будуть резонансними. 

Зазначимо, що вище для спрощення розглядали граничні випадки.  Очевидно,  коли частоти 

мр  та стрω  не так істотно відрізняються між собою та у разі м стрр ω≈ , сформульовані 

закономірності зберігаються у вигляді деякої тенденції. 
Комп’ютерне моделювання пуску вібромашини зводилося до сумісного чисельного  

інтегрування системи (1) та рівнянь динамічної моделі асинхронного двигуна [12]. Базові пара-

метри механічної системи вибрано такими: 330 ;М кг=  210,5J кг м= ⋅ ; 2
1 0,004I кг м= ⋅ ; 

2
2 0,04I кг м= ⋅ ; 35 ;m кг=  0,033 ;мε =  55 10 / ;y xс с Н м= = ⋅ 42,1 10 ;с Н мϕ = ⋅  

31,8 10 / ;y x кг сβ β= = ⋅  2180 / ;кг м сϕβ = ⋅   1,5двP кВт= ,  1415 /нn об хв= .  

Результати моделювання добре підтверджують зроблені вище висновки. Так, у випадку 

“жорсткої муфти” ( 2,5м

стр

р
ω

= ) коливальний процес у муфті (рис. 2, а) копіює процес згасання 

коливань моменту двигуна (рис. 3, крива 1); збільшення демпфувальної здатності муфти незначно 
зменшує амплітуди її коливань та не впливає на їх тривалість, яка визначається лише тривалістю 
перехідних процесів у двигуні; максимальна величина деформації муфти  приблизно дорівнює 
2 стϕ . Згідно з рис. 3, а криві пускових моментів двигуна та муфти практично накладаються: 
максимальне значення моментів – приблизно 2 пускL . Зміна демпфувальної здатності муфти 

незначно впливає на амплітуду коливань, тоді як наближення частоти мр  до стрω  призводить до 

істотного зростання величини виникаючого у ній моменту; при цьому його амплітуди стають 
більшими за амплітуди моменту двигуна, вплив опору муфти стає суттєвим. 
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а                                                                             б 

Рис. 2. Часові зміни крутильної деформації муфти  під час  пуску : а – 1785стр мр c−ω << = ; 

 б –  1125стр мр c−ω >> =  :  1- 0,3мh = ;  2– 0,9мh = ,  (горизонтальна пряма – стϕ ) 

Fig. 2. Time changes of  coupling’s rotational strain during the start : а – 1785стр мр c−ω << = ; 

 б – 1125стр мр c−ω >> =  :  1- 0,3мh = ;  2– 0,9мh = ,  (horizontal straight line – стϕ ) 

             
а                                                                             б 

Рис. 3. Часові зміни моментів: а – двигуна (1) та у муфті (2) при 1785стр мр c−ω << = ; 

 б – у муфті  для 1 – 1125стр мр c−ω >> = : 2 – 1310стр мр c−ω ≈ = ( 0,3мh = , горизонтальна пряма – пускL ) 

Fig 3. Time change of torques: а – of drive (1) and of coupling  (2) when 1785стр мр c−ω << = ;  

б – in coupling for 1 – 1125стр мр c−ω >> = : 2 – 1310стр мр c−ω ≈ = ( 0,3мh = , horizontal straight line – пускL ) 

У разі “м’якої муфти” ( 2,5стр

мр
ω

= ) відразу після пуску двигуна спостерігається стрімко 

згасаючий коливальний процес з основною частотою мр  (рис. 2, б). Максимальні пускові 
амплітуди коливань досягають величини 1,5 cтϕ . Із збільшенням коефіцієнта в’язкого тертя муфти 
вони істотно зменшуються й в момент пуску стають меншими за cтϕ . Найбільші значення моменту 
у муфті не перевищують величини 2 пускL  (рис. 3, б); при цьому вони доволі швидко згасають. 
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Зазначимо, що у  разі м стрр ω<<  коливання моменту в муфті є помітно меншими за пускові 

коливання моменту двигуна. Збільшення власної частоти муфти (наближення її до стрω ) 
призводить до зростання коливань виникаючого в ній моменту; при цьому величина його амплітуд 
набуває значень, більших за амплітуди моменту двигуна. 

У резонансному випадку ( м стрр ω≈ ) за малих коефіцієнтів в’язкого тертя ( 0,3h ≤ ) відразу після 
пуску спостерігається зростання деформації муфти та величини виникаючого моменту (рис. 3, б, кри- 
ва 2). Однак, це зростання є доволі нетривалим, а максимальна величина амплітуди  моменту в муфті не 
перевищує 2,5 пускL . У разі великого тертя резонансне зростання моменту не проявляється. 

Рух під час проходження зони резонансних частот вібромашини. Зарезонансний усталений 
режим руху. Для дослідження цього періоду руху скористаємося методом прямого розділення рухів 
[1, 2]. Розв’язки системи (1) можна подати у вигляді:   ( ) ( ) ( ), , ,i i i i it t t t q q t tϕ ω α ψ ω ω= + + = ,  де 

ω  – деяка, наперед невідома частота, стаціонарного режиму; ( )i tα  – повільні, а iψ  і iq  – швидкі 
2π -періодичні функції часу tτ ω= , причому їхні середні значення за період дорівнюють нулю; 
припускаємо також, що iψ ω<<& . Припущення щодо повільних змін  ( )i tα  приймається у тому ро-
зумінні, що iα ω<<& . Зазначимо, що застосування методу гарантовано за порівняно великих ω , при-
наймні, поблизу стаціонарних режимів i constα =  [1], які й розглянемо нижче; дослідження таких 
режимів (“застрягання” швидкості електродвигуна при пуску – максимально навантажений режим 
роботи вібромашини, а також зарезонансний робочий режим) є найбільш практично цікавими.  

За процедурою методу нескладно перейти від вихідної системи рівнянь (1) до системи 
рівнянь повільних та швидких рухів роторів двигуна та віброзбудника у формі [1]: 

( )1 1 12 12 1 1 1м мI с k Lα β α α α ω+ + + =&& & & ,     ( )2 2 12 12 2 2 2 ( )м мI с k R Vα β α α α ω ω− − + = − +&& & & ,     (7) 

1 1 12 12 1 1,м мI с kψ β ψ ψ µ ψ+ + = −&& & &       ( )2 2 12 12 2 2 2( , ) ( ) ,м м iI с q V kψ β ψ ψ µ ϕ ω ψ− − = Φ − −&& & &&&     (8) 

де 12 1 2α α α= − , 12 1 2ψ ψ ψ= − ,  
2 /

2
0

( ) ( , )
2 iV q d

π ω
ω

ω ϕ τ
π

= Φ∫ &&  – вібраційний момент [1, 2]. 

Зазначимо, що: при одержанні системи рівнянь (7) виконано лінеаризацію виразів 
( ) ( )1 1 1 , i iL L Rϕ ϕ= & &  поблизу стаціонарних значень iϕ ω=& , де 1 2,k k  – коефіцієнти демпфування; у 

рівняннях (8) величину 0µ >  розглядаємо як малий параметр (беручи до уваги близькість 
досліджуваних стаціонарних режимів до рівномірного обертання й те, що нерівномірність 
обертання роторів викликається перш за все коливаннями осей вібровозбудників та  дією на них 
моментів сил ваги дебалансів). 

Формулу для вібраційного моменту з урахуванням наявності в приводі пружної муфти 
одержано у вигляді:     

2 2 2 2
1

, ,

1 1( ) ( )( )
2 2

i

q q q g м м
q x y

V A A A k pψ ψ
ϕ

ω β ω β
ω=

= + + +∑ ,                                 (9) 

де                 

( )
2

22 2 2 2 , ,
22 4 16

q q
q x y

м м

mA A
I p b

ψ
ϕ

εω

ω ω =

=
− +

∑ ; 

( )
2

22 2 2 24
q

q q

mA
M p b

εω

ω ω

=

− +

;  

( )22 2 2 2
2 4

g

м м

m gА
I p b

ψ
ε

ω ω

=

− +

; qp  – частоти  власних коливань вібромашини; 
2

q
q

q
b

M
β

=  (якщо 

,q x y=  то  qM M= ;  якщо q ϕ= ,  то qM J= ).  
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Перший доданок (9) являє собою вібраційний момент для випадку відсутності пружно-
демпфувального зв’язку в приводі вібромашини (одержаний в [6]), другий – додаткову складову 
цього моменту V ′ , яка виникає у разі його наявності. Отже, отримана формула враховує 
дисипативні сили як несівного тіла вібромашини, так і при коливаннях привода. Очевидно, що 
резонансне зростання амплітуди коливань пружно-демпфувальних елементів привода збільшує 
величину вібраційного моменту. Згідно з (9) залежність вібраційного моменту від частоти 
обертання вібровозбудника має резонансний характер. Тобто, наявність пружної муфти у приводі 
вібромашини може призводити у певних режимах руху до підвищення навантаження на 
електродвигун, що сприяє виникненню ефекту Зоммерфельда під час пуску.  

З рис. 4, а видно, що резонансне збільшення величини додаткової складової вібраційного 
моменту V ′ , пов’язаної з наявністю муфти, відбувається при “повільному” розбігу двигуна в зоні 
власних частот вібромашини qp , при цьому особливо істотно, коли  частоти qp  є близькими до 

половини частоти власних коливань муфти ( / 2q мp p≈ ), тобто, у разі “м’якої” пружної муфти. В 

усталеному режимі руху вібромашини вплив пружної муфти на величину вібраційного моменту 
практично не проявляється. Зазначимо, що при побудові графіків на рис. 4 та рис. 5 для наочності 
прийнято, що несівне тіло вібромашини має один ступінь вільності.  

Згідно з рис. 4, б при використанні “жорсткої” муфти максимальне зростання величини 
вібраційного моменту, пов’язаної з наявністю муфти, має місце в усталеному режимі руху для 
випадку, коли робоча частота вібромашини близька до половини частоти власних коливань муфти. 

 

                
а                                                                                   б 

Рис. 4. Залежність величини додаткової складової вібраційного моменту V ′ , пов’язаної  
з муфтою, від її власної частоти та частоти збудника, 140xp c−= , 0,1xh = , 0,3мh = :  

а – “м’яка” муфта; б – “жорстка” муфта 

Fig. 4. Dependence of value of connected with coupling additional part of vibration moment V ′   
on its own frequency and excitor frequency, 140xp c−= , 0,1xh = , 0,3мh = :  

а – “soft” coupling; б – “hard” coupling 

Згідно з рис. 4, б при використанні “жорсткої” муфти максимальне зростання величини 
вібраційного моменту, пов’язаної з наявністю муфти, має місце в усталеному режимі руху для 
випадку, коли робоча частота вібромашини близька до половини частоти власних коливань муфти. 

Для випадку стаціонарних режимів із системи рівнянь (7) повільних рухів роторів отримуємо: 
( )12 1мс Lα ω= ,          ( ) ( )12 2мс R Vα ω ω= − + .                                      (10) 
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а                                                                                      б 

Рис. 5. Залежність величин складових амплітуди коливань  муфти qAψ  – 1, gAψ  – 2  
від її власної частоти та частоти збудника, 0,1xh = , 0,3мh = :  
а – “м’яка” муфта, випадок xp = ϕ& ; б – “жорстка” муфта 

Fig. 5. Dependence of parts values of amplitude coupling oscillations qAψ  – 1,  gAψ  – 2  
on its own frequency and excitor frequency, 0,1xh = , 0,3мh = : 

а – “soft” coupling, case xp = ϕ& ; б – “hard” coupling 

З аналізу формули (9) та рівностей (10) випливає: у разі “застрягання” швидкості двигуна в 
зоні резонансу середні величини деформації муфти та виникаючого моменту набувають більших 
значень за їх усереднені значення в момент пуску; наявність пружної муфти в приводі вібромашини 
може призводити до зростання навантаження на валу двигуна як під час його розбігу так і в 
усталеному режимі руху. Отже, пружність привода збільшує вірогідність прояву ефекту 
Зоммерфельда. Оскільки, при вибігу електродвигуна вібраційний момент в середньому стає 
обертальним, то наявність пружної муфти  може призводити до певного зниження резонансних 
амплітуд та тривалості перехідного процесу. 

Звичайно, слід очікувати, що більш виражений прояв пружності привода проявляється на 
рівні швидких рухів системи. Перейдемо до відповідних рівнянь (8). У межах розглядуваного 
методу їх можна розв’язувати наближено у вигляді ряду за степенями малого параметру 

(0) (1) ...i i iψ ψ µψ= + + . Розглядаючи перше наближення ( (0) 0iψ = ), запишемо систему рівнянь 
швидких рухів роторів у вигляді:  

(1) (1) (1)
1 1 12 12 0м мI сψ β ψ ψ+ + =&& & ,    (1) (1) (1)

2 22 12 12 ( , )м м iI с qψ β ψ ψ ϕ− − = Φ&& & . 
Віднімаючи друге рівняння від першого, приходимо до рівняння відносних коливань роторів 

двигуна та віброзбудника у стаціонарних (навколостаціонарних) режимах та отримуємо його 
розв’язок у формі 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2, ,2 2

cos2 sin( ).
2 ( 4 ) 16 ( ) 4i

q g
q x yм м м м

F m gA t t
I p b I p bϕ

ε
ψ ω ω β

ω ω ω ω=

= + +
− + − +

∑   (11) 

Аналіз розв’язку (11) свідчить: 
– залежність амплітуди коливань (частоти , 2ω ω ) привода від частоти обертання вібро-

возбудника має істотно резонансний характер; 
– резонансне зростання амплітуди коливань, окрім випадку збігу (близкості) частоти власних 

коливань муфти мp  (кратних їй частот, передусім / 2мp ) і частоти обертання збудника може 
проявлятися поблизу власних частот вібромашини qp . Отже, критичними частотами привода також 
є частоти власних коливань вібромашини; 
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– резонансні коливання привода можуть виникати як під час пуску вібромашини, так і в 
усталеному режимі її роботи.  

Очевидно,  що резонансні коливання під час пуску можливі лише за “повільного” розбігу та 
“застрягання” швидкості двигуна. До того ж, мають бути близькими частоти власних коливань 
привода мp , або / 2мp  до власних частот вібромашини qp  ( 118 44qp c−= − ). При цьому у разі 

нижчих величин частот qp  більшими будуть амплітуди коливань привода з основною частотою 

( мpω ≈ ), а при вищих – з подвійною ( 2 мpω ≈ ) (рис. 5, а). Отже, у разі використання “м’яких” 
пружних муфт ( 0,75м pp ω< ) можуть виникати істотні пускові коливання привода. Звичайно, що 
при використанні таких  муфт в усталеному режимі коливання привода будуть незначними.  

Підвищені коливання привода вібромашини в зарезонансному робочому режимі роботи 
вібромашини можуть виникати лише у разі використання “жорстких” пружних муфт 
( 1,5м pобp ω> ) при близькості половини власної частоти муфти до робочої частоти вібромашини 

pобω  (рис. 5, б). 
Ефект виникнення резонансних коливань муфти під час проходження зони власних частот 

вібромашини продемонстровано на рис. 6, який отриманий чисельним інтегруванням системи 
рівнянь (1). Моделювання виконано за таких параметрів: 330 ;М кг=  210,5J кг м= ⋅ ; 

2
1 0,004I кг м= ⋅ ; 2

2 0,04I кг м= ⋅ ; 35 ;m кг=  0,033 ;мε =  55 10 / ;y xс с Н м= = ⋅ 42,1 10 ;с Н мϕ = ⋅  
31,8 10 / ;y x кг сβ β= = ⋅  2180 / ;кг м сϕβ = ⋅   1,5двP кВт= ,  1415 /нn об хв=  (використано так звану 

А-модель асинхронного двигуна [22]). 
 

           
а                                                                                      б 

Рис. 6. Зміни  в часі  крутильних коливань муфти (а); моменту в муфті, у разі(б) :  
1 – прояву ефекту Зоммерфельда; 2 – відсутності ефекту 

Fig.6. Time changes а) couplings rotational oscillations;б) torque in coupling, in case:  
1 – Sommerfeld effect; 2 – absence of effect  

Наведені графіки свідчать про резонансне зростання амплітуди крутильних коливань “м’якої” 
муфти 12ϕ  та виникаючого в ній моменту під час “застрягання” швидкості двигуна в зоні власних 
частот вібромашини qp  для випадку їх відносної близькості до частот мp  та / 2мp  

( 140,8x yp p сек−= = , 141,6p сек−=ϕ  і 157,2мp сек−= , 152застрp сек−≈ ), тоді, як при пуску без 
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“застрягання” швидкості (зменшено частоти qp  за інших таких самих параметрів) резонансного 
збільшення амплітуд коливань привода не спостерігається (рис. 6,   крива 2).   

Згідно з отриманими даними, під час “застрягання” двигуна в зоні власних частот  вібромашини 
qp  при використанні “жорсткої” муфти резонансного зростання її коливань не відбувається; у 

робочому режимі при близькості частот робω  та / 2мp  коливання привода помітно зростають, проте 
це зростання не є резонансним (принаймні для розглядуваних параметрів вібромашини).  

Результати моделювання динаміки вібраційних машин з нелінійними муфтами (коефіцієнт 
жорсткості муфти визначався виразом 2

0 1 12мc c c ϕ= + ) свідчать, що основні встановлені 
закономірності та висновки залишаються такими самими, як для лінійних муфт.  

 
Результати досліджень та їх обговорення. Отже, у приводі вібраційних машин з 

дебалансними віброзбудниками можуть збуджуватися істотні крутильні коливання, отож перевірка 
умов виникнення резонансу є важливою прикладною задачею. 

Амплітуди коливань дебалансного привода в момент пуску електродвигуна будуть значними, 
якщо власна частота привода близька до частоти струму у мережі живлення двигуна. При цьому 
зростання амплітуди є доволі нетривалим і амплітуди коливань не встигають набувати резонансних 
величин. За віддаленості зазначених частот коливання у цей період руху будуть порівняно 
невеликими; до того ж вони швидко згасатимуть незалежно від демпфувальної здатності муфти.  

Істотні резонансні коливання можуть проявлятися лише під час пуску вібромашини у разі 
“застрягання” швидкості електродвигуна в зоні власних частот машини, а також у її 
зарезонансному робочому режимі. 

Зазвичай, пружний зв’язок роторів електродвигуна та дебалансного віброзбудника є 
“м’яким”. У такому разі проходження віброзбудником власних частот вібромашини qp  під час її 

пуску має відбуватися доволі швидко. Проте відомо, що швидке проходження віброзбудником 
власних частот qp  не завжди можливе, більше того, може відбуватися “застрягання” його 
швидкості в цій області. У цьому випадку збуджуватимуться резонансні коливання вібромашини та 
згідно з (11) можуть виникати резонансні крутильні коливання привода. Вони можливі у разі 
близькості частоти зависання (однієї з частот qp ) та частот мp , / 2мp . Це доволі ймовірне для 

привода розглядуваних м’яко віброізольованих машин ( q робр ω<< ) з “м’якими” муфтами.  
 Отже, під час пуску вібромашини з дебалансним приводом та “м’якою” муфтою  існує 

небезпека виникнення пускових резонансних коливань привода. Звичайно, область ефективності 
“м’якої” пружної муфти не розповсюджується на пускові режими. Зазвичай для незначних 
відносних коливань привода у робочому режимі (зниження втрат енергії) приймають, щоб частота 
обертання віброзбудника робω  була у кілька разів більшою за частоту мp . Тобто, необхідно, щоб 

муфта була достатньо “м’якою” (наскільки дозволяє умова міцності). Проте для вібромашин з 
дебалансним приводом можливе виникнення під час пуску стаціонарного (навколостаціонарного) 
режиму обертання віброзбудника в області частот qp . Беручи до уваги, що частоти збурення qp  та 

робω  мають знаходиться поза резонансними зонами частот мp  та / 2мp ,  для вибору жорсткості 
“м’якої” муфти привода розглядуваних вібромашин, можна рекомендувати умову 
2,5 0,75q м робp p ω< < . Звичайно, зазначені межі є наближеними й можуть дещо змінюватися 
залежно від параметрів системи. 

З (11) також випливає, що зменшити амплітуду коливань муфти в зоні резонансу можна 
(окрім як зміною її параметрів) також зміною параметрів вібромашини, зокрема зниженням власних 
частот машини, збільшенням демпфування коливань її несівного тіла та його маси. 
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Встановлено, що додаткових проблем під час пуску вібромашини “жорсткий” привод не 
створює  ( м робр ω>> ). Проте, для такого привода підвищені коливання можуть виникати в 

усталеному режимі руху за відносної близькості робочої частоти вібромашини робω  до половини 

власної частоти муфти / 2мp ; при цьому можливе деяке збільшення навантаження на двигун та 
відповідно зниження частоти обертання віброзбудника. Зазначимо, що нерівність м робр ω>>  
зазвичай задовольняє карданна передача, яку використовують у приводі вібраційних машин. Умова 
відсутності підвищених коливань “жорсткої” муфти пропонується у вигляді 2,5 .м робp ω>  

Отже, ефективним засобом уникнення резонансних коливань привода є забезпечення 
достатньої віддаленості його критичної частоти / 2мp  як від робочої частоти вібромашини, так і 
від її власних частот. 

Зазвичай резонансні коливання привода призводять до зростання динамічних навантажень, 
нерівномірністі обертання роторів і втрат енергії. Тобто, пружні елементи привода (їхні резонансі 
коливання) можуть збільшувати динамічне навантаження на двигун і тим самим провокувати ефект 
Зоммерфельда. 

 
Висновки. Для зменшення амплітуд коливань дебалансного привода вібраційної машини в 

момент пуску електродвигуна рекомендується, щоби власна частота привода була достатньо 
віддалена від частоти струму у мережі живлення двигуна.  

У разі “застрягання” швидкості двигуна при проходженні зони власних частот вібромашини, 
крім резонансного зростання гальмівного вібраційного моменту і “застрягання” його швидкості, 
можуть збуджуватися резонансні коливання “м’яких” пружних муфт, які з’єднують ротори двигуна 
та збудника. Такі коливання є більш небезпечними, ніж ті, що виникають у момент пуску двигуна: 
за практично тих самими амплітуд, тривалість коливань може бути значно більшою. Для уникнення 
резонансних коливань “м’якого” привода в зоні власних частот вібромашини qp  потрібно 

забезпечити їх віддаленість  від частот мp  та / 2мp .  
Для зменшення коливань “жорсткого” привода в робочому режимі роботи вібромашини 

необхідно забезпечити достатню розбіжність між  частотами робω  та / 2мp . 
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OSCILLATIONS OF VIBRATIONAL MACHINE DRIVE WITH UNBALANCED EXCITERS 

 Yaroshevych O. M., Zabrodets I. P., Martyniuk V. L., Yaroshevych M. P., 2018  
 

Aim. The influence of junction elasticity of unbalance vibration exciter with asynchronous electric drive rotor 
on oscillating processes in drive of the vibration machine for improving its dynamic characteristics is investigated. 
Method. Methods of applied theory of oscillations, the approach of vibration mechanics and method of direct 
division of movements were used for analytical investigations. Simulation of the vibration machine start process was 
based on the numerical integration of differential equations of motion of a mechanical vibrational system and a 
dynamical model of an asynchronous electric motor using the Maple software product. Results. In scientific work it 
was shown that the presence of an elastic junction brings essential features in the vibration machine dynamics and 
that should be taken into account in their constructional design. Formulas that allow estimating the amplitude of 
starting strains and the magnitude of the moment that occurs in the drive are obtained. It is shown that amplitude of 
oscillation of the drive at the moment of start of the vibration machine mainly depends on the distance of its own 
frequency from the frequency of the current in the power supply of the electric drive. It was obtained the equation of 
torsional oscillations of the drive near stationary rotational modes of unbalanced drive (which, incl., takes into 
account the case of "jamming" of the speed of the electric drive in the zone of resonant frequencies of the vibration 
machine). Existing interconnection of oscillations of the carrier system of the vibrating machine and the drive is 
revealed. It is stated that during the start of vibration machines when the effect of Sommerfeld occurs, except for the 
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resonant growth of the brake vibration moment and "jamming" of the speed of the electric drive, resonant oscillations 
of elastic damping elements (connecting the rotors of the engine and the exciter which increase the dynamic load and 
energy losses in the system) excite. Scientific novelty. The theoretical positions of the start-up dynamics of vibration 
machine with inertia drive, taking into account the elasticity of the junction of the rotors of the electric drive of 
limited power and unbalanced vibration exciter were further developed. It is stated that in case of presence of elastic 
element in drive of vibration machine, to its critical frequencies, the frequencies of the vibration machine’s own 
oscillations and current frequency in the power supply of the electric drive are added. Practical significance. The 
results of the scientific work allow choosing the parameters of vibrating machines with an unbalanced drive more 
reasonably which will reduce the amplitudes of its oscillations and dynamic loads. 

 

Key words: vibration machine, unbalanced drive, drive oscillation, elastic coupling, Sommerfeld effect. 
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