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Існуючі числові методи розв’язування звичайних диференціальних рівнянь мають сут-
тєве обмеження – розв’язок повинен бути неперервним і диференційованим, оскільки опису-
ється обмеженим розкладом у ряд Тейлора, узгодженим з порядком даного числового мето-
ду. Вирішити проблему розв’язування диференціальних рівнянь для функцій розв’язку з роз-
ривами можна використанням інтегральних методів [1], зокрема, z-перетворення [2, 3]. 

Теоретичне обґрунтування. Розглянемо опис динамічних процесів у формі системи 
диференціальних рівнянь першого порядку для початкових умов     , …,     : 
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де         – власні сталі часу системи;         – проміжні координати стану системи; 
        – зовнішні збурення системи;         – відповідні функції. 

Диференціальне рівняння першого порядку          можна, як відомо, 
розв’язати з використанням перетворення Лапласа      

    

     
, де     ,      – відображення 

за Лапласом, відповідно, координати   і збурення  . Перейти до рекурентних формул, які 
дають змогу отримати табличний розв’язок з кроком  , можна з використанням апарату 
z-перетворення [2, 3], в якому для заміни довільної функції   застосовують її перетворення 
поліномами нульового і першого порядків – для цього використовують фіксатори 
відповідного типу. 

Фіксатор нульового порядку після застосування призводить до передатної функції: 
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звідси за отриманою дискретною передатною функцією матимемо рекурентне рівняння: 
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Фіксатор першого порядку після застосування призводить до передатної функції: 
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звідси за отриманою дискретною передатною функцією матимемо рекурентне рівняння: 
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де   ,      – значення відповідної функції в моменти часу    і     . 
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Використання формули (2) дає змогу отримати розв’язок системи диференціальних рі-
внянь (1) у вигляді системи рекурентних рівнянь: 
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Метод підстановки нулів та полюсів 
Іншим способом отримання рекурентних формул є використання неперервних пере-

датних функцій динамічної системи та перехід на їх основі до дискретних передатних функ-
цій (аналітичне z-перетворення). Для цього використовується метод підстановки нулів та 
полюсів, короткий алгоритм якого подано нижче. 

1. Знайти всі нулі    (        ) і полюси    (        ) неперервної передатної 
функції моделі досліджуваної системи, для якої порядок чисельника складає  , а 
порядок знаменника –  , причому     з умови фізичної реалізованості. 

2. З використанням відомого співвідношення       , де   – крок часової дискретизації, 
перейти до дискретної передатної функції, записаної в термінах нулів і полюсів: 

 дискретні нулі визначатимуться за виразом   
      , де        ; 

 дискретні полюси визначатимуться за виразом          , де        . 

Узагальнити цей підхід можна таким чином: 
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Співвідношення (4) дає змогу знайти дискретну передатну функцію, що відповідає си-
стемі звичайних диференціальних рівнянь (1) і отримати її розв’язок. 

Одержані таким чином рекурентні рівняння є стійкими для будь-якого кроку розв’я-
зування і мають властивість сильної стійкості (показано в [4]). Вибір кроку інтегрування сис-
теми (1) за допомогою отриманої системи рекурентних рівнянь визначається вже не з умов 
стійкості числового методу, а лише необхідним рівнем деталізації досліджуваного процесу. 
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