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Ïîáóäîâàíî içîòîïi¨ ìiæ äâîìà ïðîñòèìè ëàìàíèìèA i B íà ïëîùèíi, ÿêi ìàþòü ñïiëüíi

êiíöåâi òî÷êè, çà äîäàòêîâèõ âèìîã, ùîá ïðîìiæíi äóãè ïðè içîòîïiÿõ çíàõîäèëèñÿ â çàìè-
êàííi îá'¹äíàííÿ îáìåæåíèõ êîìïîíåíò äîïîâíåííÿ äîA∪B i ìàëè äîâæèíè, ùî íå áiëüøi
çà ñóìó äîâæèí A i B.
Êëþ÷îâi ñëîâà: ïîëiåäð, ïîëiåäðàëüíèé äèñê, êóñêîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ïðîñòà êðèâà
2000 MSC: 57N12, 57N37
ÓÄÊ: 517.51:519.5

Âñòóï
Âàæëèâå ìiñöå â òîïîëîãi¨ åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ

çàéìàþòü çàäà÷i ïðî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü ç ïiä-
ìíîæèí ïðîñòîðó íà âåñü ïðîñòið i ïîáóäîâó içîòîïié
ìiæ âiäîáðàæåííÿìè i ïiäìíîæèíàìè ó ïðîñòîðàõ. Ó
òàêèõ çàäà÷àõ çâè÷àéíî çîñåðåäæóþòü óâàãó íà òî-
ïîëîãi÷íèõ ïiäõîäàõ äî ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ. Ôîðìóëþâàí-
íÿ íîâèõ öiêàâèõ çàäà÷ ìîæíà äåêîëè îòðèìàòè, âè-
ìàãàþ÷è, ùîá ìíîæèíè ÷è âiäîáðàæåííÿ, çîêðåìà,
içîòîïi¨ ìàëè äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi ([1] � [3]). Òàêi
çàäà÷i ìîæóòü ïîòðåáóâàòè äëÿ ñâîãî ðîçâ'ÿçàííÿ íå
ëèøå òîïîëîãi÷íèõ ìåòîäiâ.

I. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè
Íåõàé A � ïðîñòà ëàìàíà íà ïëîùèíi E2. Âêëà-

äåííÿ A â ïëîùèíó íàçèâà¹òüñÿ êóñêîâî ëiíiéíèì,
ÿêùî âîíî ¹ ëiíiéíèì íà êîæíîìó ñèìïëåêñi äåÿêî¨
òðiàíãóëÿöi¨ T ëàìàíî¨ A. Içîòîïi¹þ (êóñêîâî ëiíié-
íîþ içîòîïi¹þ) Ht : A → E2, t ∈ [0; 1], íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíà ñiì'ÿ âêëàäåíü (êóñêîâî ëiíiéíèõ âêëà-
äåíü) Ht ëàìàíî¨ A â ïëîùèíó. ßêùî Ht : A→E2 �
içîòîïiÿ i H0 = id : A → A � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ,
òî êàæóòü, ùî Ht ïåðåâîäèòü A â ëàìàíó H1(A) i çà-
ïèñóþòü Ht : A → H1(A), t ∈ [0; 1]. ßêùî içîòîïiÿ Ht

ïåðåâîäèòü A â H1(A), òî içîòîïiÿ ht = H1−t ◦H−1
1 :

H1(A) → A, t ∈ [0; 1], ÿêà ïåðåâîäèòü H1(A) â A, íà-
çèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äî Ht.

Çàìèêàííÿ, âíóòðiøíiñòü i ãðàíèöþ ìíîæèíè D
ïîçíà÷àòèìåìî D, IntD i ∂D âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ 1. ßêùî êóñêîâî ëiíiéíà içîòîïiÿ
Ht : A → E2, t ∈ [0; 1], ¹ òîòîæíîþ âñþäè íà A, êðiì
âiäêðèòî¨ çiðêè îäíi¹¨ âåðøèíè c äåÿêî¨ òðiàíãóëÿöi¨
ëàìàíî¨ A, i äëÿ êîæíèõ s i t, 0 ≤ s < t ≤ 1, Hs(c)
i Ht(c) ðîçòàøîâàíi íà îäíîìó i òîìó ñàìîìó âiäðiç-
êó [c; H1(c)] òàê, ùî Ht(c) çíàõîäèòüñÿ ìiæ Hs(c) i
H1(c), òî içîòîïiÿ Ht íàçèâà¹òüñÿ ïîøòîâõîì, ÿêèé
ïåðåâîäèòü c â H1(c).

Äåêiëüêà içîòîïié, âèêîíàíèõ ïîñëiäîâíî îäíà
çà îäíîþ, íàçèâàþòü äîáóòêîì içîòîïié. Äëÿ òîãî,
ùîá ÿâíî çàïèñàòè äîáóòîê Ht, t ∈ [0; 1], içîòîïié
H1

t ,H2
t , ..., Hn

t , ïîòðiáíî âèêîíàòè çàìiíó àðãóìåíòiâ
t â içîòîïiÿõ ñïiâìíîæíèêàõ (íàïðèêëàä, ÿê â [4, ñ.9]).
Íàäàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî òàêà çàìiíà â ðàçi íåîáõiäíî-
ñòi âèêîíàíà. Ç îçíà÷åííÿ 1 âèïëèâà¹, ùî içîòîïiÿ,
îáåðíåíà äî ïîøòîâõó, ¹ ïîøòîâõîì, à îáåðíåíà äî
äîáóòêó ïîøòîâõiâ � äîáóòêîì ïîøòîâõiâ.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé A i B � äâi ïðîñòi ëàìàíi
íà ïëîùèíi, ÿêi ìàþòü ñïiëüíi êiíöåâi òî÷êè u i v.
Içîòîïiÿ Ht : A → B, t ∈ [0; 1], ÿêà ïåðåâîäèòü A â B,
íàçèâà¹òüñÿ åêîíîìíîþ, ÿêùî Ht ¹ íåðóõîìîþ íà u i
v (òîáòî Ht(u) = u i Ht(v) = v äëÿ âñiõ t ∈ [0; 1]) i
äëÿ êîæíèõ s i t, 0 ≤ s < t ≤ 1, ëàìàíà Ht(A) íå ìà¹
ñïiëüíèõ òî÷îê ç íåîáìåæåíîþ êîìïîíåíòîþ ìíîæè-
íè E2\(Hs(A)∪B). Áóäåìî ãîâîðèòè, ùîHt åêîíîìíî
ïåðåâîäèòü A â B.

Äîâæèíó ëàìàíî¨A ïîçíà÷àòèìåìî äîâæA. ßêùî
A i B � äâi ëàìàíi, ÿêi ìàþòü ñïiëüíi êiíöåâi òî÷êèu
i v, òî ïîçíà÷èìî M(A∪B) � ìàêñèìóì äîâæèí ïðî-
ñòèõ ëàìàíèõ, ÿêi ìàþòü êiíöi â u i v i ðîçòàøîâàíi
â A ∪B. Iç âèçíà÷åííÿ M(A ∪B) âèïëèâà¹:

1) M(A ∪B) ≤ äîâæA + äîâæB;
2) ÿêùîA i B � ïðîñòi ëàìàíi, äëÿ ÿêèõA∩B ñêëà-

äà¹òüñÿ ëèøå ç äâîõ êîìïîíåíò (îäíà ç íèõ ìiñòèòü
u, à iíøà � v), òî M(A ∪B) = max(äîâæA,äîâæB).

Òåîðåìà 1. ßêùî A i B � äâi ïðîñòi ëàìàíi íà
ïëîùèíi, ÿêi ìàþòü ñïiëüíi êiíöåâi òî÷êè, òî iñíó¹
åêîíîìíà içîòîïiÿ Ht : A → B, t ∈ [0; 1], ïîáóäî-
âàíà ÿê äîáóòîê ïîøòîâõiâ, äëÿ ÿêî¨ äîâæHt(A) ≤
≤ M(A ∪B) ≤ äîâæA + äîâæB.

ßêùî A � ïðîñòà çàìêíåíà ëàìàíà íà ïëîùèíi, òî
D(A) ïîçíà÷àòèìå îáìåæåíó êîìïîíåíòóE2\A.

Òåîðåìà 2. Íåõàé A i B � äâi ïðîñòi çàìêíå-
íi ëàìàíi íà ïëîùèíi i D0 � êîìïîíåíòà IntD(A)∩
∩IntD(B). Òîäi iñíó¹ içîòîïiÿ Ht : A → B, t ∈ [0; 1],
ïîáóäîâàíà ÿê äîáóòîê ïîøòîâõiâ, òàêà, ùî äëÿ âñiõ
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t ∈ [0; 1]:1) Ht(A) íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî÷îê ç
D0 i ç íåîáìåæåíîþ êîìïîíåíòîþ E2\(A ∪ B);
2) äîâæHt(A) ≤ äîâæA + äîâæB.

II. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè
Ïîëiåäðàëüíèé äèñê D ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîãî-
êóòíèê íà ïëîùèíi; ó öüîìó âèïàäêó ñòîðîíè ìíîãî-
êóòíèêà D � öå ìàêñèìàëüíi âiäðiçêè, ç ÿêèõ ñêëà-
äà¹òüñÿ ∂D, à âåðøèíè � êiíöi öèõ âiäðiçêiâ. Âiäîìî,
ùî ñóìà êóòiâ n-êóòíèêà (òîáòî ìíîãîêóòíèêà, ÿêèé
ìà¹ n ñòîðií) ñòàíîâèòü π(n−2). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
êîæåí n-êóòíèê ìà¹ íå ìåíøå òðüîõ êóòiâ, ÿêi ìåíøi
âiä π. Äiàãîíàëëþ ìíîãîêóòíèêàD íàçâåìî âiäðiçîê,
êiíöi ÿêîãî ¹ âåðøèíàìè ∂D, à âñi iíøi éîãî òî÷êè
íàëåæàòü IntD.

Íåõàé D � ïîëiåäðàëüíèé äèñê íà ïëîùèíi, T �
éîãî òðiàíãóëÿöiÿ, à ∆2

1, ..., ∆
2
N � äâîâèìiðíi ¨¨ åëå-

ìåíòè, D =
N⋃

j=1

∆2
j . Ìîæíà ïðèïóñòèòè [5, ñ. 80],

ùî öi åëåìåíòè óïîðÿäêîâàíi òàê, ùî äëÿ êîæíîãî
k = 1, ..., N îá'¹äíàííÿ

k⋃
j=1

∆2
j ¹ ïîëiåäðàëüíèì äèñ-

êîì. Îïèñàíå óïîðÿäêóâàííÿ äâîâèìiðíèõ åëåìåí-
òiâ T íàçèâà¹òüñÿ âèëóùåííÿì D; ïðè öüîìó ãîâî-
ðÿòü, ùî ∆2

N âèëóùó¹òüñÿ ïåðøèì, à ∆2
1 � îñòàííiì.

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òðiàíãóëÿöi¨ D i âèäiëåíîãî â íié äâî-
âèìiðíîãî åëåìåíòà iñíó¹ òàêå âèëóùåííÿ, â ÿêîìó
âèäiëåíèé åëåìåíò ¹ îñòàííiì. ßêùî D ðîçãëÿäàòè
ÿê ìíîãîêóòíèê, òî ìîæíà ïîáóäóâàòè òðiàíãóëÿöiþ
D çà äîïîìîãîþ äiàãîíàëåé, íå ââîäÿ÷è âíóòðiøíiõ
0-âèìiðíèõ (òîáòî òèõ, ùî ðîçòàøîâàíi â IntD) åëå-
ìåíòiâ òðiàíãóëÿöi¨.

ßêùî A � äóãà i x, y � òî÷êè íà íié, òî Axy ïîç-
íà÷à¹ ÷àñòèíó äóãè A ìiæ òî÷êàìè x i y.

Ëåìà 1. Íåõàé A � ïðîñòà ëàìàíà íà ïëîùèíi
E2, x i y � äâi òî÷êè íà A òàêi, ùî âiäðiçîê [x; y]
ïåðåòèíà¹ A ëèøå â òî÷êàõ x i y i äèñê Dxy, îáìå-
æåíèé [x; y]∪Axy, íå ìiñòèòü ó ñâî¨é âíóòðiøíîñòi
òî÷îê A. Òîäi iñíó¹ içîòîïiÿ Ht : A → E2, t ∈ [0; 1],
ïîáóäîâàíà ÿê äîáóòîê ïîøòîâõiâ, ÿêà:
1) ïåðåâîäèòü A â A1 = (A\Axy) ∪ [x; y] ;
2) ¹ íåðóõîìîþ íà A\Axy ;
3) äëÿ êîæíèõ s i t, 0 ≤ s < t ≤ 1, Ht(A) ⊂ (A\Axy)∪
Ds

xy , äå Ds
xy � äèñê, îáìåæåíèé [x; y] ∪ Hs(Axy), à

òîìó Ht� åêîíîìíà içîòîïiÿ;
4) äîâæHt(A) ≤ M(A ∪ A1) = max(äîâæA,
äîâæA1) = äîâæA.

¤ Äîâåäåííÿ. ßêùî íà âiäêðèòié äóçiAxy ðîç-
òàøîâàíà ëèøå îäíà âåðøèíà c, ëàìàíî¨ A, òî íà ií-
òåðâàëi (x; y) âèáèðà¹ìî äîâiëüíó òî÷êó c1. Òîäi øó-
êàíîþ içîòîïi¹þ ¹ ïîøòîâõ, ÿêèé ïåðåâîäèòü c â c1.

ßêùî íà âiäêðèòié äóçi Axy ðîçòàøîâàíî íå ìåí-
øå äâîõ âåðøèí A, òî òðiàíãóëþ¹ìî äèñê Dxy çà äî-
ïîìîãîþ äiàãîíàëåé i çíàõîäèìî âèëóùåííÿ, â ÿêî-
ìó òðèêóòíèê çi ñòîðîíîþ [x; y], ¹ îñòàííiì. Äîáó-
òîê ïîøòîâõiâ, âèêîíàíèõ ïîñëiäîâíî äëÿ ïåðøîãî,

äðóãîãî i ò.ä. åëåìåíòiâ âèëóùåííÿ, âèçíà÷à¹ øóêàíó
åêîíîìíó içîòîïiþ A â A1. Ëåìà äîâåäåíà. ¥

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî Ht � íàïiâëiíiéíà içîòî-
ïiÿ, ïîáóäîâàíà ó äîâåäåííi ëåìè 1, i 0 ≤ s < t ≤ 1,
òî Hs(A) ⊂ (A1\[x; y]) ∪ (Dxy\IntDt

xy).

Íàñëiäîê 1. ßêùî Ht, t ∈ [0; 1], � íàïiâëiíiéíà
åêîíîìíà içîòîïiÿ, ïîáóäîâàíà ó äîâåäåííi ëåìè 1,
òî îáåðíåíà içîòîïiÿ ht = H1−t ◦ H−1

1 : H1(A) → A,
t ∈ [0; 1], ïåðåâîäèòü H1(A) = A1 â A i çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè:
1) ¹ íåðóõîìîþ íà A1\(x; y);
2) äëÿ êîæíèõ s i t, 0 ≤ s < t ≤ 1, ht(A1) ⊂
⊂ (A1\[x; y]) ∪ (Dxy\IntD1−s

xy ), à òîìó ht � åêîíîìíà
içîòîïiÿ;
3) äîâæht(A1) ≤ max(äîâæA, äîâæA1) = äîâæA.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó âèïëèâà¹ iç çàóâàæåííÿ 1,
ÿêùî âçÿòè äî óâàãè, ùî ht(A1) = H1−t(A).

Ëåìà 1 i íàñëiäîê 1 ñâiä÷àòü òàêîæ ïðî òå, ùî
îáèäâi içîòîïi¨ Ht i ht (ïðÿìà i îáåðíåíà) ïîáóäîâàíi
ÿê äîáóòêè ïîøòîâõiâ i îáèäâi ¹ åêîíîìíèìè.

Ëåìà 2. Íåõàé ãðàíèöþ ìíîãîêóòíèêà D íà
ïëîùèíi ñêëàäàþòü äâi ïðîñòi ëàìàíiA i B, ÿêi ìà-
þòü ñïiëüíèìè ëèøå ñâî¨ êiíöåâi òî÷êè i êîæíà ïà-
ðà ñóñiäíiõ ëàíîê íà A âèçíà÷à¹ â D êóò, ÿêèé áiëü-
øèé âiä π. Òîäi:
1) äîâæA<äîâæB;
2) iñíó¹ åêîíîìíà içîòîïiÿ Ht, ïîáóäîâàíà ÿê äîáó-
òîê ïîøòîâõiâ, ÿêà ïåðåâîäèòü A â B i äëÿ ÿêî¨
äîâæHt(A)<M(A ∪B) ≤ äîâæB.

Äîâåäåííÿ ëåìè âèêîíà¹ìî iíäóêöi¹þ çà êiëüêiñ-
òþ n ëàíîê A. Ïiä ëàíêîþ ëàìàíî¨ A ðîçóìi¹ìî ìà-
êñèìàëüíèé âiäðiçîê, ùî íàëåæèòü A. ßêùî n = 1,
òî î÷åâèäíî, ùî äîâæA<äîâæB. Ñêîðèñòàâøèñü íà-
ñëiäêîì ç ëåìè 1, çàñòîñîâàíî¨ äî ëàìàíî¨B i âiäðiçêà
A, ìîæíà çàäîâîëüíèòè ùå i âèìîãó 2) ëåìè 2.

Ïðèïóñòèìî, ùî ëåìà äîâåäåíà äëÿ âñiõ n ≤ k i
äîâåäåìî ¨¨ äëÿ n = k + 1. Íåõàé u i v � ñïiëüíi êiíöi
A i B i [u; u1] � ïåðøà âiä u ëàíêà íà A. Ïðîäîâæè-
ìî ïðÿìîëiíiéíî [u;u1] ïîçà u1 äî u′1 � ïåðøî¨ òî-
÷êè ïåðåòèíó ïðîäîâæåííÿ [u;u1] ç ∂D . Ïîêàæåìî,
ùî u′1 ∈ B. Ñïðàâäi, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî u′1 ∈ A,
òî äóãà Au1u′1 ðàçîì ç [u1; u′1] îáìåæó¹ ïîëiåäðàëü-
íèé äèñê D′ ⊂ D. Ó öüîìó äèñêó ïðèíàéìíi îäèí ç
êóòiâ, ÿêi óòâîðåíi äâîìà ïîñëiäîâíèìè ëàíêàìè ëà-
ìàíî¨ A, ìåíøèé âiä π, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâàì ëåìè.
Îòæå, u′1 ∈ B.

Ëàìàíà Au1v ìà¹ k ëàíîê i ðàçîì ç B1 = [u1;u′1]∪
Bu′1v çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè 2. Òîìó çà ïðèïóùåí-
íÿì iíäóêöi¨:

� äîâæAu1v < äîâæB1 = |u1 − u′1|+ äîâæBu′1v, äå
|u1 − u′1| = äîâæ[u1; u′1];

� iñíó¹ åêîíîìíà içîòîïiÿH1
t , ïîáóäîâàíà ÿê äîáó-

òîê ïîøòîâõiâ, ÿêà ïåðåâîäèòü Au1v â B1 i òàêà, ùî
äîâæH1

t (Au1v) <äîâæB1.
Ïðîäîâæèìî òîòîæíîH1

t íà [u; u1]. Òîäi îòðèìà¹-
ìî içîòîïiþ, çàëèøèìî äëÿ íå¨ ïîçíà÷åííÿH1

t , ÿêà:
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Åêîíîìíi içîòîïi¨ ëàìàíèõ íà ïëîùèíi

à) ïåðåâîäèòü A â B′ = [u; u′1] ∪Bu′1v;
á) ¹ íåðóõîìîþ íà A\Au1v;
â) äëÿ êîæíèõ s i t, 0 ≤ s < t ≤ 1, ëàìàíà H1

t (A)
íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî÷îê ç íåîáìåæåíîþ êîìïîíåíòîþ
E2\(H1

s (A)∪B′) i òèì ïà÷å ç íåîáìåæåíîþ êîìïîíåí-
òîþ E2\(H1

s (A) ∪B);
ã) äîâæH1

t (A) <äîâæB′<äîâæB.
Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äîâæB′ =

= |u−u′1|+äîâæBu′1v i |u−u1| < äîâæBuu′1 . Çîêðåìà,
ÿêùî t = 0, òî äîâæH1

0 (A) = äîâæA<äîâæB.
Äàëi, çàñòîñîâóþ÷è äî B i [u; u′1] íàñëiäîê ç ëå-

ìè 1, ïîáóäó¹ìî çà äîïîìîãîþ ïîøòîâõiâ åêîíîìíó
içîòîïiþ H2

t , ÿêà:
ä) ïåðåâîäèòü B′ â B;
å) ¹ íåðóõîìîþ íà B′\[u; u′1];
¹) äëÿ êîæíèõ s i t, 0 ≤ s < t ≤ 1, ëàìàíà H2

t (B′)
íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî÷îê ç íåîáìåæåíîþ êîìïîíåíòîþ
E2\(H2

s (B′) ∪ B) i òèì ïà÷å ç íåîáìåæåíîþ êîìïî-
íåíòîþ E2\(H1

s (B′) ∪B);
æ) äîâæH2

t (B′) <äîâæB.
Ïîáóäó¹ìî içîòîïiþ Ht ÿê äîáóòîê içîòîïié (ïîø-

òîâõiâ) H1
t i H2

t i ïîêàæåìî, ùî Ht çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âè îçíà÷åííÿ 2. Î÷åâèäíî, ùî Ht ïåðåâîäèòü A â B
i Ht ¹ íåðóõîìîþ íà êiíöÿõ A i B (áî òàêèìè ¹ H1

t i
H2

t ). Åêîíîìíiñòü Ht âèïëèâà¹ ç óìîâ åêîíîìíîñòi â)
i ¹) äëÿ H1

t i H2
t , à íåðiâíiñòü äîâæHt(A)<äîâæB � ç

íåðiâíîñòåé ã) i æ). Ëåìó 2 äîâåäåíî.¥

III. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1
Ïðèïóùåííÿ 1.Ïðîñòi ëàìàíiA i B ìàþòü ñïiëü-

íèìè ëèøå ñâî¨ êiíöåâi òî÷êè u i v. Çà öi¹¨ óìîâè
M(A ∪ B) = max(äîâæA, äîâæB). Ïîëiåäðàëüíèé
äèñê, îáìåæåíèé öèìè ëàìàíèìè, ïîçíà÷èìîD.

Äîâåäåííÿ âèêîíà¹ìî iíäóêöi¹þ çà êiëüêiñòþ k
ëàíîê B. ßêùî k = 1, òî äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëè-
âà¹ ç ëåìè 1, çàñòîñîâàíî¨ äî ëàìàíî¨A i âiäðiçêà B,
ÿêèé ç'¹äíó¹ ¨¨ êiíöi. Íåõàé òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ
äëÿ ëàìàíî¨ B, ÿêà ìà¹ íå áiëüøå íiæ k ëàíîê, k ≥ 1,
i äîâåäåìî ¨¨ çà óìîâè, ùî B ìà¹ k + 1 ëàíîê.

1. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî â äèñêóD iñíó¹ äià-
ãîíàëü [x; y], ÿêà ç'¹äíó¹ äâi âåðøèíè x i y íà B. Òî-
äi ëàìàíi A i B′ = (B\Bxy) ∪ [x; y] çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè òåîðåìè 1 i B′ ìà¹ íå áiëüøå, íiæ k ëàíîê.
Òîìó íà îñíîâi ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ ïîáóäó¹ìî çà
äîïîìîãîþ ïîøòîâõiâ åêîíîìíó içîòîïiþ H1

t : A →
→ B′, t ∈ [0; 1], òàêó, ùî äîâæH1

t (A) ≤ max(äîâæA,
äîâæB′) ≤ max(äîâæA, äîâæB). Äàëi äî äóãè B i
âiäðiçêà [x; y] çàñòîñó¹ìî íàñëiäîê ç ëåìè 1 i çíîâó
çà äîïîìîãîþ ïîøòîâõiâ ïîáóäó¹ìî åêîíîìíó içîòî-
ïiþ H2

t : B′ → B, t ∈ [0; 1], òàêó, ùî äîâæH2
t (B′) ≤

≤ max(äîâæB′, äîâæB) = äîâæB. I, íàðåøòi, ïîáó-
äó¹ìî içîòîïiþ Ht ÿê äîáóòîê (òîáòî ïîñëiäîâíå âè-
êîíàííÿ) içîòîïié H1

t i H2
t . Çà äîïîìîãîþ ìiðêóâàíü,

àíàëîãi÷íèõ äî âèêëàäåíèõ â ëåìi 2, ìîæíà ïåðåêî-
íàòèñÿ, ùî Ht � içîòîïiÿ, ïðî ÿêó éäåòüñÿ â òåîðåìi
1. Òîìó íàäàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî â äèñêóD íåìà¹
äiàãîíàëåé, ÿêi ç'¹äíóþòü âåðøèíè íàB.

2. ßêùî â D iñíó¹ äiàãîíàëü [x1; y1], ÿêà ç'¹ä-
íó¹ äâi âåðøèíè x1 i y1 íà A, òî ïîçíà÷èìî A1 =
= (A\Ax1y1) ∪ [x1; y1] i, çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 1, ïî-
áóäó¹ìî çà äîïîìîãîþ ïîøòîâõiâ åêîíîìíó içîòîïiþ
H1

t : A → A1, íåðóõîìó íà A\Ax1y1 , i òàêó, ùî
äîâæH1

t (A) ≤ max(äîâæA, äîâæA1) = äîâæA. Ëà-
ìàíà A1 ìà¹ ìåíøó êiëüêiñòü ëàíîê, íiæ A i ðàçîì
ç B îáìåæó¹ ïîëiåäðàëüíèé äèñê D1, D1 ⊂ D. Äà-
ëi, ÿêùî â D1 iñíó¹ äiàãîíàëü [x2; y2], ÿêà ç'¹äíó¹
äâi âåðøèíè x2 i y2 íà A1, òî äëÿ ëàìàíèõ A1 i
A2 = (A1\A1

x2y2
)∪[x2; y2] ïîáóäó¹ìî çà äîïîìîãîþ ïî-

øòîâõiâ åêîíîìíó içîòîïiþ H2
t : A1 → A2, íåðóõîìó

íà A1\A1
x2y2

, i òàêó, ùî äîâæH2
t (A1) ≤ max(äîâæA1,

äîâæA2) ≤ äîâæA. Çàñòîñóâàâøè, ÿêùî íåîáõiäíî,
îïèñàíi ìiðêóâàííÿ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü, íå-
õàé m ðàçiâ (÷åðåç òå, ùî êiëüêiñòü ëàíîê Ai ìåí-
øà¹ iç çáiëüøåííÿì i), îòðèìà¹ìî ïðîñòó ëàìàíóAm,
m ≥ 1, ùî ðàçîì ç B îáìåæó¹ ðîçòàøîâàíèé â D
äèñê Dm, äëÿ ÿêîãî íå âèêîíóþòüñÿ óìîâè ï.ï.1 i 2.
Çà ïîáóäîâîþ äîâæAm ≤ äîâæA. Íàäàëi äëÿ Am i
Dm çàëèøèìî ïî÷àòêîâi ïîçíà÷åííÿA i D.

3. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî â äèñêó D íåìà¹ äiàãîíàëåé
ÿêi ç'¹äíóþòü äâi âåðøèíè íà A àáî äâi âåðøèíè íà
B. Êóò ìíîãîêóòíèêà D ç âåðøèíîþ x ïîçíà÷èìî
x̂(D).

3.1. ßêùî êîæíà ïàðà ñóñiäíiõ ëàíîê íàA âèçíà-
÷à¹ ó ìíîãîêóòíèêóD êóò, áiëüøèé âiä π, òî òåîðåìà
âèïëèâà¹ ç ëåìè 2.

3.2. ßêùî íà A iñíóþòü ïàðè ñóñiäíiõ ëà-
íîê, ùî âèçíà÷àþòü â D êóòè, ìåíøi âiä π, òî
íåõàé ŷ(D) � ïåðøèé ç òàêèõ êóòiâ ó âiäëiêó âiä êiíöÿ
u íà A, óòâîðåíèé ëàíêàìè [x; y] ⊂ Auy i [y; z] ⊂ Ayv,
i 4xyz � òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè x, y i z.

3.2.1. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî x 6= u (òîáòî, ùî
x íå ¹ ïåðøîþ âåðøèíîþ íà A) i òîìó x̂(D) > π.
Îñêiëüêè (4xyz) ∩ B 6= ∅ (áî âèêîíóþòüñÿ óìîâè
ï.3), òî íà (y; z) iñíó¹ íàéáëèæ÷à äî y òî÷êà y′ òàêà,
ùî (x; y′)∩∂D 6= ∅ i òîäi (x; y′)∩∂D = (x; y′)∩B 6= ∅.
ßêùî b � íàéáëèæ÷à äî x, à b′ � íàéáëèæ÷à äî y′ òî÷-
êè ç (x; y′)∩B i b 6= b′, òî [b; b′] ¹ ëàíêîþ íàB. Âiäðiçîê
[x; y′] ðîçáèâà¹ D íà òðè ïîëiåäðàëüíi äèñêè: òðèêóò-
íèê 4xyy′, äèñê Du, îáìåæåíèé Aux ∪ [x; b] ∪ Bub i
äèñê Dv, îáìåæåíèé Ay′v ∪Bvb′ ∪ [b′; y′].

Ïåðåéäåìî äî îïèñó içîòîïié. Ñïî÷àòêó ïîáóäó¹-
ìî içîòîïiþ-ïîøòîâõ H1

t , ÿêà ïåðåâîäèòü A â A′ =
(A\Axy′) ∪ [x; y′], ¹ íåðóõîìîþ íà A\Axy′ i äëÿ ÿêî¨

äîâæH1
t (A) ≤ max(äîâæA,äîâæA′) = äîâæA. (1)

Äàëi äî ëàìàíèõ Bub i Bb′v, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ íå
áiëüøå íiæ k ëàíîê, ìîæíà çàñòîñóâàòè ïðèïóùåííÿ
iíäóêöi¨, àëå äëÿ îòðèìàííÿ áàæàíèõ îöiíîê äîâæèí
ëàìàíèõ ðîçãëÿíåìî äâi ìîæëèâîñòi: à) äîâæ(Aux∪
∪[x; b]) ≥ äîâæBub i á) äîâæ(Aux ∪ [x; b])<äîâæBub.

Çà ìîæëèâîñòi à) íà îñíîâi ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨
áóäó¹ìî çà äîïîìîãîþ ïîøòîâõiâ åêîíîìíó içîòîïiþ
H2

t , ÿêà ïåðåâîäèòü Aux ∪ [x; b] â Bub. ßêùî H2
t ïðî-

äîâæèòè òîòîæíî íà [b; y′]∪Ay′v, òî ìîæíà ââàæàòè,
ùî H2

t ïåðåâîäèòü A′ â Bub ∪ [b; y′] ∪Ay′v i

Mathematics 61



I.ß. Îëåêñiâ

äîâæH2
t (A′) ≤ max(äîâæA′,äîâæ(Bub ∪ [b; y′] ∪Ay′v)) = äîâæA′ ≤ äîâæA. (2)

Äàëi çíîâó íà îñíîâi ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ áóäó-
¹ìî çà äîïîìîãîþ ïîøòîâõiâ åêîíîìíó içîòîïiþH3

t ,
ÿêà ïåðåâîäèòü [b′; y′]∪Ay′v â Bb′v. ßêùî H3

t ïðîäîâ-

æèòè òîòîæíî íà Bub ∪ [b; b′], òî ìîæíà ââàæàòè, ùî
H3

t ïåðåâîäèòü Bub ∪ [b; y′] ∪Ay′v â B i

äîâæ(H3
t (Bub ∪ [b; y′] ∪Ay′v) ≤ max(äîâæ(Bub ∪ [b; y′] ∪Ay′v),äîâæB) ≤

≤ max(äîâæA′,äîâæB) ≤ max(äîâæA,äîâæB). (3)

Øóêàíó åêîíîìíó içîòîïiþ Ht : A → B îòðè-
ìà¹ìî ÿê äîáóòîê içîòîïié H1

t , H2
t i H3

t . Íåðiâíiñòü
äîâæHt(A) ≤ max(äîâæA, äîâæB) âèïëèâà¹ ç íåðiâ-
íîñòåé (1) � (3). Îòæå, òåîðåìó äîâåäåíî çà óìîâè
ï.3.2.1 i ìîæëèâîñòi à).

Ó âèïàäêó ìîæëèâîñòi á) ïiñëÿ îïèñàíî¨ âèùå
içîòîïi¨ H1

t íà îñíîâi ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ ïîáóäó¹-

ìî çà äîïîìîãîþ ïîøòîâõiâ äâi åêîíîìíi içîòîïi¨ �
ñïî÷àòêó G2

t , à ïîòiì G3
t (ïîäiáíî áóëî ïîáóäîâàíî

H2
t i H3

t ). Çà äîïîìîãîþ içîòîïi¨ G2
t ïåðåâåäåìî A′ â

Aux∪ [x; b′]∪Bb′v òàê, ùîá äóãà [b′; y′]∪Ay′v ïåðåéøëà
â Bb′v, à äóãà Aux∪ [x; b′] i âåðøèíà v çàëèøèëèñÿ íå-
ðóõîìèìè i ùîá

äîâæG2
t (A

′) ≤ max(äîâæA′,äîâæ(Aux ∪ [x; b′] ∪Bb′v)) ≤
≤ max(äîâæA′,äîâæB) ≤ max(äîâæA,äîâæB). (4)

Çà äîïîìîãîþ içîòîïi¨G3
t ïåðåâåäåìî Aux∪ [x; b′]∪

Bb′v â B òàê, ùîá äóãà Aux ∪ [x; b] ïåðåéøëà â Bub, à
äóãà [b; b′]∪Bb′v i âåðøèíà u çàëèøèëèñÿ íåðóõîìèìè
i ùîá

äîâæG3
t (Aux ∪ [x; b′] ∪Bb′v) ≤ max(äîâæ(Aux ∪ [x; b′] ∪Bb′v),äîâæB) ≤ äîâæB. (5)

Äîáóòîê içîòîïié H1
t , G2

t i G3
t âèçíà÷à¹ åêîíîìíó

içîòîïiþ Ht : A → B, äëÿ ÿêî¨ âíàñëiäîê (1), (4), (5)
ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü äîâæHt(A) ≤ max(äîâæA,
äîâæB). Òåîðåìó äîâåäåíî çà óìîâè ï.3.2.1 i ìîæëè-
âîñòi á).

3.2.2. Ïðèïóñòèìî, ùî x = u ¹ ïåðøîþ, à òîäi
y � äðóãîþ âåðøèíîþ íà A. Çà óìîâîþ ŷ(D) < π.
ßêùî [u; b] � ïåðøà ëàíêà íà B, òî ëåãêî äiéòè âè-
ñíîâêó, ùî [u; b] ìîæíà ïðîäîâæèòè ïðÿìîëiíiéíî ïî-
çà b äî ðîçðiçó [b; y′] (äèñêó D), ÿêèé ñïîëó÷à¹ b ç
òî÷êîþ y′ ∈ A ⊂ ∂D. Íå ðîçãëÿäàþ÷è äåòàëi (âîíè
ïîäiáíi äî ïîáóäîâ, îïèñàíèõ â ï.3.2.1), çàçíà÷èìî,
ùî øóêàíó içîòîïiþ Ht : A → B ìîæíà ïîáóäóâà-
òè, âèêîíóþ÷è ñïî÷àòêó ïîøòîâõ H1

t :Auy′ → [u; y′],
à ïîòiì � åêîíîìíó içîòîïiþ (äîáóòîê ïîøòîâõiâ)
H2

t : ([b; y′]∪Ay′v) → Bbv (içîòîïiÿ H2
t iñíó¹ íà îñíîâi

ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨, îñêiëüêèBbv ìà¹ k ëàíîê).
Òåîðåìó äîâåäåíî çà ïðèïóùåííÿ 1.

4. Ïðèïóùåííÿ 2.Ëàìàíi A i B ìàþòü ñïiëüíè-
ìè ëèøå äâi êîìïîíåíòèU i V , ïðèíàéìíi îäíà ç ÿêèõ
íå ¹ òî÷êîþ (à òîìó ¹ ïðîñòîþ ëàìàíîþ). Òîäi, ÿê i
çà ïðèïóùåííÿ 1, M(A ∪ B) = max(äîâæA, äîâæB).
Ïðîñòi ëàìàíi A′ = A\(U ∪ V ) i B′ = B\(U ∪ V )
îáìåæóþòü ïîëiåäðàëüíèé äèñê, ÿêèé ïîçíà÷èìîD′.
Íåõàé D � îáìåæåíà êîìïîíåíòà E2\(A ∪ B); î÷å-
âèäíî, ùî D = IntD′\(U ∪ V ) (ðèñ. 1). Çàëåæíî âiä
áóäîâè i ðîçòàøóâàííÿ U i V ìíîæèíà D ìîæå âèÿ-
âèòèñÿ:

à) ïîëiåäðàëüíèì äèñêîì IntD′ (ðèñ. 1à), á)),
á) ïîëiåäðàëüíèì äèñêîì IntD′, ç ÿêîãî âèëó÷åíî

äóãó-ðîçðiç, ùî ñïîëó÷à¹ òî÷êó â IntD′ ç òî÷êîþ íà
∂D′ (ðèñ. 1 â), ã)),

â) ïîëiåäðàëüíèì äèñêîì IntD′, ç ÿêîãî âèëó÷åíî
äâi äóãè-ðîçðiçè, ùî íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê, i êî-
æíà ç ÿêèõ ñïîëó÷à¹ òî÷êó â IntD′ ç òî÷êîþ íà ∂D′

(ðèñ. 1ä)).
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Åêîíîìíi içîòîïi¨ ëàìàíèõ íà ïëîùèíi

Ðèñ. 1.

Ó âèïàäêó à) äëÿ A′ i B′ ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðèïó-
ùåííÿ 1. Òîìó çà äîïîìîãîþ ïîøòîâõiâ ìîæíà ïî-
áóäóâàòè åêîíîìíó içîòîïiþ Ht : A′ → B′, t ∈
[0; 1], òàêó, ùî äîâæHt(A′) ≤ max(äîâæA′, äîâæB′).
Îñêiëüêè öÿ içîòîïiÿ ¹ òîòîæíîþ ïîçàD′, òî ìîæíà
ââàæàòè, ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêîæ òâåðäæåííÿ
òåîðåìè 1.

Ó âèïàäêó á) ïðèïóñòèìî, ùî êîìïîíåíòàU ìíî-
æèíè A ∩ B ¹ ðîçðiçîì-ëàìàíîþ â D′, ïîñëiäîâíi
âåðøèíè ÿêî¨ u0 = u,u1, ..., um, m ≥ 1, ¹ òàêîæ
âåðøèíàìè i A, i B; îòæå, U = Au0um = Bu0um ,
Au0um\{um} ⊂ IntD′. Íåõàé [um; a] i [um; b] � öå
ëàíêè âiäïîâiäíî íà A i B, ÿêi ñóñiäíi ç [um−1; um],
(um; a)∩ (um; b) = ∅. Iç äâîõ òðèêóòíèêiâ4um−1uma,
4um−1umb âèáåðåìî òîé, ùî ìà¹ ìåíøèé êóò ïðè
âåðøèíi um, à ÿêùî òàêèõ òðèêóòíèêiâ äâà, òî �
4um−1uma. Ïðèïóñòèìî, ùî âèáðàíî 4um−1uma.
Íåõàé u′m � òî÷êà â Int(4um−1uma), ðîçòàøîâàíà íà-
ñòiëüêè áëèçüêî äî um, ùî ((um−1;u′m] ∪ [u′m; a)) ⊂
⊂ IntD; òîäi äîâæ([um−1; u′m]∪[u′m; a]) < äîâæAum−1a

(áî Aum−1a = [um−1; um] ∪ [um; a]). ßêùî ïîçíà÷èìî
Am = Au0um−1 ∪ [um−1; u′m]∪ [u′m; a]∪Aav, òî ç îñòàí-
íüî¨ íåðiâíîñòi îòðèìà¹ìî, ùî äîâæAm < äîâæA i
òîìó α = äîâæA − äîâæAm>0. Ïîáóäó¹ìî içîòîïiþ-
ïîøòîâõHm

t : A → Am, t ∈ [0; 1], ÿêèé ïåðåâîäèòüum

â u′m ( à òîìó Au
m−1a â Am

um−1a = [um−1; u′m]∪[u′m; a]) i
íåðóõîìèé íàA\Aum−1a. Î÷åâèäíî, ùîHm

t � åêîíîì-
íà içîòîïiÿ i äîâæHm

t (A) < äîâæA äëÿ âñiõ t ∈ [0; 1].
Îáìåæåíó êîìïîíåíòó E2\(Hm

t (A) ∪ B) ïîçíà÷èìî
Dm

t , Dm
0 = Dm. Î÷åâèäíî, ùî Dm ⊂ Dm

t ⊂ D.
Êîæíó âåðøèíó ui, i = 1, ..., m − 1, îòî÷èìî íàñ-

òiëüêè ìàëèì îêîëîì O(ui), ùîá ðiçíi îêîëè íå ìàëè

ñïiëüíèõ òî÷îê i êîëè ui çàìiíèòè äîâiëüíîþ òî÷êîþ
u′i ∈ O(ui), òî îòðèìà¹ìî ëàìàíó u0u

′
1...u

′
m−1u

′
ma,

äëÿ ÿêî¨ |äîâæ(u0u
′
1...u

′
m−1u

′
ma)�äîâæAm

u0a| < α
2 , à

òîìó i

|äîâæ(u0u
′
1...u

′
m−1u

′
ma ∪Aav)− äîâæAm| < α

2
. (6)

Îñòàííi äâi íåðiâíîñòi ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî äîâ-
æèíà ëàìàíî¨ íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ðîçòàøóâàí-
íÿ ¨¨ âåðøèí çà óìîâè îäíàêîâî¨ êiëüêîñòi ëàíîê.

Íàäàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü (6) i êîíêðåòèçó¹ìî âèáið òî÷îê u′1, ..., u

′
m−1. Iç

êîæíî¨ âåðøèíè ui, i = 1, ..., m−1, ïðîâåäåìî áiñåêò-
ðèñó äâîõ êóòiâ, óòâîðåíèõ ó öié âåðøèíi ïàðîþ ñó-
ñiäíiõ ëàíîê ëàìàíî¨ Am

u0a , i âèáåðåìî íà áiñåêòðèñi
òî÷êó u′i òàê, ùîá:

1) [ui;u′i] ⊂ O(ui) ∩ IntD;
2) äëÿ êîæíî¨ ëàíêè [ui;ui+1], i = 1, ..., m− 1, òî-

÷êè u′i, u
′
i+1 áóëè ðîçòàøîâàíi â îäíié i òié ñàìié ïiâ-

ïëîùèíi âiäíîñíî [ui; ui+1];
3) ÿêùî âèáðàòè äîâiëüíó òî÷êó u′′i ∈ (ui; u′i], òî

ëàìàíà u0u
′′
1 ...u′′m−1u

′
ma íå ìàëà òî÷îê ñàìîïåðåòè-

íó i áóëà ðîçðiçîì â IntD, ÿêèé ñïîëó÷à¹ u0 ∈ ∂D i
a ∈ ∂D.

Î÷åâèäíî, ùî

|äîâæ(u0u
′′
1 ...u′′m−1u

′′
ma ∪Aav)− äîâæAm| < α

2
. (7)

Âèçíà÷èìî òàêi m − 1 ïðîñòi ëàìàíi
Am−1, Am−2, ..., A1:

Am−i = Au0um−i−1 ∪ [um−i−1; u′m−i] ∪ [u′m−i; u
′
m−i+1] ∪Am−i+1

u′m−i+1v, i = 1, ..., m− 1.

Çîêðåìà,

Am−1 = Au0um−2 ∪ [um−2;u′m−1] ∪ [u′m−1; u
′
m] ∪Am

u′mv, A1 = [u0; u′1] ∪ [u′1;u
′
2] ∪A2

u′2v.

Êîæíà ìíîæèíà E2\(Am−i ∪ B), i = 1, ...,m − 1,
ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ êîìïîíåíò � íåîáìåæåíî¨ i îáìå-
æåíî¨, ÿêó ïîçíà÷èìîDm−i. ÎñêiëüêèAm−j ⊂ Dm−i,
ÿêùî j ≥ i, òî

D1 ⊂ D2 ⊂ ... ⊂ Dm−1 ⊂ Dm ⊂ D, (8)

ïðè÷îìó D1 � öå ïîëiåäðàëüíèé äèñê, îáìåæåíèé
ïðîñòèìè ëàìàíèìèA1 i B, ÿêi ìàþòü ñïiëüíèìè ëè-
øå ñâî¨ êiíöåâi òî÷êè u i v.

Äëÿ êîæíî¨ ëàìàíî¨ Am−i+1, i=1, ..., m−1,
ïîáóäó¹ìî içîòîïiþ-ïîøòîâõ Hm−i

t , ÿêèé ïå-
ðåâîäèòü um−i â u′m−i i òîìó íåðóõîìèé íà
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I.ß. Îëåêñiâ

Am−i+1\Am−i+1
um−i−1u′m−i+1

(ïðè öüîìó Am−i+1
um−i−1u′m−i+1

ïå-
ðåõîäèòü â [um−i−1; u′m−i] ∪ [u′m−i; u

′
m−i+1]). Çà ïîáó-

äîâîþ Hm−i
1 (Am−i+1) = Am−i. Iç âèçíà÷åííÿ Hm−i

t

âèïëèâà¹, ùî E2\(Hm−i
t (Am−i+1) ∪ B) ñêëàäà¹òüñÿ

ç äâîõ êîìïîíåíò � íåîáìåæåíî¨ i îáìåæåíî¨. ßêùî
îñòàííþ ïîçíà÷èòè Dm−i+1

t (òîäi Dm−i+1
0 = Dm−i+1,

Dm−i+1
1 = Dm−i), òî äëÿ s < t, 0 ≤ s < t ≤ 1, ìà¹ìî

D ⊃ Dm−i+1 ⊃ Dm−i+1
s ⊃ Dm−i+1

t ⊃ Dm−i, i = 1, ..., m− 1. (9)

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî êîæíà içîòîïiÿ Hm−i
t ,

i = 1, ..., m− 1, ¹ åêîíîìíîþ.
Äàëi âèçíà÷èìî içîòîïiþ H ′

t ÿê äîáóòîê ïîøòîâ-
õiâ Hm

t , Hm−1
t ,..., H1

t . Çà ïîáóäîâîþ H ′
t : A → A1,

t ∈ [0; 1], ¹ íåðóõîìîþ â u i v (êiíöÿõ A), à âíàñëiäîê
åêîíîìíîñòi Hm

t i çà ñïiââiäíîøåííÿìè (8), (9) âîíà
¹ åêîíîìíîþ.

Òåïåð ùîäî îöiíêè äîâæH ′
t(A). Âèùå ìè îòðèìà-

ëè ñïiââiäíîøåííÿ

äîâæHm
t (A) < äîâæA, t ∈ [0; 1] (10)

i
äîâæAm = äîâæ− α, α > 0. (11)

Äëÿ Am−i i Hm−i
t (Am−i+1) íà îñíîâi (7) i (11) çà-

ïèøåìî íåðiâíîñòi

äîâæAm−i<äîâæAm +
α

2
=äîâæA−α

2
, i=1, ...,m−1,

äîâæHm−i
t (Am−i+1) < äîâæAm +

α

2
=

= äîâæA− α

2
, t ∈ [0; 1], i = 1, ..., m− 1,

ÿêi ðàçîì ç (10), (11) ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî
äîâæH ′

t(A) < äîâæA äëÿ âñiõ t ∈ [0; 1].
Çàóâàæèìî, ùî îáåðíåíà äî H ′

t içîòîïiÿ h′t åêî-
íîìíî ïåðåâîäèòü A1 â A i ïðè öüîìó äîâæh′t(A

1) =
= äîâæH ′

1−t(A) < äîâæA, t ∈ [0; 1].
Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ çàçíà÷èìî, ùî ëà-

ìàíi A1 i B çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ïðèïóùåííÿ 1.
Òîìó iñíó¹ åêîíîìíà içîòîïiÿ (äîáóòîê ïîøòîâõiâ)
H ′′

t : A1 → B, t ∈ [0; 1], äëÿ ÿêî¨ äîâæH ′′
t (A1) ≤

≤ max(äîâæA,äîâæB). Äîáóòîê H ′
t i H ′′

t âèçíà÷à¹
içîòîïiþ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî çà óìîâ âèïàäêó á) êóò ûm

ó 4um−1umb ìåíøèé âiä êóòà ûm ó 4um−1uma. Äà-
ëi äî ëàìàíî¨ B i ¨¨ äóãè Bu0b çàñòîñó¹ìî ïîáóäîâè,
àíàëîãi÷íi òèì, ùî îïèñàíi âèùå äëÿA i Au0a. Ó ðå-
çóëüòàòi îòðèìà¹ìî ëàìàíó B1 òà içîòîïiþ F ′t òàêi,
ùî:

1) B1 ñïîëó÷à¹ u ç v i ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí:
îäíà � öå äóãà Bbv, à iíøà � öå ðîçðiç â IntD, ÿêèé
ç'¹äíó¹ u0 ç b;

2) äîâæB1 < äîâæB;
3) içîòîïiÿ F ′t , ïîáóäîâàíà ÿê äîáóòîê ïîøòîâõiâ,

åêîíîìíî ïåðåâîäèòü B â B1 i äîâæF ′t(B) < äîâæB,
t ∈ [0; 1];

4) îáåðíåíà äî F ′t içîòîïiÿ f ′t åêîíîìíî ïåðåâîäèòü
B1 â B i äîâæf ′t(B

1) < äîâæB, t ∈ [0; 1].
Îñêiëüêè äëÿ A i B1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïðèïó-

ùåííÿ 1, òî iñíó¹ åêîíîìíà içîòîïiÿ H ′
t : A → B1,

äëÿ ÿêî¨ äîâæH ′
t(A) ≤ max(äîâæA, äîâæB1). Äîáó-

òîê H ′
t i f ′t âèçíà÷à¹ içîòîïiþ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òâåð-

äæåííÿ òåîðåìè 1.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê â) ç äâîìà ðîçðiçàìè äèñêó

D′ (ðèñ 1ä)). Äîâåäåííÿ òåîðåìè ìîæíà îòðèìàòè,
ÿêùî �óñóíóòè� îäèí ç ðîçðiçiâ i çâåñòè âèïàäîê â)
äî á) (ðèñ.1â)). Öå ìîæíà çðîáèòè çà äîïîìîãîþ ìið-
êóâàíü, àíàëîãi÷íèõ äî îïèñàíèõ äëÿ âèïàäêó á) ïðè
ïîáóäîâi A1 i H ′

t, i òîìó ìè ¨õ íå íàâîäèìî.
Òåîðåìó äîâåäåíî çà ïðèïóùåííÿ 2.
5. Äîâåäåííÿ òåîðåìè â çàãàëüíîìó âèïàäêó âè-

êîíà¹ìî iíäóêöi¹þ çà êiëüêiñòþ n êîìïîíåíò A ∩ B.
ßêùî n = 2, òî òåîðåìó äîâåäåíî âèùå çà ïðèïó-
ùåíü 1 i 2. Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ
äëÿ âñiõ n ≤ k i äîâåäåìî ¨¨ äëÿ n = k +1. ßê i âèùå,
ïîçíà÷èìî U i V � êîìïîíåíòè A∩B, ÿêi ìiñòÿòü âiä-
ïîâiäíî u i v � êiíöi A i B (íå âèêëþ÷åíî, ùî U = u
i (àáî) V = v) .

Íåõàé x � ïåðøà âiä U íà B òî÷êà A ∩ B. Äâi
äóãè Aux i Bux ìàþòü ñïiëüíèìè ëèøå äâi êîìïîíåí-
òè U i {x}, à òîìó E2\(Aux ∪ Bux) ñêëàäà¹òüñÿ òà-
êîæ ç äâîõ êîìïîíåíò: îáìåæåíî¨G(U) i íåîáìåæåíî¨
G∞(U). Îñêiëüêè Axv i Bux ìàþòü ëèøå îäíó ñïiëü-
íó òî÷êó x, òî äóãà Axv\{x} ðîçòàøîâàíà â îäíié ç
êîìïîíåíò G(U) àáî G∞(U).

5.1. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè
(Axv\{x}) ∈ G∞(U). Äâi äóãè A = Aux ∪ Axv i
B1 = Bux∪Axv ìàþòü ñïiëüíèìè ëèøå äâi êîìïîíåí-
òè U i Axv. Òîìó äî öèõ äóã çàñòîñó¹ìî ïðèïóùåííÿ
iíäóêöi¨ äëÿ âèïàäêó n = 2 i ïîáóäó¹ìî çà äîïîìî-
ãîþ ïîøòîâõiâ åêîíîìíó içîòîïiþ H1

t : A → B1,
t ∈ [0; 1], íåðóõîìó íà u i íà Axv, i òàêó, ùî
äîâæH1

t (A) ≤ max(äîâæA, äîâæB1) ≤ M(A ∪ B).
Äàëi ðîçãëÿíåìî äóãè B1 i B, ïåðåòèí ÿêèõ ìà¹ íå
áiëüøå íiæ k êîìïîíåíò. Çíîâó çàñòîñó¹ìî ïðèïó-
ùåííÿì iíäóêöi¨ i ïîáóäó¹ìî åêîíîìíó içîòîïiþH2

t ,
ÿêà ïåðåâîäèòü B1 â B, íåðóõîìà íà u i v i òàêó,
ùî äîâæH2

t (B1) ≤ M(B1 ∪ B) ≤ M(A ∪ B) (îñòàííÿ
íåðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî (B1 ∪B) ⊂ (A ∪B)).

Äîáóòîê içîòîïié H1
t i H2

t âèçíà÷à¹ içîòîïiþ Ht :
A → B, t ∈ [0; 1], ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè.
Åêîíîìíiñòü Ht âèïëèâà¹ ç åêîíîìíîñòi içîòîïié H1

t

i H2
t i ç òîãî, ùî íåîáìåæåíà êîìïîíåíòàE2\(A∪B)

äëÿ êîæíîãî t ∈ [0; 1] ¹ ïiäìíîæèíîþ íåîáìåæåíî¨
êîìïîíåíòè E2\(Ht(A) ∪B).
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Åêîíîìíi içîòîïi¨ ëàìàíèõ íà ïëîùèíi

5.2. ßêùî (Axv\{x})∈G(U), òî ïîçíà÷èìî y �
ïåðøó âiä v íà B òî÷êó A ∩ B (âèïàäîê êîëè
y = x òàêîæ ìîæëèâèé). Äâi äóãè Ayv i Byv ìà-
þòü ñïiëüíèìè ëèøå äâi êîìïîíåíòè V i {y}, à òîìó
E2\(Ayv ∪Byv) ñêëàäà¹òüñÿ òàêîæ ç äâîõ êîìïîíåíò:
îáìåæåíî¨G(V ) i íåîáìåæåíî¨G∞(V ). Ïîêàæåìî, ùî
G(V ) ⊂ G(U). Îñêiëüêè V ⊂ G(U) (çà óìîâîþ ï.5.2),
òî i (Byv\{y}) ⊂ G(U). Ó âçà¹ìíîìó ðîçòàøóâàííi
òî÷îê x i y âèäiëèìî äâi ìîæëèâîñòi: Ayv ⊂ Axv i
Ayv ⊇ Axv.

ßêùî Ayv ⊂ Axv, òî (Ayv ∪ Byv) ⊂ G(U) i, îòæå,
G(V ) ⊂ G(U).

ßêùî Ayv ⊇ Axv i x 6= y, òî äóãà Axy ðîçòà-
øîâàíà íà ãðàíèöi ∂G(U), à ¨¨ êiíöi x i y ç'¹äíàíi
â IntG(U) ðîçðiçàìè Axv i Byv ç v ∈ IntG(U). Òî-
ìó G(V ) ⊂ G(U). Çîêðåìà, ÿêùî x = y, òî òàêîæ
G(V ) ⊂ G(U) (áî ðîçðiçè Axv i Byv â G(U) çàêií÷óþ-
òüñÿ ó ñïiëüíié êiíöåâié òî÷öi x = y ∈ G(U)).

Îòæå, ñïðàâäi, G(V ) ⊂ G(U) çà óìîâ ï.5.2. Äà-
ëi, îñêiëüêè Auy ïåðåòèíà¹ ∂G(V ) ëèøå â òî÷öi y i
(Aux ∩ Auy) ⊂ ∂G(U), òî Auy ∩ ∂G∞(V ) 6= ∅. Òîäi
ç íåîáõiäíiñòþ (Auy\{y}) ⊂ G∞(V ), òîáòî âèêîíóþ-
òüñÿ óìîâè ï.5.1, ÿêùî çàìiíèòè â íüîìó G∞(U) íà
G∞(V ), à Axv\{x} íà Auy\{y}. Çâiäñè âiäðàçó îòðè-
ìó¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. ¥

IV. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëèD(A) 6= D0 6=
6= D(B). Çà óìîâ òåîðåìè D0 ¹ ïîëiåäðàëüíèì äèñ-
êîì. Éîãî ãðàíèöþ ñêëàäàþòü ÷àñòèíè ëàìàíèõ A
i B. Íåõàé α1, ..., αm � çàìèêàííÿ êîìïîíåíò A∩
∩IntD(B), ÿêi ðîçòàøîâàíi íà ∂D0, à β1, ..., βn � çà-
ìèêàííÿ êîìïîíåíò B ∩ IntD(A), ÿêi ðîçòàøîâàíi íà
∂D0; âñi âîíè ¹ äóãàìè. Iäåÿ äîâåäåííÿ ïðîñòà: ñïî-
÷àòêó äî äóã βj �ñòÿãó¹ìî� âiäïîâiäíi äóãè íà A, ÿêi
ðîçòàøîâàíi ïîçàD0, à ïîòiì äóãè αi �ðîçòÿãó¹ìî� äî
âiäïîâiäíèõ äóã íà B.

Ðîçãëÿíåìî äóãó βj ⊂ B ∩ IntD(A), j = 1, ..., n.
Ðîçðiç βj ðîçáèâà¹ IntD(A) íà äâà äèñêè i íåõàé
Dj(A) � òîé ç íèõ, ùî íå ìiñòèòüD0. Ãðàíèöþ ∂Dj(A)
ñêëàäàþòü äóãà βj ⊂ B i äóãà íà A, ïîçíà÷èìî ¨¨
γj . Îñêiëüêè IntDj(A) ∩ IntD0 = ∅, òî IntDj(A)∩
∩IntDj′(A) = ∅ i Intγj ∩ Intβj′ = ∅, ÿêùî
1 ≤ j 6= j′ ≤ n. Çà òåîðåìîþ 1 iñíó¹ åêîíîìíà içî-
òîïiÿ F j

t : γj → βj , íåðóõîìà íà êiíöÿõ äóã γj i βj

i ïîçà Dj(A), äëÿ ÿêî¨ äîâæF j
t (γj) ≤ max(äîâæγj ,

äîâæβj). ßêùî ïðîäîâæèòè F j
t òîòîæíî íà A\γj , òî

ìîæíà ââàæàòè, ùî F j
t ïåðåâîäèòü A â βj ∪ (A\γj),

F j
t (A) íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî÷îê ç IntD0 ∪ (E2\D(A))

i äîâæF j
t (A) ≤ max(äîâæA, äîâæ(βj ∪ (A\γj)) ≤

≤ äîâæA + äîâæB (îñòàííÿ íåðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì
òîãî, ùî (βj ∪ (A\γj)) ⊂ (A∪B). Âèçíà÷èìî içîòîïiþ
H1

t ÿê äîáóòîê H1
t = F 1

t · ... · Fn
t , t ∈ [0; 1]. Òîäi:

1) H1
t ïåðåâîäèòü A â ãðàíèöþ ∂D0 äèñêó D0;

2) H1
t (A) íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî÷îê ç IntD0∪

∪(E2\D(A)) äëÿ âñiõ t ∈ [0; 1];

3) äîâæH1
t (A) ≤ äîâæA + äîâæB äëÿ âñiõ

t ∈ [0; 1].

Ïîçíà÷èìî C = ∂D0 i ïðîäîâæèìî ïîáóäîâè äëÿ
äóã αi ⊂ A ∩ IntD(B), i = 1, ..., m. Êîæåí ðîçðiç αi

ðîçáèâà¹ IntD(B) íà äâà äèñêè i íåõàé Di(B) � òîé
ç íèõ, ùî íå ìiñòèòü D0. Ãðàíèöþ ∂Di(B) ñêëàäà-
þòü äóãà αi ⊂ A i äóãà íà B, ïîçíà÷èìî ¨¨ δi. Çà
äîïîìîãîþ àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü, ùî é ïðè ïîáóäî-
âi F j

t , áóäó¹ìî åêîíîìíó içîòîïiþ Gi
t : αi → δi, íå-

ðóõîìó íà êiíöÿõ äóã αi i δi i ïîçà Di(B), äëÿ ÿêî¨
äîâæGi

t(αi) ≤ max(äîâæαi, äîâæδi). Ïiñëÿ òîòîæíî-
ãî ïðîäîâæåííÿ Gi

t íà C\αi ìîæíà ââàæàòè, ùî Gi
t

ïåðåâîäèòü C â δi∪(C\αi), Gi
t(C) íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî-

÷îê ç IntD0 ∪ (E2\D(B)) i äîâæGi
t(C) ≤ max(äîâæC,

äîâæ(δi ∪ (C\αi)) ≤ äîâæA + äîâæB (îñòàííÿ íåðiâ-
íiñòü ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî (C∪δi∪(C\αi)) ⊂ (A∪B)).
Âèçíà÷èìî içîòîïiþ H2

t ÿê äîáóòîê H2
t = G1

t · ... ·Gm
t ,

t ∈ [0; 1]. Òîäi:

1) H2
t ïåðåâîäèòü C â B;

2) H2
t (C) íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî÷îê ç IntD0∪

∪(E2\D(B)) äëÿ âñiõ t ∈ [0; 1];

3) äîâæH2
t (C) ≤ äîâæA + äîâæB äëÿ âñiõ

t ∈ [0; 1].

Øóêàíó içîòîïiþ Ht ïîáóäó¹ìî ÿê äîáóòîê içîòî-
ïié H1

t i H2
t . Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.

Âèïàäîê D(A) = D0 (àíàëîãi÷íî, ÿê iD(B) = D0)
ìè äåòàëüíî íå ðîçãëÿäàòèìåìî, îñêiëüêè éîãî ìî-
æíà çâåñòè äî âæå ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó. Äëÿ öüî-
ãî äîñòàòíüî ñòèñíóòè (íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþ ïî-
øòîâõiâ) äèñêD(B) äî äèñêóD(B′), ÿêèé îáìåæåíèé
ïðîñòîþ çàìêíåíîþ ëàìàíîþ B′ òàêîþ, ùî D(A) ⊂
⊂ D(B′) ⊂ D(B) i ìíîæèíàB′\A ñêëàäà¹òüñÿ íå ìåí-
øå, íiæ ç äâîõ êîìïîíåíò. Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.¥

Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè i ç åêîíîìíîñòi içîòîïié F j
t

òà Gi
t, íà îñíîâi ÿêèõ ïîáóäîâàíî H1

t i H2
t , âèïëèâà¹,

ùî òåîðåìà 2 äîïóñêà¹ òàêèé âàðiàíò ôîðìóëþâàííÿ.

Òåîðåìà 2'. Íåõàé A i B � äâi ïðîñòi çàìêíå-
íi ëàìàíi íà ïëîùèíi, D0 � êîìïîíåíòà IntD(A)∩
∩IntD(B) i C = ∂D0. Òîäi iñíóþòü içîòîïi¨ H1

t : A →
→ C, t ∈ [0; 1] i H2

t : C → B, t ∈ [0; 1], îáèäâi ïîáó-
äîâàíi ÿê äîáóòîê ïîøòîâõiâ, òàêi, ùî äëÿ âñiõ s, t,
0 ≤ s < t ≤ 1:

1) D(A) ⊃ D(H1
s (A)) ⊃ D(H1

t (A)) ⊃ H1
1 (A) = D0;

2) D0 = D(H2
0 (C)) ⊂ D(H2

s (C)) ⊂ D(H2
t (C)) ⊂

⊂ D(H2
1 (C)) = D(B);

3) äîâæH1
t (A) ≤ äîâæA+äîâæB i äîâæH2

t (C) ≤
≤ äîâæA + äîâæB.
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ECONOMICAL ISOTOPIES OF PIECEWISE LINEAR
ARCS IN THE PLANE

I.Ya. Oleksiv
National University �Lvivska Politekhnika�, 12 Bandera St, UA-79013 Lviv, Ukraine

A linear isotopy between piecewise linear arcsA and B having common endpoints is construc-
ted such that each intermediate arc under the isotopy is situated in the closure of the union of
the bounded components of the complement ofA ∪ B and its length does not exceed the sum
of the lengths of A and B.
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