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Âñòóï

Íàáëèæåííÿ ôóíêöié íåîáõiäíå äëÿ ïðàêòè÷íèõ
ðîçðàõóíêiâ ïiä ÷àñ ïðîâåäåííÿ íàóêîâèõ äîñëi-
äæåíü i â áàãàòüîõ îáëàñòÿõ òåõíiêè. Àíàëiòè÷íî çà-
äàíi ôóíêöi¨, ÿêi ïðåäñòàâëåíi ñêëàäíèì âèðàçîì,
÷àñòî íåîáõiäíî çàìiíèòè ïðîñòiøèì âèðàçîì, òàê,
ùîá çáåðiãàëèñü ¨õ âëàñòèâîñòi. Öå ïîòðiáíî ïiä ÷àñ
îá÷èñëåííÿ ôóíêöié íà ÅÎÌ.

Äëÿ ïiäâèùåííÿ òî÷íîñòi ïðåäñòàâëåííÿ ôóíê-
öiîíàëüíèõ çàëåæíîñòåé çàñòîñîâóþòü ðiçíi ìåòîäè
íàáëèæåííÿ: íàéêðàùi ÷åáèøîâñüêi íàáëèæåííÿ, ìå-
òîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, íàáëèæåííÿ ñïëàéíàìè
ðiçíèõ âèäiâ òîùî. Ðÿä çàäà÷ âèìàãà¹ íàáëèæåííÿ
íå òiëüêè ñàìî¨ ôóíêöi¨, à é ¨¨ ïîõiäíèõ. Äëÿ öüî-
ãî âèêîðèñòîâóþòü åðìiòîâi ñïëàéíè [1, 2]. Ç ìåòîþ
ïîêðàùàííÿ òî÷íîñòi íàáëèæåííÿ ôóíêöié ñïëàéíà-
ìè ÿê ëàíêè ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íå òiëüêè ìíî-
ãî÷ëåíè, à é íåëiíiéíi çà ïàðàìåòðàìè âèðàçè

F (A; x) = F (a0, a1, . . . , am; x) . (1)

Ó [5, 7, 6, 9] îòðèìàíî âèðàçè äëÿ ïàðàìåòðiâ åðìi-
òîâèõ ñïëàéíiâ ç ëîãàðèôìi÷íèìè ëàíêàìè, ëàíêàìè
ó âèãëÿäi äîáóòêó ñòåïåíåâî¨ i åêñïîíåíöiàëüíî¨ ôóí-
êöi¨, ëàíêàìè ó âèãëÿäi ñóìè åêñïîíåíòè i ìíîãî÷-
ëåíà, âiäíîøåííÿ ìíîãî÷ëåíà äî ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨;
â [3, 4] ôîðìóëè äëÿ ïîõèáîê íàáëèæåííÿ ôóíêöié
ìíîãî÷ëåííèìè åðìiòîâèìè ñïëàéíàìè. Çà àíàëîãi-
¹þ äî ÷åáèøîâñüêèõ íåëiíiéíèõ íàáëèæåíü [10] ó [8]
äîâåäåíî òåîðåìó, ÿêà äà¹ çìîãó çâîäèòè íàáëèæåí-
íÿ íåëiíiéíèìè åðìiòîâèìè ñïëàéíàìè çi ñêëàäíèìè
âèðàçàìè â ëàíêàõ (íàïðèêëàä, ñòåïåíåâèé âèðàç âiä
ìíîãî÷ëåíà) äî ìíîãî÷ëåííîãî åðìiòîâîãî ñïëàéíà.

I. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Íà ìíîæèíi X= {x∈X : a=x0<x1< . . . <xr=b} çà-

äàíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f (x) ∈ Cn [a, b] òà ¨¨ ïîõiäíèõ
äî n-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. Ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè åð-
ìiòîâèé ñïëàéí (òîáòî çíàéòè âèðàçè äëÿ ïàðàìåòðiâ
ëàíêè) ç åêñïîíåíöiàëüíîþ ëàíêîþ

F (A; x) = a0 exp

(
m∑

i=1

aix
i

)
, x > 0, (2)

äå ai � ïàðàìåòðè ëàíêè ñïëàéíà; m + 1 � êiëüêiñòü
ïàðàìåòðiâ (m ≥ 3).

Ìåòà ðîáîòè � ïîáóäóâàòè åðìiòîâi ñïëàéíè ç åêñ-
ïîíåíöiàëüíèìè ëàíêàìè i äîâåñòè îáìiííi òåîðåìè,
ÿêi óìîæëèâëþþòü çâåñòè íàáëèæåííÿ ôóíêöié åð-
ìiòîâèìè ñïëàéíàìè ç åêñïîíåíöiàëüíèìè ëàíêàìè
äî ìíîãî÷ëåííèõ åðìiòîâèõ ñïëàéíiâ. Ç öèõ òåîðåì
âèïëèâàþòü âëàñòèâîñòi, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà
îòðèìàòè àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ ÿäðà ïîõèáêè ðiâíî-
ìiðíîãî (ç îäíàêîâîþ ìàêñèìàëüíîþ ïîõèáêîþ íà êî-
æíié ëàíöi) íàáëèæåííÿ ôóíêöié åðìiòîâèìè ñïëàé-
íàìè ç åêñïîíåíöiàëüíèìè ëàíêàìè.

II. Îçíà÷åííÿ åðìiòîâèõ ñïëàéíiâ
ç íåëiíiéíèìè çà ïàðàìåòðàìè
âèðàçàìè â ëàíêàõ

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ åðìiòîâèõ ñïëàéíiâ ç íåëiíié-
íèìè çà ïàðàìåòðàìè âèðàçàìè â ëàíêàõ (äàëi íåëi-
íiéíi åðìiòîâi ñïëàéíè) ç ïàðíîþ i íåïàðíîþ êiëüêiñ-
òþ ïàðàìåòðiâ.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé f (x), F (A;x) =
F (a0, a1, . . . , am; x) ∈ Cn [a, b]. Íà ìíîæèíi X =
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Íàáëèæåííÿ ôóíêöié åðìiòîâèìè ñïëàéíàìè ç åêñïîíåíöiàëüíèìè ëàíêàìè

{x ∈ X : a = x0 < x1 < . . . < xr = b} çàäàíi çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ f (x) òà ¨¨ ïîõiäíèõ äî n-ãî ïîðÿäêó âêëþ-
÷íî. Íåëiíiéíèì åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ïàðíîþ êiëü-
êiñòþ ïàðàìåòðiâ m + 1 (m = 2n + 1) íàçèâàòè-
ìåìî ôóíêöiþ

S (A; x) =
r∑

k=1

F (Ak; x) ∗ θ ((x− xk−1) (xk − x)), (3)

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü

f (i) (xk)− S(i) (Ak; xk) = 0; i = 0, n; k = 0, r, (4)

äå Ak � ïàðàìåòðè ñïëàéíà íàk-é ëàíöi; θ (u) � ôóíê-
öiÿ Õåâiñàéäà;

θ (u) =
{

1, u ≥ 0
0, u < 0 .

Iç ñèñòåìè (4) âèïëèâà¹, ùî S (A; x) ∈ Cn [a, b].
Âèðàç F (Ak; x) íàçèâà¹òüñÿ ëàíêîþ åðìiòîâîãî
ñïëàéíà. Ïîõèáêà íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨f (x) çà äîïî-
ìîãîþ åðìiòîâîãî ñïëàéíà S (A; x) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
çâàæåíîþ âiääàëëþ (ôóíêöi¹þ ïîõèáêè)

ρ (x) = [f (x)− S (A, x)]/w (x), (5)

äå âàãà íàáëèæåííÿ w (x) ∈ Cn [a, b], w (x) 6= 0 ïðè
x ∈ [a, b].

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé f (x), F (A;x) =
F (a0, a1, . . . , am; x) ∈ Cn [a, b]. Íà ìíîæèíi X =
{x ∈ X : a = x0 < x1 < . . . < xr = b} çàäàíi çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ f (x) òà ¨¨ ïîõiäíèõ äî n-ãî ïîðÿäêó âêëþ-
÷íî, à íà ìíîæèíi X ′ = {x′i}r

i=1 = {(xi−1 + xi)/2}r
i=1

çàäàíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f (x). Íåëiíiéíèì åðìiòî-
âèì ñïëàéíîì ç íåïàðíîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ
m + 1 (m = 2n + 2) íàçèâàòèìåìî ôóíêöiþ âèäó
(3), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü
{

f (i) (xk)− S(i) (A; xk) = 0; i = 0, n; k = 0, r
f (x′k)− S (A; x′k) = 0, k = 1, r.

(6)
Iç îçíà÷åíü âèïëèâà¹, ùî äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðà-

ìåòðiâ êîæíî¨ ëàíêè êîíêðåòíîãî íåëiíiéíîãî åðìi-
òîâîãî ñïëàéíà íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü
(4) àáî (6).

III. Âèâåäåííÿ ôîðìóë äëÿ ïàðàìåò-
ðiâ åðìiòîâèõ ñïëàéíiâ ç åêñïî-
íåíöiàëüíèìè ëàíêàìè

Ñiìåéñòâî öèõ åðìiòîâèõ ñïëàéíiâ ìà¹ ëàíêó, ÿêó
ïîäàíî âèðàçîì (2). Îñêiëüêè íàáëèæàþ÷èé âèðàç
(2) íå çìiíþ¹ çíàêà, òî öèì âèðàçîì ìîæíà íàáëè-
æóâàòè ôóíêöi¨, ùî íå çìiíþþòü çíàêà. Ïðèïóñòèìî
äëÿ êîíêðåòíîñòi, ùî f (x) > 0. Ïîáóäó¹ìî ëàíêè åð-
ìiòîâîãî ñïëàéíà ïðè m = 3 i m = 4.

Ïðè m = 3 îòðèìà¹ìî åðìiòîâèé ñïëàéí ç ïàð-
íîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ m + 1 = 4. Ëàíêà òàêîãî
ñïëàéíà ìà¹ âèãëÿä

F (A; x) = a0 exp
(
a1x + a2x

2 + a3x
3
)
. (7)

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 1 ïàðàìåòðè ëàíêè åðìiòîâî-
ãî ñïëàéíà (3) ç ëàíêîþ (7) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi
ðiâíÿíü (4)





f0 − a0 exp
(
a1x0 + a2x

2
0 + a3x

3
0

)
= 0

f ′0 − a0

(
a1 + 2a2x0 + 3a3x

2
0

)×
× exp

(
a1x0 + a2x

2
0 + a3x

3
0

)
= 0

f1 − a0 exp
(
a1x1 + a2x

2
1 + a3x

3
1

)
= 0

f ′1 − a0

(
a1 + 2a2x1 + 3a3x

2
1

)×
× exp

(
a1x1 + a2x

2
1 + a3x

3
1

)
= 0

, (8)

äå x0 � ëiâà, à x1 � ïðàâà ãðàíèöi ëàíêè; x0 < x1,
f

(j)
i = f (j) (xi), i = 0, 1, j = 0, 1. Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó
(8) ùîäî íåâiäîìèõ ai, i = 0, 3.

Iç ïåðøîãî i òðåòüîãî ðiâíÿíü ñèñòåìè çíàõîäèìî
âèðàçè äëÿ ïàðàìåòðà a0:

a0 = f0 exp
(− (

a1x0 + a2x
2
0 + a3x

3
0

))
,

a0 = f1 exp
(− (

a1x1 + a2x
2
1 + a3x

3
1

))
. (9)

Ïðèðiâíþ¹ìî ìiæ ñîáîþ âèðàçè äëÿ a0 i îòðèìà-
¹ìî âèðàç äëÿ a1:

a1=
1

x1−x0

(
ln

f1

f0
−a3

(
x3

1−x3
0

)−a2

(
x2

1−x2
0

))
. (10)

Ïiäñòàâëÿ¹ìî ïåðøèé âèðàç äëÿa0 i âèðàç äëÿ a1

â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (8) i îòðèìà¹ìî

a3

(
2x2

0−x0x1−x2
1

)
+a2 (x0−x1)=

f ′0
f0

+
ln f0

f1

x1−x0
. (11)

Ïiäñòàâëÿ¹ìî äðóãèé âèðàç äëÿ a0 i âèðàç äëÿ a1

â ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (8) i îòðèìà¹ìî

a3

(
2x2

1−x0x1−x2
0

)
+a2 (x1−x0)=

f ′1
f1

+
ln f0

f1

x1−x0
. (12)

Ìè îòðèìàëè ñèñòåìó äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (11)
i (12) ùîäî äâîõ íåâiäîìèõ a2 i a3. Ðîçâ'ÿçàâøè ¨¨,
îòðèìà¹ìî

a3 =

f ′1
f1

+
f ′0
f0

+ 2
ln

f0

f1

x1 − x0

(x1 − x0)
2 , (13)

a2 =

(
2x2

0 − x0x1 − x2
1

)
a3 − f ′0

f0
−

ln
f0

f1

x1 − x0

x1 − x0
.

Iç ôîðìóë (9), (10) i (13) äëÿ ïàðàìåòðiâ a0, a1,
a2 i a3 âèïëèâà¹, ùî íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ
íàáëèæåííÿ åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ëàíêîþ (7) ¹ âè-
êîíàííÿ óìîâè f (x) > 0.
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ß. Ïiçþð

Ïðè m = 4 îòðèìà¹ìî åðìiòîâèé ñïëàéí ç íåïàð-
íîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ m + 1 = 5. Ëàíêà òàêîãî
ñïëàéíà ìà¹ âèãëÿä

F (A; x) = a0 exp
(
a1x + a2x

2 + a3x
3 + a4x

4
)
. (14)

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 2 ïàðàìåòðè ëàíêè (14) åð-
ìiòîâîãî ñïëàéíà (3) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi ðiâíÿíü
(6):





f0−a0 exp
(
a1x0+a2x

2
0+a3x

3
0+a4x

4
0

)
=0

f ′0−a0

(
a1+2a2x0+3a3x

2
0+4a4x

3
0

)×
× exp

(
a1x0+a2x

2
0+a3x

3
0+a4x

4
0

)
=0

f1−a0 exp
(
a1x1+a2x

2
1+a3x

3
1+a4x

4
1

)
=0

f2−a0 exp
(
a1x2+a2x

2
2+a3x

3
2+a4x

4
2

)
=0

f ′2−a0

(
a1+2a2x2+3a3x

2
2+4a4x

3
2

)×
× exp

(
a1x2+a2x

2
2+a3x

3
2+a4x

4
2

)
=0

, (15)

äå x0 < x1 < x2, f
(j)
i = f (j) (xi), i = 0, 2, j = 0, 1. Ðîç-

â'ÿæåìî ñèñòåìó (15) ùîäî íåâiäîìèõ ai, i = 0, 4. Iç
ïåðøîãî, òðåòüîãî i ÷åòâåðòîãî ðiâíÿíü ñèñòåìè (15)
çíàéäåìî âèðàçè äëÿ a0:

a0 = fi exp
(− (

a1xi + a2x
2
i + a3x

3
i + a4x

4
i

))
,

i = 0, 2.
(16)

Ïðèðiâíÿâøè âèðàçè äëÿ a0 (16) iç ïåðøîãî i ÷å-
òâåðòîãî òà ïåðøîãî i òðåòüîãî ðiâíÿíü ñèñòåìè (15),
îòðèìà¹ìî äâà âèðàçè äëÿ a1:

a1 =
1

x1 − x0

(
ln

f1

f0
− a4

(
x4

1 − x4
0

)−
−a3

(
x3

1 − x3
0

)− a2

(
x2

1 − x2
0

) )
,

(17)

a1 =
1

x2 − x0

(
ln

f2

f0
− a4

(
x4

2 − x4
0

)−
−a3

(
x3

2 − x3
0

)− a2

(
x2

2 − x2
0

) )
.

(18)

Ïðèðiâíÿâøè ìiæ ñîáîþ âèðàçè äëÿ a1 iç (17) i
(18), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

α1 = β1a4 + ζ1a3 + γ1a2, (19)

äå

α1 =
ln

(
f1

f0

)

x1 − x0
−

ln
(

f2

f0

)

x2 − x0
,

β1 = (x1 + x0)
(
x2

1 + x2
0

)− (x2 + x0)
(
x2

2 + x2
0

)
,

ζ1 = x3
1 − x3

2 + x0x1(x0 + x1)−
−x0x2 (x0 + x2) ,

γ1 = x1 − x2.

Ïiäñòàâèâøè ïåðøèé âèðàç äëÿ a0 (16) i ïåðøèé
âèðàç äëÿ a1 (17) â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (15), îòðè-
ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

α2 = β2a4 + ζ2a3 + γ2a2, (20)
äå

α2 =
ln

(
f1

f0

)

x1 − x0
− f ′0

f0
,

β2 = x3
1 + x0x1 (x0 + x1)− 3x3

0,

ζ2 = x2
1 + x0x1 − 2x2

0,

γ2 = x1 − x0.

Ïiäñòàâèâøè òðåòié âèðàç äëÿ a0 (16) i ïåðøèé
âèðàç äëÿ a1 (17) â ï'ÿòå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (15), îòðè-
ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

α3 = β3a4 + ζ3a3 + γ3a2, (21)
äå

α3 =
ln

(
f1

f0

)

x1 − x0
− f ′2

f2
,

β3 = (x0 + x1)
(
x2

0 + x2
1

)− 4x3
2,

ζ3 = x2
1 + x0x1 + x2

0 − 3x2
2,

γ3 = x1 + x0 − 2x2.

Ìè îòðèìàëè ñèñòåìó òðüîõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (19�
21) ùîäî òðüîõ íåâiäîìèõ a2, a3 i a4. Ðîçâ'ÿçàâøè ¨¨,
îòðèìà¹ìî

a2 =
(α2β1 − α1β2) (ζ3β1 − ζ1β3)− (ζ2β1 − ζ1β2) (α3β1 − α1β3)
(γ1β2 − γ2β1) (ζ1β3 − ζ3β1) + (ζ2β1 − ζ1β2) (γ1β3 − γ3β1)

,

a3 =
α2β1 − α1β2 + (γ1β2 − β1γ2) a2

β1ζ2 − ζ1β2
, (22)
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Íàáëèæåííÿ ôóíêöié åðìiòîâèìè ñïëàéíàìè ç åêñïîíåíöiàëüíèìè ëàíêàìè

a4 =
α1 − ζ1a3 − γ1a2

β1
.

Iç ôîðìóë (16), (17), (18) i (22) äëÿ ïàðàìåòðiâa0,
a1, a2, a3 i a4 âèïëèâà¹, ùî íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíó-
âàííÿ íàáëèæåííÿ åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ëàíêîþ (14)
¹ âèêîíàííÿ óìîâè f (x) > 0.

Ïðèêëàä 1. Äëÿ ôóíêöi¨ f (x) =
1

2 + x2
íà ií-

òåðâàëi [0.1, 0.5] ïîáóäóâàòè åðìiòîâèé ñïëàéí ç
åêñïîíåíöiàëüíîþ ëàíêîþ (7) i åðìiòîâèé êóái÷íèé
ñïëàéí ç ëàíêîþ F (B, x) = b0 + b1x + b2x

2 + b3x
3,

çíàéòè ÷èñëîâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ëàíîê, îöiíèòè
ïîõèáêè íàáëèæåííÿ.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðiâ ai, i = 0, 3 åðìiòî-
âîãî ñïëàéíà ç åêñïîíåíöiàëüíîþ ëàíêîþ ñêîðèñòà-
¹ìîñü ôîðìóëàìè (9), (10) i (13). Âèðàçè äëÿ ïà-
ðàìåòðiâ êóái÷íîãî åðìiòîâîãî ñïëàéíà ìîæíà çíà-
éòè iç ñèñòåìè (4). Âîíà ¹ ëiíiéíîþ ùîäî ïàðàìåòðiâ
bi, i = 0, 3. Ðîçâ'ÿçàâøè ¨¨, îòðèìà¹ìî ôîðìóëè äëÿ
îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ:

b3 =
2

(
f ′1 + f ′0

2
− f1 − f0

h

)

h2
,

b2 =
1
2

(
f ′1 − f ′0

h
− 3b3 (x0 + x1)

)
,

b1 =
f1 − f0

h
− b3

(
x2

0 + x0x1 + x2
1

)− b2 (x0 + x1) ,

b0 = 1
2

(
f1 + f0 + b3

(
x3

0 + x3
1

)− b2

(
x2

0 + x2
1

)−
−b1 (x0 + x1)

)
.

Ìàêñèìàëüíi çíà÷åííÿ àáñîëþòíî¨∆ i âiäíîñíî¨ δ
ïîõèáîê íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨f (x) îá÷èñëèìî çà ôîð-
ìóëîþ (5). Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü íàâåäåíî â òàáëèöi:

Åêñïîíåíöiàëüíà ëàíêà Êóái÷íà ëàíêà
a0 4.9988731106E-1 b0 4.9981161082E-1
a1 1.2519086701E-1 b1 4.6643509954E-3
a2 -5.4384922641E-1 b2 -2.8800167215E-1
a3 5.5116317105E-3 b3 1.1440860927E-1
∆ 5.8315966726E-5 ∆ 8.9808566827E-5
δ 1.2159323397E-4 δ 1.8711411625E-4

ßê ìîæíà ïîáà÷èòè, åðìiòîâèé ñïëàéí ç
åêñïîíåíöiàëüíîþ ëàíêîþ íàáëèæà¹ ôóíêöiþ
f (x) =

1
2 + x2

êðàùå, íiæ êóái÷íèé åðìiòîâèé
ñïëàéí, áî éîãî ìàêñèìàëüíi àáñîëþòíà i âiäíîñíà
ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ¹ ìåíøèìè âiä ïîõèáîê êóái-
÷íîãî åðìiòîâîãî ñïëàéíà.

IV. Îáìiííi òåîðåìè äëÿ åðìiòîâèõ
ñïëàéíiâ ç åêñïîíåíöiàëüíèìè
ëàíêàìè

Ç [10] âiäîìî, ùî çíàõîäæåííÿ íàéêðàùîãî
÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ äåÿêèìè íåëiíiéíèìè âè-
ðàçàìè ìîæíà çâåñòè äî çíàõîäæåííÿ íàéêðàùîãî
÷åáèøîâñüêîãî íàáëèæåííÿ ìíîãî÷ëåíàìè. Â îñíî-
âó òàêîãî çâåäåííÿ ïîêëàäåíî îáìiííi òåîðåìè. Ïî-
êàæåìî, ùî àíàëîãi÷íi òåîðåìè iñíóþòü òàêîæ i äëÿ
åðìiòîâèõ ñïëàéíiâ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨ y (x) = ln
∣∣∣ f(x)

g(x)

∣∣∣,
(y (x), f (x), g (x) ∈ Cn [a, b], f (x) g (x) 6= 0 ïðè
x ∈ [a, b]) iñíó¹ ¹äèíå íàáëèæåííÿ åðìiòîâèì ñïëàé-
íîì ç ïàðíîþ êiëüêiñòþm+1 ïàðàìåòðiâ ç âóçëàìè
{xk}r

k=0 (xk < xk+1) i ëàíêàìè âèäó

β0k + χ (x, β1k, ..., βmk) = β0k + χ (x) , (23)

m = 2n + 1, k = 1, r.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ f (x) íà ïðîìiæêó [a, b] ç òèìè
ñàìèìè âóçëàìè iñíó¹ ¹äèíå íàáëèæåííÿ åðìiòîâèì
ñïëàéíîì ç ïàðíîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ i ëàíêàìè
âèäó

Akg (x) exp (χ (x, α1k, ..., αmk)) ≡
≡ Akg (x) exp (χ (x)) , Ak 6= 0, k = 1, r.

(24)

Íåõàé ∆k

(
k = 1, r

)
� âåëè÷èíà íàéáiëüøî¨ àáñî-

ëþòíî¨ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ y (x) íà ïðî-
ìiæêó [xk, xk+1] åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ëàíêîþ (23),
à δk

(
k = 1, r

)
� âåëè÷èíà íàéáiëüøî¨ âiäíîñíî¨ ïîõèá-

êè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f (x) íà ïðîìiæêó [xk, xk+1]
åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ëàíêîþ âèäó (24). Òîäi ìiæ
ïàðàìåòðàìè íàáëèæåíü iñíóþòü ñïiââiäíîøåííÿ

Ak = exp (β0k) , αik = βik, i = 1, m; (25)

δk = 1− exp (−∆k) , k = 1, r. (26)

¤ Äîâåäåííÿ. Ñïëàéí ç ëàíêîþ âèäó (23) õà-
ðàêòåðèçó¹òüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü

y(i) (xk−1)− (β0k + χ (xk−1))
(i) = 0,

y(i) (xk)− (β0k + χ (xk))(i) = 0, (27)

k = 1, r, i = 0, n,

à ñïëàéí ç ëàíêîþ âèäó (24) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ, çãiäíî
ç (5), ñèñòåìîþ ðiâíÿíü
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ß. Ïiçþð

(
1− g (xk−1)

f (xk−1)
Ak exp (χ (xk−1))

)(i)

= 0,

(
1− g (xk)

f (xk)
Ak exp (χ (xk))

)(i)

= 0, (28)

k = 1, r, i = 0, n.

Äàëi áóäåìî îïóñêàòè iíäåêñ, ÿêèé âêàçó¹ íà íà-
ëåæíiñòü ïàðàìåòðà äî k-¨ ëàíêè. Iç ñèñòåìè (28) ïðè
i = 0 ìàòèìåìî

1− g (x)
f (x)

A exp (χ (x)) = 0.

Ïîäàìî A ÿê exp (β0), ïðîëîãàðèôìó¹ìî öå ðiâíÿ-
ííÿ i îòðèìà¹ìî

ln
∣∣∣∣
f (x)
g (x)

∣∣∣∣− β0 − χ (x) = 0,

äå ln
∣∣∣∣
f (x)
g (x)

∣∣∣∣ ≡ y (x). Òîáòî ïðè i = 0 ðiâíÿííÿ iç ñè-
ñòåìè (28) çâåäåíå äî ðiâíÿííÿ iç ñèñòåìè (27).

Ïðè i = 1 ðiâíÿííÿ iç ñèñòåìè (28) ìà¹ âèãëÿä

A exp (χ (x))
f (x)

(
g (x) f ′ (x)

f (x)
− g′ (x)− g (x) χ′ (x)

)
= 0.

Ïîìíîæèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê öüîãî ðiâíÿí-
íÿ íà g (x):

Ag (x) exp (χ (x))
f (x)

((
ln

∣∣∣∣
f (x)
g (x)

∣∣∣∣
)′
− χ′ (x)

)
= 0.

Îñêiëüêè ç óìîâè òåîðåìèA, f (x), g (x) íå äîðiâ-
íþþòü íóëþ, òî ðiâíiñòü äîñÿãàòèìåòüñÿ çà óìîâè,
ùî

(
ln

∣∣∣∣
f (x)
g (x)

∣∣∣∣
)′
− χ′ (x) = 0,

à öå i ¹ ðiâíÿííÿ iç ñèñòåìè (27) ïðè i = 1.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨,

ïîêàæåìî, ùî ðiâíÿííÿ iç ñèñòåìè (28) çâîäÿòüñÿ äî
ðiâíÿíü iç ñèñòåìè (27) çà äîâiëüíèõ i. Íåõàé öå äî-
âåäåíî äëÿ i = s− 1. Äîâåäåìî äëÿ i = s. Ðiâíÿííÿ iç
ñèñòåìè (27) ïðè i = s

(
ln

∣∣∣∣
f (x)
g (x)

∣∣∣∣
)(s)

− χ(s) (x) = 0.

Äëÿ i = s− 1 ðiâíÿííÿ iç ñèñòåìè (28) ìà¹ âèãëÿä

Ag (x) exp (χ (x))
f (x)

[(
ln

∣∣∣∣
f (x)
g (x)

∣∣∣∣
)(s−1)

− χ(s−1) (x)

]
= 0.

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî öå ðiâíÿííÿ i îòðèìà¹ìî

A

[(
g (x) exp (χ (x))

f (x)

)′
×

×
((

ln
∣∣∣∣
f (x)
g (x)

∣∣∣∣
)(s−1)

− χ(s−1) (x)

)
+

+
g (x) exp (χ (x))

f (x)

((
ln

∣∣∣∣
f (x)
g (x)

∣∣∣∣
)(s)

− χ(s) (x)

)]
= 0.

Ïåðøèé äîäàíîê â êâàäðàòíèõ äóæêàõ äîðiâíþ¹
íóëþ ÷åðåç ðiâíiñòü íóëþ îñòàííüîãî ñïiâìíîæíèêà.
Ðiâíÿííÿ íàáåðå âèãëÿäó

Ag (x) exp (χ (x))
f (x)

[(
ln

∣∣∣∣
f (x)
g (x)

∣∣∣∣
)(s)

− χ(s) (x)

]
= 0.

Ìíîæíèê, ÿêèé ñòî¨òü ïåðåä êâàäðàòíèìè äóæ-
êàìè, íå äîðiâíþ¹ íóëþ ç óìîâ òåîðåìè, îòæå, íóëþ
äîðiâíþ¹ âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ. À öå i ¹ ðiâíÿ-
ííÿ iç ñèñòåìè (27). Îòæå, ìè äîâåëè, ùî çà äîâiëü-
íèõ i ðiâíÿííÿ â ñèñòåìàõ (27) i (28) åêâiâàëåíòíi,
à, çíà÷èòü, i ñèñòåìè ðiâíîñèëüíi. Òîìó αi = βk ïðè
i = 1, m, à A = exp (β0).

Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåííÿ (26) äëÿ
ïîõèáîê íàáëèæåííÿ. Îñêiëüêè ñèñòåìè (27) i (28)
ðiâíîñèëüíi, òî òî÷êè, â ÿêèõ äîñÿãàþòüñÿ ìàêñè-
ìàëüíi ïîõèáêè, çáiãàþòüñÿ. Íåõàé x̂ òî÷êà, â ÿêié
äîñÿãà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíà ïîõèáêà íàáëèæåííÿ ôóí-
êöi¨ y (x) åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ëàíêîþ (23). Òîäi ïî-
õèáêà â öié òî÷öi äîðiâíþ¹

∆k = y (x̂)− β0 − χ (x̂) .

Iç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

1− exp (−∆k) = 1− g (x̂)
f (x̂)

A exp (χ (x̂)) .

Ó ïðàâié ÷àñòèíi ìà¹ìî âiäíîñíó ïîõèáêó
íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f (x) åðìiòîâèì ñïëàéíîì
ç ëàíêîþ (24) íà ïðîìiæêó [xk, xk+1]. Çâiäñè
δk = 1− exp (−∆k). Òåîðåìà äîâåäåíà. ¥

Çà äîïîìîãîþ öi¹¨ òåîðåìè ìîæíà çâåñòè çíàõî-
äæåííÿ íàáëèæåííÿ åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ëàíêîþ
(24) äî çíàõîäæåííÿ íàáëèæåííÿ åðìiòîâèì ñïëàé-
íîì ç áiëüø ïðîñòîþ ëàíêîþ (23). Çîêðåìà, íà-
áëèæåííÿ ôóíêöi¨ f (x) åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ëàí-

êîþ A exp

(
m∑

j=1

αjx
j

)
çâîäèòüñÿ äî íàáëèæåííÿ ôóí-

êöi¨ y (x) = ln |f (x)| åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ëàíêîþ
m∑

j=0

βjx
j . Ïðè öüîìó íàéáiëüøà âiäíîñíà ïîõèáêà ïåð-

øîãî íàáëèæåííÿ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç íàéáiëüøó àá-
ñîëþòíó ïîõèáêó äðóãîãî íàáëèæåííÿ.

Äëÿ åðìiòîâèõ ñïëàéíiâ ç íåïàðíîþ êiëüêiñòþ ïà-
ðàìåòðiâ ñïðàâåäëèâà òàêà ñàìà îáìiííà òåîðåìà, ùî
é äëÿ åðìiòîâèõ ñïëàéíiâ ç ïàðíîþ êiëüêiñòþ ïàðà-
ìåòðiâ.
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Íàáëèæåííÿ ôóíêöié åðìiòîâèìè ñïëàéíàìè ç åêñïîíåíöiàëüíèìè ëàíêàìè

Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨ y (x) = ln

∣∣∣∣
f (x)
g (x)

∣∣∣∣,
(y (x), f (x), g (x) ∈ Cn [a, b], f (x) g (x) 6= 0 ïðè
x ∈ [a, b]) iñíó¹ ¹äèíå íàáëèæåííÿ åðìiòîâèì ñïëàé-
íîì ç íåïàðíîþ êiëüêiñòþm+1 ïàðàìåòðiâ ç âóçëà-
ìè {xk}r

k=0 (xk < xk+1) i ëàíêàìè âèäó

β0k + χ (x, β1k, ..., βmk) = β0k + χ (x) , (29)

m = 2n + 2, k = 1, r.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ f (x) íà ïðîìiæêó [a, b] ç òèìè
ñàìèìè âóçëàìè iñíó¹ ¹äèíå íàáëèæåííÿ åðìiòîâèì
ñïëàéíîì ç íåïàðíîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ i ëàíêà-
ìè âèäó

Akg (x) exp (χ (x, α1k, ..., αmk)) ≡
≡ Akg (x) exp (χ (x)) , Ak 6= 0, k = 1, r.

(30)

Íåõàé ∆k

(
k = 1, r

)
� âåëè÷èíà íàéáiëüøî¨ àáñî-

ëþòíî¨ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ y (x) íà ïðî-
ìiæêó [xk, xk+1] åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ëàíêîþ (29),
à δk

(
k = 1, r

)
� âåëè÷èíà íàéáiëüøî¨ âiäíîñíî¨ ïîõèá-

êè íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f (x) íà ïðîìiæêó [xk, xk+1]
åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç ëàíêîþ âèäó (30). Òîäi ìiæ
ïàðàìåòðàìè íàáëèæåíü iñíóþòü ñïiââiäíîøåííÿ

Ak = exp (β0k) , αik = βik, i = 1,m, (31)

δk = 1− exp (−∆k) , k = 1, r. (32)

¤ Äîâåäåííÿ. Â òåîðåìi 1 äî ñèñòåìè ðiâíÿíü
(27) äîäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

y (z)− (β0 + χ (z)) = 0, z =
(xk + xk+1)

2
, (33)

à äî ñèñòåìè ðiâíÿíü (28) ðiâíÿííÿ

1− g (z)
f (z)

A exp (χ (z)) = 0. (34)

Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè äëÿ åðìiòîâèõ ñïëàé-
íiâ ç íåïàðíîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ íåîáõiäíî äî-
âåñòè åêâiâàëåíòíiñòü ðiâíÿíü (33) i (34). Äëÿ öüîãî
ïåðåïèøåìî (34) ó âèãëÿäi

f (z)
g (z)

= A exp (χ (z)) ,

ïðîëîãàðèôìó¹ìî i îòðèìà¹ìî

ln
(

f (z)
g (z)

)
= ln (A) + χ (z) ,

äå iç óìîâè òåîðåìè 2 ln
∣∣∣∣
f (x)
g (x)

∣∣∣∣ = y (x), à
ln (A) = β0. Òîáòî ðiâíÿííÿ (34) çâåäåíî äî (33). Òå-
îðåìà äîâåäåíà. ¥

Ïðèêëàä 1. Äëÿ ôóíêöi¨ f (x) =
1

2 + x2
ïåðåâi-

ðèòè ïðàâèëüíiñòü îáìiííî¨ òåîðåìè.
Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f (x) åðìi-
òîâèì ñïëàéíîì ç åêñïîíåíöiàëüíîþ ëàíêîþ (2) ìî-
æíà çàìiíèòè íàáëèæåííÿì ôóíêöi¨ ln f (x) ìíîãî-
÷ëåííèì åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç òàêîþ ñàìîþ êiëüêi-
ñòþ ïàðàìåòðiâ. Çíàéäåìî ïàðàìåòðè êóái÷íîãî åðìi-
òîâîãî ñïëàéíà, ÿêèé íà iíòåðâàëi [0.1; 0.5] íàáëèæà¹
ôóíêöiþ f (x) = ln

(
1

2 + x2

)
. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹-

ìîñü ôîðìóëàìè, íàâåäåíèìè â ïðèêëàäi 1. Â ðåçóëü-
òàòi îòðèìà¹ìî òàêi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ íàáëèæåí-
íÿ b0 = −6.9337258384E − 1, b1 = 1.2519086704E − 1,
b2 = −5.4384922644E − 1, b3 = 5.5116317149E − 3,
∆ = 1.2160062943E − 4. Áà÷èìî, ùî bi = ai, i = 1, 3,
äå ai � ïàðàìåòðè íàáëèæåííÿ f (x) =

1
2 + x2

åð-
ìiòîâèì ñïëàéíîì ç åêñïîíåíöiàëüíîþ ëàíêîþ (äèâ.
ïðèêëàä 1). Çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè a0 ïîâèííî
äîðiâíþâàòè exp (b0), ïðîåêñïîíó¹ìî b0 i îòðèìà¹ìî
exp (−6.9337258384E − 1) = 0.499887311061 = a0.
Ïåðåâiðèìî ðiâíiñòü ïîõèáîê íàáëèæåíü çãiäíî ç (26):

1− exp (−∆) = 1− 0.999311639 =
= 0.12159323637E − 4 ≈ δ.

V. Ïîõèáêè íàáëèæåííÿ íåëiíiéíèìè
åðìiòîâèìè ñïëàéíàìè

Ç [5] âiäîìî, ùî ìàêñèìàëüíà ïîõèáêàµ áàëàíñíî-
ãî (ç îäíàêîâîþ ìàêñèìàëüíîþ ïîõèáêîþ íà êîæíié
ëàíöi) íàáëèæåííÿ íåëiíiéíèìè åðìiòîâèìè ñïëàéíà-
ìè ç ïàðíîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ ó ëàíöi ìà¹ âèãëÿä

µ =
1

2m+1 (m + 1)!rm+1




b∫

a

∣∣∣∣
η (f, F )
w (x)

∣∣∣∣
1

m+1

dx



m+1

×

×
[
1 + O

(
b− a

r

)]
,

(35)
à äëÿ åðìiòîâèõ ñïëàéíiâ ç íåïàðíîþ êiëüêiñòþ ïà-
ðàìåòðiâ

µ =
M

(m + 1)!rm+1




b∫

a

∣∣∣∣
η (f, F )
w (x)

∣∣∣∣
1

m+1

dx




m+1

×

×
[
1 + O

(
b− a

r

)]
,

(36)

äå r � êiëüêiñòü ëàíîê ñïëàéíà íà iíòåðâàëi [a, b],
w (x) � âàãîâà ôóíêöiÿ, η (f, F ) � ÿäðî ïîõèáêè íà-
áëèæåííÿ, M =

∥∥∥((1− t) t)m−k+1 (
t− 1

2

)∥∥∥
C[0,1]

, k �
äåôåêò åðìiòîâîãî ñïëàéíà. Äëÿ åðìiòîâîãî ñïëàé-
íà ç ëàíêîþ (14) êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ m + 1 = 5,

Applied mathematics 73
Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



ß. Ïiçþð

äåôåêò ñïëàéíà çà îçíà÷åííÿì k = 3, âåëè÷èíà
M = 0.8944271E − 2.

Ùîá ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëàìè (35) i (36), ïî-
òðiáíî ìàòè âèðàç äëÿ ÿäðà ïîõèáêè íàáëèæåí-
íÿ η (f, F ), ÿêèé áè íå çàëåæàâ âiä ïàðàìåòðiâ
a0, a1, . . . , am ëàíêè ñïëàéíà F (A; x). Âèðàçè äëÿ
êîíêðåòíèõ ÿäåð ìîæíà çíàéòè, âèêîðèñòîâóþ÷è
âëàñòèâîñòi ÿäåð ïîõèáîê, ÿêi âèïëèâàþòü iç îáìií-
íèõ òåîðåì.

Âëàñòèâiñòü 1. Íåõàé f (x) > 0 ïðè x ∈ [a, b].
Òîäi

η (f, exp F ) = f (x) η (ln f, F ) . (37)

¤ Äîâåäåííÿ. Iç òåîðåì 1 i 2 âèïëèâà¹, ùî íà-
áëèæåííÿ ôóíêöi¨ f (x) íà [a, b] åðìiòîâèì ñïëàéíîì
ç ëàíêîþ exp F (A; x) ìîæå áóòè çíàéäåíî ÷åðåç íà-
áëèæåííÿ ôóíêöi¨ ln f (x) íà öüîìó æ ïðîìiæêó åðìi-
òîâèì ñïëàéíîì ç ëàíêîþF (A;x). Ïðè öüîìó iç ôîð-
ìóëè (26) âèïëèâà¹, ùî ìàêñèìàëüíà âiäíîñíà ïîõèá-
êà δ0 ïåðøîãî íàáëèæåííÿ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ìàêñè-
ìàëüíó àáñîëþòíó ïîõèáêó ∆0 äðóãîãî íàáëèæåííÿ

δ0 = 1− exp (−∆0) = ∆0 + o

(
∆2

0

2

)
.

Iç ðiâíîñòi ïîõèáîê i ôîðìóëè (35) ìàòèìåìî

b∫

a

∣∣∣∣
η (f, expF )

f (x)

∣∣∣∣
1

m+1

dx =

b∫

a

|η (ln f, F )| 1
m+1 dx×

×
[
1 + O

(
b− a

r

)]
.

Öåé âèðàç ñïðàâåäëèâèé äëÿ äîâiëüíèõ f (x),
F (A; x) i ïðîìiæêiâ [a, b] ëèøå â òîìó âèïàäêó, ÿêùî
ïiäiíòåãðàëüíi âèðàçè ðiâíi ìiæ ñîáîþ. Iç ¨õ ðiâíîñòi
âèïëèâà¹ âèðàç (37). ¥

Òåïåð ìîæíà âèâåñòè àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ ÿäðà
ïîõèáêè íàáëèæåííÿ η (f, F ) åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç
ëàíêîþ (2). Âiäîìî [10], ùî ÿäðî ïîõèáêè íàáëè-
æåííÿ ìíîãî÷ëåíîì Pm (x) ñòåïåíÿ m ìà¹ âèãëÿä
η (f, F ) = f (m+1) (x). Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó (37),
îòðèìà¹ìî

η (f, exp Pm) = f (x) η (ln f, Pm) =

= f (x)
dm+1 ln f (x)

dxm+1
.

(38)

Äëÿ åðìiòîâîãî ñïëàéíà ç åêñïîíåíöiàëüíîþ ëàí-
êîþ (7) ÿäðî ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

η (f, F ) =
f (4) (x)
f (x)

− 4f ′′′ (x) f ′ (x) + 3 (f ′′ (x))2

f2 (x)
+

12f ′′ (x) (f ′ (x))2

f3 (x)
+

6 (f ′ (x))4

f4 (x)
,

à äëÿ ëàíêè (14)

η (f, F ) =
f (5) (x)
f (x)

− 5
(
f (4) (x) f ′ (x) + 2f ′′′ (x) f ′′ (x)

)

f2 (x)
+

10f ′ (x)
(
2f ′′′ (x) f ′ (x) + 3 (f ′′ (x))2

)

f3 (x)
−

−60f ′′ (x) (f ′ (x))3

f4 (x)
+

24 (f ′ (x))5

f5 (x)
.

Òàê, àáñîëþòíà ïîõèáêà íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨
f (x) iç ïðèêëàäiâ 1 i 2 åðìiòîâèì ñïëàéíîì ç åê-
ñïîíåíöiàëüíîþ ëàíêîþ (7), îá÷èñëåíà çà ôîðìóëîþ
(35), äîðiâíþ¹ 5.289488625E − 5, à âiäíîñíà ïîõèáêà
äîðiâíþ¹ 1.107596588E − 4.

Âèñíîâêè
Âèâåäåíî ôîðìóëè äëÿ ïàðàìåòðiâ åðìiòîâèõ

ñïëàéíiâ ç åêñïîíåíöiàëüíèìè ëàíêàìè, äîâåäåíî òå-
îðåìè ïðî ìîæëèâiñòü çâåäåííÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié
åðìiòîâèìè ñïëàéíàìè ç åêñïîíåíöiàëüíèìè ëàíêàìè
äî ìíîãî÷ëåííèõ åðìiòîâèõ ñïëàéíiâ, âèâåäåíî àíà-
ëiòè÷íi âèðàçè äëÿ ÿäåð ïîõèáîê öèõ ñïëàéíiâ. Òå-
îðåòè÷íi ðåçóëüòàòè ïiäòâåðäæóþòüñÿ ïðàêòè÷íèìè
ðîçðàõóíêàìè. Îñêiëüêè ïîõèáêà åðìiòîâîãî ñïëàé-
íà ç åêñïîíåíöiàëüíîþ ëàíêîþ â äåÿêèõ âèïàäêàõ
¹ ìåíøîþ, íiæ ó ìíîãî÷ëåííîãî åðìiòîâîãî ñïëàéíà

(äèâ. ïðèêëàä 1), òî ¨õ äîöiëüíî çàñòîñîâóâàòè äëÿ
íàáëèæåííÿ ôóíêöié. Äëÿ âèáîðó ëàíêè åðìiòîâîãî
ñïëàéíà ïðè íàáëèæåííi êîíêðåòíî¨ ôóíêöi¨ äîöiëü-
íî ñïî÷àòêó îöiíèòè ïîõèáêó íàáëèæåííÿ çà ôîðìó-
ëàìè (35) àáî (36). Ïåðñïåêòèâîþ äîñëiäæåíü ó öüî-
ìó íàïðÿìêó ¹ ïîáóäîâà åðìiòîâèõ ñïëàéíiâ ç iíøèìè
íåëiíiéíèìè âèðàçàìè â ëàíêàõ.

74 Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà
Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Íàáëèæåííÿ ôóíêöié åðìiòîâèìè ñïëàéíàìè ç åêñïîíåíöiàëüíèìè ëàíêàìè
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APPROXIMATION OF FUNCTIONS BY HERMITE SPLINES
WITH EXPONENTIAL LINKS
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The de�nition of Hermite splines with non-linear for parameters expressions in links is given.
The formulas for parameters Hermite splines with exponential links are deduced. The possibility
theorems about reductions approximation of functions by Hermite splines with exponential links
to polynomial Hermite splines is proved. The formulas for approximation errors by Hermite
splines are given.
Keywords: Hermite splines, exponential link, error of approximation, balanced approximation.
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