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Вступ

Неперервнi дроби та їх багатовимiрнi узагальнен-
ня – гiллястi ланцюговi дроби (ГЛД) широко застосо-
вуються в рiзних галузях науки, зокрема, в електро-
технiцi – для синтезу багатополюсникiв та побудови
математичних моделей транзисторiв; у механiцi – для
дослiдження механiчних коливань у рiзних енергети-
чних устаткуваннях у суднобудуваннi; в теорiї антен
– для дослiдження задач збудження модульованих iм-
педансних, дiелектричних структур та антенних решi-
ток; у теоретичнiй фiзицi – для зображення масово-
го оператора квазiчастинок, що взаємодiють з фото-
нами [1–4]. Операторнi ланцюговi дроби застосовано
для розв’язування рiвнянь Шредiнгера в лiнiйнiй теорiї
в’язкопружностi. У теорiї функцiй ГЛД використовують
для побудови дробово-рацiональних наближень функцiй
багатьох змiнних, зокрема багатовимiрних гiпергеоме-
тричних функцiй, для iнтерполяцiї i апроксимацiї фун-
кцiй [5–8]. Це спонукає до розвитку аналiтичної теорiї
неперервних та гiллястих ланцюгових дробiв, яка охо-
плює встановлення ознак збiжностi та стiйкостi до збу-
рень, оцiнок похибок наближень пiдхiдними дробами,
побудову розвинень функцiй у такi дроби [2, 9–11].

Дослiджуючи збiжнiсть ГЛД з додатними елемен-
тами, використовують формулу рiзницi двох пiдхiдних
дробiв та деякi спецiальнi нерiвностi, якi дозволяють
одержати оцiнки рiзницi пiдхiдних дробiв. Основнi
ознаки збiжностi та стiйкостi до збурень ГЛД

b0 +
∞
D
k=1

N∑
ik=1

1

bi(k)
(1)

з додатними частинними знаменниками запропоновано
в роботi [2]. Зокрема, встановлено, що область (0,+∞)
є областю стiйкостi до збурень ГЛД (1). Цей результат
повнiстю розв’язує задачу дослiдження стiйкостi до збу-
рень такого класу ГЛД. У роботi [12] подано формули
вiдносних похибок пiдхiдних дробiв ГЛД загального ви-
гляду, визначено достатнi умови стiйкостi до збурень та-
ких гiллястих ланцюгових дробiв з додатними елемента-
ми та побудовано множини вiдносної стiйкостi до збу-
рень.

Задача дослiдження збiжностi ГЛД (1) все ще
розв’язана не повнiстю. Залишається вiдкритим питан-
ня, чи є умова

∞∑
k=1

αk = ∞ (2)

де αk = min{bi(k) : ip = 1, N, p = 1, k}, достатньою
для збiжностi ГЛД (1)? Ознаку збiжностi ГЛД (1), яка
при N = 1 еквiвалентна критерiю збiжностi Зейделя,
встановлено в роботi [2].

I. Основнi поняття та означення

Гiллястий ланцюговий дрiб – це багатовимiрне уза-
гальнення неперервного дробу. Вперше означення ГЛД
запропоновано в роботi [15]. За аналогiєю з однови-
мiрним випадком для визначення ГЛД було застосовано
композицiю багатовимiрних дробово-лiнiйних вiдобра-
жень [2].
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Гiллястим ланцюговим дробом називається вираз

b0 +
∞
D
k=1

N∑
ik=1

ai(k)

bi(k)
:= b0 +

N∑
i1=1

ai(1)

bi(1) +
N∑
i2=1

ai(2)

bi(2)+
. . .

+
N∑
ik=1

ai(k)

bi(k)+
. . .

, (3)

де N ∈ N – кiлькiсть гiлок розгалуження, i(0) = i0 = 0,
i(k) = i1i2...ik, ip = 1, N , p = 1, k, k = 1, 2, ..., –
мультиiндекси.

Розглянемо множини мультиiндексiв:

I0 = {0}, Ik = {i(k) : ip = 1, N, p = 1, k}, k = 1, 2, . . .

Числа ai(k), bi(k), i(k) ∈ Ik, k = 1, 2, . . ., називають
вiдповiдно частинними чисельниками та знаменниками,
b0 – вiльним членом, вiдношення ai(k)

/
bi(k), i(k) ∈ Ik,

k-ми частинними ланками. Сукупнiсть усiх k-х частин-
них ланок утворює k-й поверх ГЛД (3).

Скiнченнi гiллястi ланцюговi дроби

f0 = b0, fn = b0 +
∞
D
k=1

N∑
ik=1

ai(k)

bi(k)
, n = 1, 2, ..., (4)

називають n-ми пiдхiдними дробами або n-ми апрокси-
мантами ГЛД (3).

Нескiнченний ГЛД (3) розглядають як послiдовнiсть
пiдхiдних дробiв (4). ГЛД (3) називають збiжним, якщо
iснує скiнченна границя послiдовностi {fn}∞n=0. Вели-
чину цiєї границi називають значенням ГЛД (3).

Величини, що визначаються рекурентними спiввiд-
ношеннями

Q
(n)
i(p) = bi(p) +

N∑
ip+1=1

ai(p+1)

Q
(n)
i(p+1)

, i(p) ∈ Ip, (5)

p = n− 1, n− 2, ..., 0, причому

Q
(n)
i(n) = bi(n), i(n) ∈ In,

називають залишками n-го пiдхiдного дробу ГЛД (3).
Позначимо

g
(n)
i(p) =

ai(p)

Q
(n)
i(p−1)Q

(n)
i(p)

, i(p) ∈ Ip, p = 1, n. (6)

Важливу роль у дослiдженнi збiжностi ГЛД вiдiграє
формула рiзницi двох пiдхiдних дробiв:

fn − fm =

= (−1)m
N∑

i1, i2, ..., im+1=1

m+1∏
k=1

ai(k)

m+1∏
k=1

Q
(n)
i(k)

m∏
k=1

Q
(m)
i(k)

, n > m,

(7)

за умови, що усi залишки Q
(s)
i(p) ̸= 0, ip ∈ Ip, p =

1, s , s ∈ {n, m}.
Новий пiдхiд до дослiдження збiжностi ГЛД, що ви-

користовує формулу (7), вперше запропоновано в роботi
[14], в якiй встановлено, що ГЛД (1) збiгається, якщо
розбiгається ряд

∑∞
k=1 αkαk+1, тобто

∞∑
k=1

αkαk+1 = ∞,

де αk визначають згiдно з (2). В роботi [16], використо-
вуючи формулу типу (7), Д. I. Боднар вперше встановив
необхiдну умову збiжностi ГЛД (1) з додатними частин-
ними знаменниками, довiвши, що ГЛД (1) розбiгаєть-
ся, якщо збiгається ряд

∑∞
k=1 βk, де βk=max{bi(k) :

ip=1, N , p = 1, k}. Критерiй збiжностi ГЛД (1) за де-
яких обмежень на частиннi знаменники запропоновано
в роботах [17, 18].

II. Властивостi залишкiв пiдхiдних дробiв
гiллястих ланцюгових дробiв з додатни-
ми елементами

Для ГЛД (3) з додатними елементами з формули (7)
випливає властивiсть вилки, яка виражається системою
нерiвностей

f2m < f2m+2 < f2n+1 < f2n−1, m ∈ N, m ∈ N.

Iз властивостi вилки випливає

Теорема 1. ([2, 15]) ГЛД (3) з додатними елемен-
тами збiгається тодi й лише тодi, коли

lim
n→∞

(f2m+1 − f2m) = 0. (8)

Звiдси доходимо висновку, що дослiдження збiжно-
стi ГЛД (3) з додатними елементами зводиться до дослi-
дження рiзницi двох сусiднiх пiдхiдних дробiв.

Формулу рiзницi пiдхiдних дробiв ГЛД (3) f2m+1,
f2m, враховуючи позначення (6), запишемо у виглядi:
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f2m+1 − f2m =
N∑

i1=1, i2=1, ..., i2m+1=1

2m+1∏
k=1

ai(k)

2m+1∏
k=1

Q
(2m+1)
i(k)

2m∏
k=1

Q
(2m)
i(k)

=

N∑
i1=1, i2=1, ..., i2m+1=1

ai(1)

Q
(2m+1)
i(1)

m∏
k=1

ai(2k)

Q
(2m)
i(2k−1)Q

(2m)
i(2k)

m∏
k=1

ai(2k+1)

Q
(2m+1)
i(2k) Q

(2m+1)
i(2k+1)

=

N∑
i1=1, i2=1, ..., i2m+1=1

ai(1)

Q
(2m+1)
i(1)

m∏
k=1

g
(2m)
i(2k)

m∏
k=1

g
(2m+1)
i(2k+1).

Використовуючи рекурентнi спiввiдношення (5), пе-
ретворимо величини g

(s)
i(k), i(k) ∈ Ik, k = 1, s, s ∈

{2m, 2m+ 1}:

g
(s)
i(k) =

ai(k)

Q
(s)
i(k)

bi(k−1) +
N∑
j=1

ai(k−1)j

Q
(s)
i(k−1)j

−1

=

bi(k−1)Q
(s)
i(k)

ai(k)
+

N∑
j=1

Q
(s)
i(k)

/
ai(k)

Q
(s)
i(k−1)j

/
ai(k−1)j

−1

.

Тодi формула рiзницi двох сусiднiх пiдхiдних дробiв
ГЛД (3) набуде вигляду

f2m+1 − f2m =
N∑

i1=1,i2=1,...,i2m+1=1

ai(1)

Q
(2m+1)
i(1)

2m+1∏
k=2

bi(k−1)Q
(s)
i(k)

ai(k)
+

N∑
j=1

Q
(s)
i(k)

/
ai(k)

Q
(s)
i(k−1)j

/
ai(k−1)j

−1

,

де s = 2m+ k − 2 [k/2].
Зафiксувавши довiльний набiр iндексiв i1, i2, . . . , ik,

позначимо

g
(2m+1)
i(k) = gik , g

(2m)
i(k) = g′ik ,

Q
(2m+1)
i(k) = Qik , Q

(2m)
i(k) = Q′

ik
,

bi(k) = bik , ai(k) = aik ,

N∑
j=1

Q
(2m+1)
i(k)

/
ai(k)

Q
(2m+1)
i(k−1)j

/
ai(k−1)j

= ξik , (9)

N∑
j=1

Q
(2m)
i(k)

/
ai(k)

Q
(2m)
i(k−1)j

/
ai(k−1)j

= ξ′ik . (10)

Доведемо, що добутки(
ai1
Qi1

s∏
k=1

gi2k+1

)−1

, s = 1,m,

(
ai2
Q′
i2

s+1∏
k=2

g′i2k

)−1

, s = 1,m− 1,

є вiдповiдно многочленами змiнних ξik , k = 2, 2s+ 1,
ξ′ik ,k = 3, 2s+ 2, якi визначаються згiдно з (9), (10).

Теорема 2. Для добуткiв

(
ai1
Qi1

s∏
k=1

gi2k+1

)−1

справджується формула(
ai1
Qi1

s∏
k=1

gi2k+1

)−1

= Pi2s
Qi2s+1

ai2s+1

+Ri2s+1
, s = 1,m,

(11)
де величини

Pi2s (ξi2 , ξi3 , . . . , ξi2s) , Ri2s+1

(
ξi3 , ξi4 , . . . , ξi2s+1

)
,

визначаються рекурентними спiввiдношеннями

Pi2s =
Pi2s−2

ai2s−1

(
ξi2sai2s + bi2s−1bi2s

)
+Ri2s−1bi2s ,

Ri2s+1 = ξi2s+1

(
bi2s−1

Pi2s−2

ai2s−1

+Ri2s−1

)
, s = 1,m,

(12)
за початкових умов Ri1 = 0, Pi0 = 1.
� Доведення. Якщо s = 1, маємо:(

ai1
Qi1

gi3

)−1

=
Qi1Qi2Qi3
ai1ai3

=
ai2Qi1Qi2Qi3
ai1ai2ai3

=

ai2

(
bi1Qi2
ai2

+ ξi2

)
Qi3
ai3

= (bi1Qi2 + ξi2ai2)
Qi3
ai3

=

1

ai1
(ξi2ai2 + bi1bi2)

Qi3
ai3

+ ξi3
bi1
ai1

= Pi2
Qi3
ai3

+Ri3 .

Припустимо, що формула (11), справджується для
довiльного s = n, 1 ≤ n ≤ m − 1, i доведемо її, якщо
s = n+ 1:(

ai1
Qi1

n+1∏
k=1

gi2k+1

)−1

=

(
ai1
Qi1

n+1∏
k=1

ai2k+1

Qi2kQi2k+1

)−1

=
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Qi2n+2Qi2n+3

ai2n+3

(
ai1
Qi1

n∏
k=1

ai2k+1

Qi2kQi2k+1

)−1

= ai2n+2

Qi2n+2

ai2n+2

×
Qi2n+3

ai2n+3

(
Pi2n

Qi2n+1

ai2n+1

+Ri2n+1

)
= ai2n+2

Qi2n+3

ai2n+3

×(
Pi2n
ai2n+1

(
bi2n+1

Qi2n+2

ai2n+2

+ ξi2n+2

)
+Ri2n+1

Qi2n+2

ai2n+2

)
=(

Qi2n+2

(
Ri2n+1 + bi2n+1

Pi2n
ai2n+1

)
+ ξi2n+2ai2n+2

Pi2n
ai2n+1

)
×
Qi2n+3

ai2n+3

=

(
bi2n+2

Qi2n+3

ai2n+3

+ ξi2n+3

)
×(

Ri2n+1 + bi2n+1

Pi2n
ai2n+1

)
+ ξi2n+2ai2n+2

Pi2n
ai2n+1

Qi2n+3

ai2n+3

=(
Pi2n
ai2n+1

(
ξi2n+2

ai2n+2
+ bi2n+1

bi2n+2

)
+Ri2n+1

bi2n+2

)
Qi2n+3

ai2n+3

+ ξi2n+3

(
bi2n+1

Pi2n
ai2n+1

+Ri2n+1

)
=

Pi2n+2

Qi2n+3

ai2n+3

+Ri2n+3
.

�

Теорема 3. Для добуткiв

(
ai2
Q

′
i2

s+1∏
k=2

g
′

i2k

)−1

справджується формула(
ai2
Q

′
i2

s+1∏
k=2

g
′

i2k

)−1

=Pi2s+1

Q
′

i2s+2

ai2s+2

+Ri2s+2
, s = 1,m− 1,

(13)
де величини

Pi2s+1
= Pi2s+1

(
ξi3 , ξi4 , . . . , ξi2s+1

)
,

Ri2s+2
= Ri2s+2

(
ξi4 , ξi5 , . . . , ξi2s+2

)
визначаються рекурентними спiввiдношеннями

Pi2s+1=
Pi2s−1

ai2s

(
ξ′i2s+1

ai2s+1+bi2sbi2s+1

)
+Ri2sbi2s+1 ,

Ri2s+2
= ξ′i2s+2

(
bi2s

Pi2s−1

ai2s
+Ri2s

)
, s = 1,m− 1,

(14)
за початкових умов Ri2 = 0, Pi1 = 1.

� Доведення. Якщо s = 1, маємо:

Q
′

i2
Q

′

i3
Q

′

i4

ai2ai4
=
ai3
ai2

(
bi2
Q

′

i3

ai3
+ ξ′i3

)
Q

′

i4

ai4
=

1

ai2

(
bi2Q

′

i3 + ξ′i3ai3

) Q′
i4

ai4
=

1

ai2

(
ξ′i3ai3 + bi2bi3

) Q′

i4

ai4
+ ξ′i4

bi2
ai2

= Pi3
Q

′

i4

ai4
+Ri4 .

Припустимо, що формула (13), справджується для
довiльного s = n, 1 ≤ n ≤ m − 2, i доведемо її для
s = n+ 1:(

ai2
Q

′
i2

n+2∏
k=2

g
′

i2k

)−1

=

(
ai2
Q

′
i2

n+2∏
k=2

ai2k
Q

′
i2k−1

Q
′
i2k

)−1

=

Q
′

i2n+3
Q

′

i2n+4

ai2n+4

(
ai2
Q

′
i2

n+1∏
k=1

ai2k
Q

′
i2k−1

Q
′
i2k

)−1

= ai2n+3

Q
′

i2n+3

ai2n+3

×
Q

′

i2n+4

ai2n+4

(
Pi2n+1

Q
′

i2n+2

a
′
i2n+2

+Ri2n+2

)
= ai2n+3

Q
′

i2n+4

ai2n+4

×

(
Pi2n+1

ai2n+2

(
bi2n+2

Q
′

i2n+3

ai2n+3

+ ξ′i2n+3

)
+Ri2n+2

Q
′

i2n+3

ai2n+3

)
=

(
Q

′

i2n+3

(
Ri2n+2

+bi2n+2

Pi2n+1

ai2n+2

)
+ξ′i2n+3

ai2n+3

Pi2n+1

ai2n+2

)

×
Q

′

i2n+4

ai2n+4

=

(
bi2n+3

Q
′

i2n+4

ai2n+4

+ ξ′i2n+4

)
×

(
Ri2n+2

+ bi2n+2

Pi2n+1

ai2n+2

)
+ ξ′i2n+3

ai2n+3

Pi2n+1

ai2n+2

Q
′

i2n+4

ai2n+4

=(
Pi2n+1

ai2n+2

(
ξ′i2n+3

ai2n+3+bi2n+2bi2n+3

)
+Ri2n+2bi2n+3

)
×

Q
′

i2n+4

ai2n+4

+ ξ′i2n+4

(
bi2n+2

Pi2n+1

ai2n+2

+Ri2n+2

)
=

Pi2n+3

Q
′

i2n+4

ai2n+4

+Ri2n+4 .

�
Iз урахуванням теорем 2, 3 формула рiзницi мiж дво-

ма пiдхiдними дробами ГЛД (3) набуває вигляду

f2m+1 − f2m =
N∑

i1=1, i2=1, ... , i2m+1=1

1

Q
(2s)
i(1)

Pi(2s)Q(2m+1)
i(2s+1)

ai(2s+1)
+Ri(2s+1)

−1Pi(2s+1)

Q
(2m)
i(2s+2)

ai(2s+2)
+Ri(2s+2)

−1

. (15)

Висновки

Формули (11), (13) є узагальненням формул для до-
буткiв залишкiв пiдхiдних дробiв ГЛД (1), встановлених
Д. I. Боднаром [2], на випадок ГЛД загального вигляду.

Формула рiзницi (15), отримана на основi рекурентних
спiввiдношень (12), (14), дає можливiсть встановити то-
чнiшi ознаки збiжностi ГЛД (3) з додатними елемента-
ми. Також цi результати доцiльно використати для до-
слiдження стiйкостi до збурень таких ГЛД.
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SOME PROPERTIES OF THE TAILS OF THE APPROXIMANT OF BRANCHED
CONTINUED FRACTIONS WITH POSITIVE ELEMENTS

V. R. Hladun, O. S. Manziy, V. V. Pabyrivskyi

Lviv Polytechnic National University
12, S. Bandera Str., Lviv, 79013, Ukraine

The paper deals with the problems of convergence and stability to perturbations of branched continued
fractions with positive elements. We establish some properties of products of the tails of even and odd
approximants of branched continued fractions of the general form. Using them, we obtain a formula of
the difference of two adjacent approximants.

Key words: branched continued fraction, approximants, tails of approximants.
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