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Äîâåäåíî, ùî äîâiëüíèé ïëàí òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i ìîæíà îòðèìàòè ç áóäü-ÿêîãî iíøîãî
çà äîïîìîãîþ ïåðåìiùåíü ïåðåâåçåíü âçäîâæ öèêëiâ. Îá ðóíòîâàíî îäèí ç âiäîìèõ ðàíiøå
ïiäõîäiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i çà êðèòåði¹ì ÷àñó.
Êëþ÷îâi ñëîâà: ïëàí, îïîðíèé ïëàí òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i, ëàíöþã êëiòèí, öèêë.
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Âñòóï
Ìåòîäàì ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i òà ði-

çíîìàíiòíèõ ¨¨ ìîäèôiêàöié ïðèñâÿ÷åíà îáøèðíà ëi-
òåðàòóðà [1�3]. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî îäèí ç ìîæëèâèõ ïiä-
õîäiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i çà êðèòåði-
¹ì ÷àñó. Ó [3�5] íà îñíîâi öüîãî ïiäõîäó îïèñàíî àë-
ãîðèòì ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî ïëàíó çàäà÷i, ïðîòå
íå ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ïðî ñêií÷åííiñòü àëãîðèòìó.
Ó ñòàòòi ïîêàçàíî, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìîæíà îòðè-
ìàòè, çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðà-
çiâ; ïðè öüîìó âñòàíîâëåíî òàêîæ, ùî äîâiëüíèé ïëàí
òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i ìîæíà îòðèìàòè ç áóäü-ÿêîãî ií-
øîãî ïëàíó çà äîïîìîãîþ ïåðåìiùåííÿ ïåðåâåçåíü
âçäîâæ öèêëiâ.

Íåõàé m áàç ïîñòà÷àííÿ, íà ÿêèõ çîñåðåäæåíî
âiäïîâiäíî a1, a2, . . . , am îäèíèöü îäíîðiäíîãî òîâàðó,
îòðèìàëè çàìîâëåííÿ âiä n ñïîæèâà÷iâ íà ïåðåâåçå-
ííÿ âiäïîâiäíî b1, b2, . . . , bn îäèíèöü öüîãî òîâàðó çà
óìîâè, ùî

m∑

i=1

ai =
n∑

j=1

bj .

Çàäà÷à ïðî âèêîíàííÿ çàìîâëåíü ñïîæèâà÷iâ âõî-
äèòü ÿê ôðàãìåíò äî ôîðìóëþâàííÿ íèçêè çàäà÷ ëi-
íiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ òðàíñïîðòíîãî òèïó.

Ìè êîðèñòóâàòèìåìîñÿ çâè÷àéíèìè ïîíÿòòÿìè
(äèâ. [ðîçäië 3]) òàáëèöi òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i (àáî
ïðîñòî òàáëèöi), âåëè÷èíè ïåðåâåçåííÿ, ïëàíó, ëàí-
öþãà êëiòèí, çàìêíåíîãî ëàíöþãà, ÿêèé íàçèâàòèìå-
ìî öèêëîì.

Ïëàí òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i çàäàâàòèìåìî ìàòðè-
öåþ ïåðåâåçåíü X = (xij) , i = 1, ..., m, j = 1, ..., n,

i ââàæàòèìåìî, ùî âåëè÷èíà ïåðåâåçåííÿxij âiä i-ãî
ïóíêòó ïîñòà÷àííÿ äî j-ãî ñïîæèâà÷à ïîñòàâëåíà ó
âiäïîâiäíiñòü êëiòèíi (i, j) òàáëèöi òðàíñïîðòíî¨ çà-
äà÷i i çàïèñàíà â öié êëiòèíi.

ßêùî äåÿêi âèäiëåíi é çàïèñàíi ïîñëiäîâíî êëiòè-
íè òàáëèöi òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i óòâîðþþòü ëàíöþã,
òî ¨õ íàçâåìî âåðøèíàìè ëàíöþãà. Ëàíöþã iç ïîñëi-
äîâíèìè âåðøèíàìè K1, ..., Kr ïîçíà÷èìî ÷åðåç

L (K1, ..., Kr) . (1)

ÂåðøèíiKi, 1 ≤ i ≤ r, ëàíöþãà (1) âiäïîâiäà¹ êëi-
òèíà |Ki| â òàáëèöi òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i. Ðiçíèì âåð-
øèíàìKi i Kj , i 6= j, ìîæå âiäïîâiäàòè â òàáëèöi îäíà
i òà ñàìà êëiòèíà |Ki| = |Kj |. ßêùî |K1| = |Kr|, àëå
|Ki| 6= |Kj | , 1 ≤ i 6= j ≤ r− 1, òî ëàíöþã (1) íàçèâà¹-
òüñÿ öèêëîì. ßêùî íå íàêëàäàòè æîäíèõ îáìåæåíü
íà ïåðåâåçåííÿ, òî çàäà÷à ïðî âèêîíàííÿ çàìîâëåíü
âèðiøó¹òüñÿ òðèâiàëüíî ïîáóäîâîþ äîâiëüíîãî ïëàíó.
Ïëàíè, ÿêi ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè äîäàòêîâi óìîâè, â
äåÿêèõ âèïàäêàõ ìîæíà îòðèìàòè ç iíøèõ ïëàíiâ çà
äîïîìîãîþ ïåðåìiùåííÿ ïåðåâåçåíü âçäîâæ öèêëiâ.
Îïèøåìî òàêi ïåðåìiùåííÿ.

Íåõàé X = (xij) , i = 1, ...m, j = 1, ..., n, � ïëàí
òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i, äëÿ ÿêîãî ç êëiòèí òàáëèöi ñêëà-
äåíî öèêë L (K1, ..., Kr) , |K1| = |Kr|, òàêèé, ùî âåð-
øèíàì öèêëó K1,K3,K5, ... âiäïîâiäàþòü íåíóëüîâi
ïåðåâåçåííÿ, íàéìåíøå ç ÿêèõ äîðiâíþ¹∆0 > 0. Ïî-
çíà÷èìî öi âåðøèíè çíàêîì "−", à ðåøòó âåðøèí
öèêëó, òîáòî K2,K4,K6, ..., � çíàêîì "+"i âèáåðåìî
∆, 0 < ∆ ≤ ∆0. Ïîáóäó¹ìî íîâèé ïëàí Y = (yij),
ïðèéíÿâøè

yij =





xij−∆, ÿêùîêëiòèíà (i,j) ïîçíà÷åíà çíàêîì”�”,
xij +∆, ÿêùîêëiòèíà (i,j) ïîçíà÷åíà çíàêîì”+”,
xij , ÿêùîêëiòèíà (i,j) íå ïîçíà÷åíà íi çíàêîì”�”, íi çíàêîì”+”,
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I. Áîáèê , I. Îëåêñiâ

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïëàí Y îòðèìàíî ç ïëàíó X
ïåðåìiùåííÿì ïåðåâåçåííÿ ∆ âçäîâæ öèêëó.

Ïëàí Y íàçâåìî åêâiâàëåíòíèì ïëàíóX, ÿêùî éî-
ãî ìîæíà îòðèìàòè ç ïëàíó X, âèêîíàâøè ïîñëiäî-
âíî äåêiëüêà ïåðåìiùåíü ïåðåâåçåíü âçäîâæ öèêëiâ.
Î÷åâèäíî, ùî ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi ïëàíiâ ñèìå-
òðè÷íå.

Íèæ÷å ìè ïîêàæåìî, ùî áóäü-ÿêi äâà ïëàíè
òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i åêâiâàëåíòíi i îá ðóíòó¹ìî
îäèí ç ïiäõîäiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i
çà êðèòåði¹ì ÷àñó.

I. Åêâiâàëåíòíiñòü ïëàíiâ òðàíñïîðò-
íî¨ çàäà÷i

Ëåìà 1. Íåõàé X(0) =
(
x

(0)
ij

)
, i = 1, ..., m,

j = 1, ..., n, - íåîïîðíèé ïëàí òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i
i x

(0)
i0j0

> 0. Òîäi ïëàí X(0) åêâiâàëåíòíèé òàêîìó
îïîðíîìó ïëàíó X(1) =

(
x

(1)
ij

)
, ìíîæèíà íåíóëüîâèõ

êîìïîíåíò ÿêîãî ¹ ïðàâèëüíîþ ïiäìíîæèíîþ íåíó-
ëüîâèõ êîìïîíåíò ïëàíó X(0) i 0 ≤ x

(1)
i0j0

≤ x
(0)
i0j0

.
Ëåìà 1 âiäðàçó âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ íåîïîð-

íîãî ïëàíó (ÿêèì ¹ ïëàí X(0)) çàâæäè iñíó¹ öèêë,
ñêëàäåíèé ç êëiòèí òàáëèöi, ÿêèì âiäïîâiäàþòü íå-
íóëüîâi ïåðåâåçåííÿ [4, ñ.119].

Íåõàé òåïåð X = (xij) , Y = (yij) , i = 1, ...,m,
j = 1, ..., n, � äâà ïëàíè òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i. Íàçâåìî
êëiòèíó (i, j) òàáëèöi òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i ïåðåâàíòà-
æåíîþ ïëàíîìX ñòîñîâíî ïëàíóY , ÿêùî xij−yij > 0
i íåäîâàíòàæåíîþ, ÿêùî xij − yij < 0. ßêùî íå âèíè-
êàòèìå íåïîðîçóìiíü, òî ãîâîðèòèìåìî êîðîòêî "ïå-
ðåâàíòàæåíà"àáî "íåäîâàíòàæåíà"êëiòèíà (àáî âåð-
øèíà, ÿêùî ¨¨ ðîçãëÿäà¹ìî ó ñêëàäi äåÿêîãî öèêëó).

Ëåìà 2. ßêùî X = (xij), Y = (yij) � äâà ðiç-
íi ïëàíè òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i, òî ç êëiòèí òàáëèöi
ìîæíà ñêëàñòè öèêë, ó ÿêîìó ïîñëiäîâíî ÷åðãóþ-
òüñÿ ïåðåâàíòàæåíi i íåäîâàíòàæåíi âåðøèíè ïëà-
íîì X ñòîñîâíî ïëàíó Y .

¤ Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè
m∑

i=1

(xij′ − yij′) =

=
n∑

j=1

(xi′j − yi′j) = 0, j′ = 1, . . . , n, i′ = 1, . . . ,m, i

ïëàíè X òà Y ðiçíi, òî â òàáëèöi iñíóþòü ïåðåâàíòà-
æåíi i íåäîâàíòàæåíi êëiòèíè, à òàêîæ ðàçîì ç êî-
æíîþ ïåðåâàíòàæåíîþ (íåäîâàíòàæåíîþ) êëiòèíîþ
(i, j) iñíóþòü ïðèíàéìíi äâi êëiòèíè íåäîâàíòàæåíi
(ïåðåâàíòàæåíi), îäíà ç ÿêèõ ðîçòàøîâàíà âi-ìó ðÿä-
êó, à iíøà � â j-ìó ñòîâïöi.

Âèáåðåìî îäíó ç ïåðåâàíòàæåíèõ êëiòèí, íåõàé
|K1| = (i1, j1). Äàëi ó ðÿäêó i1 çíàéäåìî íåäîâàí-
òàæåíó êëiòèíó |K2| = (i1, j2), j2 6= j1, ó ñòîâïöi
j2 � ïåðåâàíòàæåíó êëiòèíó |K3| = (i2, j2), i2 6= i1,
i ò. ä. Íåõàé |Kr| � ïåðøà ç êëiòèí ïîñëiäîâ-
íîñòi |K1| , |K2| , |K3| , . . ., ÿêà çáiãà¹òüñÿ ç îäíi¹þ ç
ïîïåðåäíiõ êëiòèí, íàïðèêëàä, ç êëiòèíîþ |Kq|,
1 ≤ q < r. Î÷åâèäíî , ùî öèêë L (Kq,Kq+1, . . . ,Kr)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè. ¥

Òåîðåìà. Áóäü-ÿêi äâà ïëàíè òðàíñïîðòíî¨ çà-
äà÷i åêâiâàëåíòíi.

¤ Äîâåäåííÿ. Íåõàé X = (xij) , Y = (yij),
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, � äâà ðiçíi ïëàíè òðàí-
ñïîðòíî¨ çàäà÷i. Çà ëåìîþ 2 çíàéäåìî â òàáëèöi òðàí-
ñïîðòíî¨ çàäà÷i öèêë L, ó ÿêîìó ïîñëiäîâíî ÷åðãóþ-
òüñÿ ïåðåâàíòàæåíi i íåäîâàíòàæåíi âåðøèíè (ïëà-
íîì X ñòîñîâíî ïëàíó Y ), i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∆
� íàéìåíøå ñåðåä ÷èñåë |xij − yij | 6= 0, ÿêi âiäïî-
âiäàþòü âåðøèíàì öèêëó. Ïåðåìiñòèâøè âçäîâæ öè-
êëó L ïåðåâåçåííÿ âåëè÷èíîþ∆ âiä ïåðåâàíòàæåíèõ
äî íåäîâàíòàæåíèõ êëiòèí, îòðèìà¹ìî íîâèé ïëàí
X ′. ßêùî X ′ = Y , òî òåîðåìà äîâåäåíà. Iíàêøå,
çàñòîñóâàâøè äî ïëàíó X ′ îäíå àáî äåêiëüêà ïåðå-
òâîðåíü, àíàëîãi÷íèõ òîìó, ÿêå îïèñàíå äëÿ ïëàíó
X, îòðèìà¹ìî ïëàí, îäíàêîâèé ç ïëàíîìY . Òåîðåìà
äîâåäåíà. ¥

Iç ïîáóäîâ ó òåîðåìi âèïëèâà¹, ùî öèêëè, ÿêi âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïåðåòâîðåíü ïëàíiâ, ìîæíà òàêîæ
âèêîðèñòàòè äëÿ ïåðåòâîðåííÿ áóäü-ÿêîãî ç ïîïåðå-
äíiõ ïîáóäîâàíèõ ïëàíiâ, à îòæå, i ïî÷àòêîâîãî ïëàíó
X. Òîìó ìà¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê. Íåõàé çàäàíî äâà ïëàíè òðàíñïîðò-
íî¨ çàäà÷i, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ çíà÷åííÿìè êîìïîíåíò,
ùî âiäïîâiäàþòü êëiòèíi (i0, j0) òàáëèöi òðàíñïîðòíî¨
çàäà÷i. Òîäi â òàáëèöi iñíó¹ öèêë, ó ÿêîìó ïîñëiäîâíî
÷åðãóþòüñÿ ïåðåâàíòàæåíi i íåäîâàíòàæåíi âåðøèíè
îäíèì ïëàíîì ñòîñîâíî iíøîãî i ÿêèé ìà¹ âåðøèíó ó
êëiòèíi (i0, j0).

II. Òðàíñïîðòíà çàäà÷à çà êðèòåði¹ì
÷àñó

A

Íåõàé ó òðàíñïîðòíié çàäà÷i ïðî âèêîíàííÿ çàìîâ-
ëåíü (âñòóï) çàäàíî ÷àñ tij , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n,
çà ÿêèé ìîæíà ïåðåâåçòè òîâàð (íåçàëåæíî âiä éîãî
êiëüêîñòi ) âiä i-ãî ïóíêòó ïîñòà÷àííÿ äî j-ãî ñïîæè-
âà÷à. Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàäà÷ó ïðî ïîáóäîâó òàêîãî
ïëàíó ïåðåâåçåíü, ÿêèé ìîæíà áóëî á ðåàëiçóâàòè çà
íàéêîðîòøèé ÷àñ.

ßêùî X = (xij) � äåÿêèé ïëàí ïåðåâåçåíü, òî éî-
ãî ìîæíà âèêîíàòè çà ÷àñ t (X) = max

xij>0
tij . Ñåðåä óñiõ

ïëàíiâ X ïîòðiáíî âèáðàòè òîé, íàçâåìî éîãî îïòèìà-
ëüíèì, äëÿ ÿêîãî âåëè÷èíà t (X) ¹ íàéìåíøîþ,
T = min

X
t (X).

Öÿ çàäà÷à íå âêëàäà¹òüñÿ â ìåæi çàäà÷ ëiíiéíîãî
ïðîãðàìóâàííÿ, îñêiëüêè ôóíêöiÿ ìåòèt (X) íåëiíié-
íà.

Âiäîìi ðiçíi ïiäõîäè äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i çà êðè-
òåði¹ì ÷àñó ([1, c. 164], [6, c. 250]). Ðîçãëÿíåìî ìåòîä
ÿêèé, â îñíîâíîìó, îïèñàíèé â [4, c. 164] (äèâ. òàêîæ
[3, c. 59], [5, c. 115]). Ó öüîìó ìåòîäi âèêîðèñòîâó-
þòüñÿ ïîïåðåäíié êðîê i çàãàëüíèé, ÿêèé ïîâòîðþ¹-
òüñÿ.

Ïîïåðåäíié êðîê. Áóäó¹ìî äîâiëüíèé îïîðíèé
ïëàí ïåðåâåçåíü (íàïðèêëàä, ìåòîäîì ïiâíi÷íî-
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çàõiäíîãî êóòà ) X(0) =
(
x

(0)
ij

)
, i = 1, . . . ,m,

j = 1, ..., n.
Íåõàé t0 = t

(
X(0)

)
� ÷àñ, çà ÿêèé ìîæíà ðåà-

ëiçóâàòè ïëàí X(0). Íàçâåìî çàáîðîíåíèìè äëÿ ïëà-
íó X(0) òi êëiòèíè (i, j) òàáëèöi òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i,
äëÿ ÿêèõ îäíî÷àñíî x

(0)
ij = 0 i tij ≥ t0; âñi iíøi êëiòè-

íè áóäóòü íåçàáîðîíåíèìè. Âèáåðåìî â òàáëèöi îäíó
êëiòèíó, íåõàé (i0, j0), äëÿ ÿêî¨ x

(0)
i0j0

> 0 i ti0j0 = t0
(òàêèõ êëiòèí ìîæå áóòè äåêiëüêà), i íàçâåìî ¨¨ ãî-
ëîâíîþ äëÿ ïëàíó X(0).

Çàãàëüíèé êðîê. Âèïàäîê 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ç
íåçàáîðîíåíèõ êëiòèí òàáëèöi ìîæíà ñêëàñòè öèêë,
îäíà ç âåðøèí ÿêîãî ðîçòàøîâàíà â ãîëîâíié êëiòè-
íi (i0, j0) i ÿêèé ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü : ÿêùî âåð-
øèíè öèêëó ïîçíà÷èòè ïî ÷åðçi çíàêàìè "−"(íèì
ïîçíà÷à¹òüñÿ ãîëîâíà êëiòèíà) i "+", òî âèÿâèòüñÿ,
ùî äëÿ âåðøèí, ïîçíà÷åíèõ çíàêîì "−", x

(0)
ij > 0,

à äëÿ âåðøèí, ïîçíà÷åíèõ çíàêîì "+", tij < t0.
ßêùî iñíó¹ äåêiëüêà òàêèõ öèêëiâ, òî âèáèðà¹ìî
îäèí ç íèõ, à ÿêùî íå iñíó¹ çîâñiì, òî ïåðåõîäèìî
äî âèïàäêó 2. Íåõàé ∆ � íàéìåíøå ïåðåâåçåííÿ, ÿêå
âiäïîâiäà¹ âåðøèíàì öèêëó, ïîçíà÷åíèì çíàêîì "−".
Âèêîíàâøè ïåðåìiùåííÿ ïåðåâåçåííÿ ∆ âçäîâæ öè-
êëó, îòðèìà¹ìî ïëàí X(1) =

(
x

(1)
ij

)
òàêèé, ùî : 1)

0 ≤ x
(1)
i0j0

< x
(0)
i0j0

; 2) t1 = t
(
X(1)

) ≤ t0 ; 3) êëiòèíè, çà-
áîðîíåíi äëÿ ïëàíó X(0) , ¹ òàêîæ çàáîðîíåíèìè äëÿ
ïëàíóX(1). Çà ëåìîþ 1 ìîæíà ââàæàòè, ùî ïëàíX(1)

îïîðíèé.
Äàëi äëÿ ïëàíó X(1) âèçíà÷à¹ìî ìíîæèíó çàáî-

ðîíåíèõ êëiòèí (àíàëîãi÷íî, ÿê öå çðîáëåíî äëÿ ïëà-
íó X(0)). Ãîëîâíîþ äëÿ ïëàíó X(1) áóäåìî ââàæàòè
êëiòèíó (i0, j0), ÿêùî x

(1)
i0j0

> 0, àáî áóäü-ÿêó iíøó
êëiòèíó (i1, j1), äëÿ ÿêî¨ x

(1)
i1j1

> 0 i ti1j1 = t1, ÿêùî
x

(1)
i0j0

= 0. Äî ïëàíó X(1), ÿêùî ìîæëèâî, çàñòîñó¹ìî
ïåðåòâîðåííÿ, îïèñàíå ó âèïàäêó 1, i ïîâòîðèìî öå
ïåðåòâîðåííÿ ñòiëüêè ðàçiâ, äîêè íå îòðèìà¹ìî îïîð-
íèé ïëàí, äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæóâàòèìóòüñÿ óìîâè âè-
ïàäêó 2.

Âèïàäîê 2. Äëÿ ïëàíó X(0) íå iñíó¹ öèêëó, ïðî
ÿêèé éäåòüñÿ ó âèïàäêó 1. Òîäi ïîáóäîâà ïðèïèíÿ-
¹òüñÿ, ïëàí X(0) îïòèìàëüíèé i çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà.

Çàóâàæèìî, ùî îïòèìàëüíèé ïëàí ïîáóäîâàíî çà
äîïîìîãîþ îïîðíèõ ïëàíiâ (âîíè ïîòðiáíi äëÿ îá-
 ðóíòóâàííÿ ìåòîäó), òîäi ÿê â [3, 4, 5] âèêîðèñòàííÿ
îïîðíèõ ïëàíiâ íå âèìàãà¹òüñÿ.

B
Îá ðóíòó¹ìî îïèñàíi ïîáóäîâè.
Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî äî íåîïòèìàëüíîãî ïëà-

íó òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i X(0) =
(
x

(0)
ij

)
, i = 1, . . . ,m,

j = 1, . . . , n, çàâæäè ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ïåðå-
òâîðåííÿ çàãàëüíîãî êðîêó, à ñàìå, ùî iñíó¹ öèêë,
ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè âèïàäêó 1. Íåâàæêî ïîêàçà-
òè, ùî îïòèìàëüíèé ïëàí òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i çàâ-
æäè iñíó¹, ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç Y = (yij),

i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Âèáåðåìî ãîëîâíó êëiòè-
íó (i0, j0) äëÿ ïëàíó X(0). Îñêiëüêè x

(0)
i0j0

> yi0j0 = 0,
òî çà íàñëiäêîì ç òåîðåìè iñíó¹ öèêë, ó ÿêîìó ïî-
ñëiäîâíî ÷åðãóþòüñÿ ïåðåâàíòàæåíi i íåäîâàíòàæåíi
âåðøèíè ïëàíîì X(0) ñòîñîâíî ïëàíó Y i îäíà ç âåð-
øèí öèêëó ðîçòàøîâàíà â êëiòèíi (i0, j0). Î÷åâèäíî,
ùî öèêë ñêëàäåíî ç íåçàáîðîíåíèõ äëÿ ïëàíó X(0)

êëiòèí òàáëèöi. Âií çàäîâîëüíÿòèìå óìîâè âèïàäêó 1
çàãàëüíîãî êðîêó, ÿêùî ïåðåâàíòàæåíi âåðøèíè öè-
êëó ïîçíà÷èòè çíàêîì "−", à íåäîâàíòàæåíi � çíàêîì
"+".

Îòæå, óìîâè âèïàäêó 1 âèêîíóþòüñÿ äëÿ íåîïòè-
ìàëüíîãî ïëàíó. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî óìîâè âèïàäêó
2 ¹ äîñòàòíiìè äëÿ îïòèìàëüíîñòi ïëàíó òðàíñïîðò-
íî¨ çàäà÷i.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî îïòèìàëüíèé ïëàí ìîæíà
îòðèìàòè ç äîâiëüíîãî îïîðíîãî ïëàíó X(0), ïîâòî-
ðèâøè ïåðåòâîðåííÿ çàãàëüíîãî êðîêó íå áiëüøå, íiæ
ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ. Ñïðàâäi, ÿêùî ïëàí X(0)

íåîïòèìàëüíèé, òî çàñòîñó¹ìî äî íüîãî ïåðåòâîðåííÿ
çàãàëüíîãî êðîêó (âèïàäîê 1) i, ÿêùî áóäå ìîæëèâî,
ïîâòîðèìî éîãî çíîâó äëÿ îòðèìóâàíèõ ïëàíiâ. Ó ðå-
çóëüòàòi ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü îïîðíèõ ïëàíiâ

{
X(k)

}
, k = 1, 2, . . . ,

X(k) =
(
x

(k)
ij

)
, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n,

(2)

òàêèõ, ùî êîæíèé íàñòóïíèé îòðèìàíî ç ïîïåðåäíüî-
ãî çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ, îïèñàíîãî ó âèïàä-
êó 1. Ïðèïóñòèìî, ùî X(p) i X(q), p < q, � äâà ïëà-
íè ïîñëiäîâíîñòi (2). ßêùî (ip, jp) � ãîëîâíà êëiòèíà
äëÿ ïëàíó X(p), òî ç îïèñàíèõ ïîáóäîâ âèïëèâà¹, ùî
x

(p)
ipjp

> x
(q)
ipjp

, òîáòî X(p) 6= X(q) i, îòæå, âñi îïîðíi
ïëàíè ïîñëiäîâíîñòi (2) ðiçíi. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü (2)
ñêií÷åííà, à ¨¨ îñòàííié îïîðíèé ïëàí îïòèìàëüíèé.

Ïðèêëàä 1. Ðîçâ'ÿçàòè òðàíñïîðòíó çàäà÷ó çà
êðèòåði¹ì ÷àñó, ÿêùî ¨¨ óìîâè çàäàíi òàáë. 1.

Ïîïåðåäíié êðîê. Çíàõîäèìî ïî÷àòêîâèé îïîðíèé
ïëàí ìåòîäîì ïiâíi÷íî-çàõiäíîãî êóòà (òàáë. 2). ×àñ
ðåàëiçàöi¨ ïëàíó t0 = 7. Âèçíà÷à¹ìî ìíîæèíó çàáî-
ðîíåíèõ êëiòèí (âîíè çàòiíåíi) i âèáèðà¹ìî ãîëîâíó
êëiòèíó, íåõàé (3, 2).

Çàãàëüíèé êðîê. Ùîá çâiëüíèòè âiä ïåðåâåçåíü
ãîëîâíó êëiòèíó, ìîæíà äâi÷i âèêîíàòè ïåðåìiùåí-
íÿ ïåðåâåçåííÿ âçäîâæ ïîçíà÷åíèõ ó òàáë. 2 öèêëiâ:
ñïî÷àòêó � âçäîâæ âíóòðiøíüîãî, ïåðåìiñòèâøè ïå-
ðåâåçåííÿ ∆1 = 25, à ïîòiì � âçäîâæ çîâíiøíüîãî,
ïåðåìiñòèâøè ïåðåâåçåííÿ ∆2 = 5.

Âíàñëiäîê ïåðåìiùåíü îòðèìà¹ìî íåîïîðíèé ïëàí
(òàáë. 3). Ïåðåìiñòèâøè âçäîâæ ïîçíà÷åíîãî â òàáë. 3
öèêëó ïåðåâåçåííÿ ∆3 = 5, îòðèìà¹ìî îïîðíèé ïëàí
(òàáë. 4), ÷àñ ðåàëiçàöi¨ ÿêîãî t = 5. Öåé ïëàí îïòè-
ìàëüíèé, áî äëÿ êëiòèíè (2, 1), ÿê ãîëîâíî¨, íå ìîæíà
çíàéòè â òàáëèöi öèêëó, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè âè-
ïàäêó 1, õî÷à äëÿ êëiòèíè (4, 2), ÿêùî ¨¨ âèáðàòè çà
ãîëîâíó, òàêèé öèêë iñíó¹ (âií ïîçíà÷åíèé ó òàáë.4).
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It is proved that any plan of the transportation problem can be obtained from any other
plan by transitions of transportations along cycles. One of the known method for solving of the
minimum time transportation problem is justi�ed.
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