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I. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Çãiäíî ç [1] òåïëîâà çàäà÷à òåðòÿ çâîäèòüñÿ äî âè-
çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ òà iíiöiéîâàíîãî íèì
íàïðóæåíîãî ñòàíó â òiëi ïðè íàãðiâàííi ÷àñòèíè éîãî
ãðàíè÷íî¨ ïîâåðõíi (äiëÿíêè êîíòàêòó) ðîçïîäiëåíèì
òåïëîâèì ïîòîêîì, ïðîïîðöiéíèì ïèòîìié ðîáîòi òåð-
òÿ. Òàêó çàäà÷ó äëÿ ïiâïðîñòîðó ç îäíi¹þ âíóòði-
øíüîþ àáî êðàéîâîþ òðiùèíîþ ðîçãëÿíóòî â ðîáî-
òàõ [2,3], à ç ïåðiîäè÷íîþ ñèñòåìîþ òàêèõ òðiùèí �
â [4,5]. Ó öié ðîáîòi îäåðæàíi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ
âiäïîâiäíî¨ òåïëîâî¨ çàäà÷i äëÿ ïiâîáìåæåíîãî òiëà
ç öèëiíäðè÷íèì ÷óæîðiäíèì âêëþ÷åííÿì ó âèïàäêó
ïëîñêî¨ äåôîðìàöi¨.

Ðîçãëÿíåìî ïðóæíèé ïiâïðîñòið, â ÿêîìó çíàõî-
äèòüñÿ âêëþ÷åííÿ, ùî ìà¹ ôîðìó íåñêií÷åííîãî öè-
ëiíäðà, òâiðíi ÿêîãî ïàðàëåëüíi ìåæi ïiâïðîñòîðó, à
íàïðÿìíîþ ¹ åëiïñ ç ïiâîñÿìè a i b. Ââåäåìî ïðÿ-
ìîêóòíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò xyz òàê, ùîá
ïëîùèíà xOz çáiãàëàñÿ ç ìåæåþ ïiâïðîñòîðó, âiñü
Oz áóëà ïàðàëåëüíà òâiðíèì âêëþ÷åííÿ, à âiñü Oy
çáiãàëàñÿ iç çîâíiøíüîþ íîðìàëëþ äî ìåæi ïiâïðî-
ñòîðó. Ìàþ÷è íà óâàçi ðîçãëÿä ïëîñêî¨ çàäà÷i, êî-
ëè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí îäíàêîâèé â óñiõ
ïëîùèíàõ, ïàðàëåëüíèõ ïëîùèíi xOy, ìè íå çîáðà-
æà¹ìî âçàãàëi âiñü Oz, à áóêâîþ z áóäåìî ïîçíà÷àòè
êîìïëåêñíó çìiííó z = x + iy. Êðiì ñèñòåìè êîîð-
äèíàò xOy ðîçãëÿäàòèìåìî òàêîæ ëîêàëüíó ñèñòå-
ìó x1O1y1, îäåðæàíó iç ñèñòåìè xOy ïàðàëåëüíèì
ïåðåíîñîì òàê, ùîá òî÷êà çáiãàëàñÿ ç öåíòðîì åëi-
ïñà O1. Òîäi êîìïëåêñíà êîîðäèíàòà òî÷êè O1 áóäå
z0
1 = −d− ih, à çâ'ÿçîê ìiæ êîìïëåêñíèìè êîîðäèíà-
òàìè òî÷îê â ðiçíèõ ñèñòåìàõ çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-
ííÿì z = z1 + z0

1 .
Íåõàé äiëÿíêà |x| ≤ c, y = 0 ïîâåðõíi ïiâïðîñòîðó

íàãðiâà¹òüñÿ, âíàñëiäîê òåðòÿ òåïëîâèì ïîòîêîì ií-
òåíñèâíîñòiQ (x), à ðåøòà ïîâåðõíi � òåïëîiçîëüîâàíà

λ
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
{ −Q (x) , | x | ≤ c,

0, | x | > c.
(1)

Ïîâåðõíÿ ïiâïðîñòîðó ââàæà¹òüñÿ íåíàâàíòàæå-
íîþ, i íàïðóæåííÿ òà òåìïåðàòóðà íà áåçìåæíîñòi
(x → ±∞, y → −∞) � âiäñóòíi. Ïðèïóñòèìî òàêîæ,
ùî íà êîíòóði ñïðÿæåííÿL (ìåæà åëiïñà) âêëþ÷åííÿ
i ìàòðèöi iñíóþòü óìîâè iäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòà-
êòó

λ1
∂T+

∂n
= λ

∂T−

∂n
, T+ = T−, t ∈ L, (2)

òà iäåàëüíîãî ìåõàíi÷íîãî êîíòàêòó

(N + iM)+ = (N + iM)− ,

(u + iv)+ = (u + iv)− , t ∈ L.
(3)

Òóò n � çîâíiøíÿ íîðìàëü äî êîíòóðó L; λ, λ 1 �
êîåôiöi¹íòè òåïëîïðîâiäíîñòi ìàòðèöi i âêëþ÷åííÿ
âiäïîâiäíî; T (x, y) � òåìïåðàòóðà;N , M � íîðìàëüíà
i äîòè÷íà êîìïîíåíòè çóñèëü;u, v � êîìïîíåíòè ïåðå-
ìiùåíü.

Iíäåêñè �+� i ��� âêàçóþòü íà ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ
âiäïîâiäíèõ âåëè÷èí çëiâà i ñïðàâà âiä êîíòóðóL.

II. Òåìïåðàòóðíå ïîëå
Ïîäàìî çàãàëüíó ñòàöiîíàðíó òåìïåðàòóðóT (x, y)

â ïiâïðîñòîði ç âêëþ÷åííÿì ó âèãëÿäi

T (x, y) = T0 (x, y) + T∗ (x, y) , (4)

äå T0 (x, y) � òåìïåðàòóðà â îäíîðiäíîìó ïiâïðîñòî-
ði; T∗ (x, y) � çáóðåíå òåìïåðàòóðíå ïîëå, çóìîâëåíå
íàÿâíiñòþ âêëþ÷åííÿ.

Òåìïåðàòóðà T0 (x, y) âèçíà÷à¹òüñÿ iç ðiâíîñòi [1]
*Àâòîð-ðåñïîíäåíò
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T0 (x, y) = − 1
πλ

c∫

−c

Q (ξ) · ln
√

(x− ξ)2 + y2dξ+C, (5)

äå C � äîâiëüíà ñòàëà.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ òåìïåðàòóðè T (x, y) ïîäàìî ¨¨

ó âèãëÿäi T (x, y) = Ref (z) (îñêiëüêè T (x, y) � ãàð-
ìîíi÷íà ôóíêöiÿ), i ñêîðèñòà¹ìîñÿ iíòåãðàëüíèì çî-
áðàæåííÿì êîìïëåêñíîãî ïîòåíöiàëó òåìïåðàòóðè â
ôîðìi [6].

F (z) =
1
π

∫

L

µ (t) e−iΘ

ξ − z
dt +

1
π

∫

L

µ (t) eiΘ

ξ − z
dt + F0 (z) ,

(6)
äå ξ = t + z0

1 , eiΘ =
dt

dS
, Θ � êóò ìiæ äîäàòíîþ äî-

òè÷íîþ äî êîíòóðó L i âiññþ O1x1; F0 (z)� âèçíà÷à¹
òåìïåðàòóðó T0 (x, y) çãiäíî ç çàëåæíiñòþ

T0 (x, y) = Re f0 (z) ,

f ′0 (z) = F0 (z) =
∂T0 (x, y)

∂x
− i

∂T0 (x, y)
∂y

.
(7)

Òóò i íèæ÷å øòðèõîì ïîçíà÷åíà ïîõiäíà, à ðèñ-
êîþ çâåðõó � ñïðÿæåíà âåëè÷èíà.

Çàäîâîëüíèâøè çà äîïîìîãîþ ïîòåíöiàëó (6) ãðà-
íè÷íi óìîâè (2), îäåðæèìî ñèíãóëÿðíå iíòåãðàëüíå
ðiâíÿííÿ (ÑIÐ) âiäíîñíî íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨µ (t)

µ (τ)+
1
π

∫

L

Im [K (t, τ)µ (t) dt]=−∆ · Im [
F0 (η) eiβ

]
,

τ ∈ L.
(8)

Òóò K (t, τ) =
∆ · ei(β−Θ)

ξ − η
+

∆ · ei(β+Θ)

ξ − η
· dt

dt
,

∆ =
λ 1 − λ

λ 1 + λ
, η = τ + z0

1 , eiβ =
dτ

ds
,

F0 (η) =
(

∂T0 (x, y)
∂x

− i
∂T0 (x, y)

∂y

)∣∣∣∣ x = x1 − d
y = y1 − h

.

Ðiâíÿííÿ (8) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ äîâiëüíî¨ ïðàâî¨
÷àñòèíè. Ó âèïàäêó îòâîðó äëÿ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî
ðîçâ'ÿçêó äî ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (8) íåîáõiäíî äî-
äàòè äåÿêèé íóëüîâèé ôóíêöiîíàë [7].

III. Òåìïåðàòóðíi íàïðóæåííÿ
Ïðèïóñòèìî, ùî ïðóæíèé ïiâïðîñòið ç öèëií-

äðè÷íèì âêëþ÷åííÿì çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ñòà-
öiîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿT (x, y). Êîìïëåêñíi
ïîòåíöiàëè íàïðóæåíü âèáåðåìî ó ôîðìi [6]

Φ(z) =
1
2π

∫

L

g (t) dt

ξ − z
+

1
2π

∫

L

[
g (t) dt

z − ξ
−

(
ξ − ξ

)
g (t)dt

(
ξ − z

)2

]
,

Ψ (z) =
1
2π

∫

L

[
g (t)dt

ξ − z
− ξg (t) dt

(ξ − z)2

]
+

1
2π

∫

L

{
ξg (t) dt
(
ξ − z

)2 +

[(
ξ − ξ

) (
ξ + z

)
(
ξ − z

)3 − 1
ξ − z

]
· g (t)dt

}
.

(9)

Çàäîâîëüíèâøè çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ (9) ãðàíè÷íi óìîâè (3), îäåðæèìî ÑIÐ âiäíîñíî
íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ g (t).

A · g (τ) +
1
2π

∫

l

[
R (t, τ) g (t) dt + S (t, τ) g (t)dt

]
= P(τ), τ ∈ L. (10)

Òóò R (t, τ) = R1 (t, τ) + R2 (t, τ), S (t, τ) = S1 (t, τ) + S2 (t, τ), R1 (t, τ) = B
ξ−η − D

ξ−η
· dτ

dτ ,

R2 (t, τ) =

{
B

η − ξ
−D · ξ − ξ

(ξ − η)2
+ D · dτ

dτ

[
1

ξ − η
− 2η

(
ξ − ξ

)− (
ξ − ξ

)
(ξ + τ)

(ξ − η)3

]}
,

S1 (t, τ) = −D ·
[

1
ξ − η

− · ξ − η

(ξ − η)2
· dτ

dτ

]
, S2 (t, τ) = B ·

[
ξ − ξ

(
ξ − η

)2 −
D

η − ξ
−D · dτ

dτ
· ξ − η

(ξ − η)2

]
,

A = i · 1 + χ1 + Γ (1 + χ)
2

, B = χ1 − Γχ, D = 1− Γ, Γ =
G1

G
, χ = 3− 4ν, χ1 = 3− 4ν1;

P (τ) = Γ · βtf
− (η)− β1

t · f+ (η) , f± (η) ≡ ±ir (τ) + f (η) ,

r (τ) =
∫

µ (τ) ds + C1, βt = αt · E, β1
t = α1

t · E1;
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αt, E, ν, G
(
α1

t , E1, ν1, G1

)
� âiäïîâiäíî êîåôiöi¹íò

ëiíiéíîãî òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ, ìîäóëü ïðóæíîñòi,
êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà, ìîäóëü çñóâó ìàòðèöi (âêëþ-
÷åííÿ). Ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùîαt i α1

t â íàïðÿìi
òâiðíèõ öèëiíäðè÷íîãî âêëþ÷åííÿ ðiâíi ìiæ ñîáîþ.
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó êîëè òàêà âèìîãà íå íàêëàäà-
¹òüñÿ, çàäà÷à òåðìîïðóæíîñòi äëÿ êóñêîâî-îäíîðiä-
íîãî öèëiíäðè÷íîãî òiëà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ: ïëîñêî¨
i àíòèïëîñêî¨ çàäà÷ òåðìîïðóæíîñòi.
f (η)� ïðÿìå çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëóf (z), ÿêèé íà îñíî-
âi (6) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

f (z)=f0 (z)+
1
π

∫

L

r (t) dt

ξ − z
+

1
π

∫

L

r (t) dt

ξ − z
+ C + iC2, (11)

äå C � äiéñíà ñòàëà iíòåãðóâàííÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç âiäîìó òåìïåðàòóðó íà áåçìåæíîñòi, à ñòàëiC1

i C2, ÿêi íå âïëèâàþòü íà òåìïåðàòóðó, ââàæàòèìåìî
òàêèìè, ùî äîðiâíþþòü íóëþ.

Ó âèïàäêó îòâîðó (G1 = 0) äëÿ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (10) íåîáõiäíî äî éîãî ëiâî¨ ÷à-
ñòèíè äîäàòè äåÿêèé íóëüîâèé ôóíöiîíàë [7].

Íîðìàëüíi i äîòè÷íi íàïðóæåííÿ â ïiâïðîñòîði ç
âêëþ÷åííÿì çíàõîäèìî çà ôîðìóëàìè [6]

σxx =2ReΦ (z)−x · ReΦ′ (z)−y · ImΦ′ (z)−Re Ψ (z) ,
σyy =2Re Φ (z)+x · ReΦ′ (z)+y · ImΦ′ (z)+Re Ψ (z) ,
σxy = x · ImΦ′ (z)− y · ReΦ′ (z) + Im Ψ (z) ,

(12)

IV. Àëãîðèòì ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i
Iç ðiâíÿííÿ (8), âðàõîâóþ÷è (7), çíàõîäèìî ôóí-

êöiþ µ (t). Ïîòiì ïiäñòàâëÿ¹ìî µ (t) ç âðàõóâàííÿì
ñïiââiäíîøåííÿ (11) â ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (10) i
ðîçâ'ÿçó¹ìî éîãî âiäíîñíî ôóíêöi¨ g (t). Âèêîðèñòî-
âóþ÷è ðîçâ'ÿçîê g (t), çà ôîðìóëàìè (9), (12) âèçíà-
÷à¹ìî òåìïåðàòóðíi íàïðóæåííÿ ó âñüîìó êóñêîâî-
îäíîðiäíîìó ïiâïðîñòîði.
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Plane problems of steady-state heat conduction and thermoelastisity for a half-space which
include an elliptical inclusion are reduced to two of singular integral equations on cloused contour
(boundary of inclusion).
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