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Ïðîâåäåíî óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó ðîçðàõóíêó éìîâiðíiñíèõ õàðàêòåðèñòèê ìiöíîñòi ñòî-
õàñòè÷íî äåôåêòèâíèõ ìàòåðiàëiâ íà äèñïåðñíi êîìïîçèòíi ìàòåðiàëè. Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê,
êîëè ðóéíóâàííÿ iíiöiþ¹òüñÿ ó ì'ÿêèõ ïðóæíèõ âêëþ÷åííÿõ, ãåîìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè
ÿêèõ ¹ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ç ïåâíèìè çàêîíàìè éìîâiðíiñíîãî ðîçïîäiëó. Ïîáóäîâàíî
äiàãðàìè ãðàíè÷íîãî ñòàíó äëÿ êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ ç ðiçíîþ êiëüêiñòþ âêëþ÷åíü.
Êëþ÷îâi ñëîâà: ìiöíiñòü, êîìïîçèòíèé ìàòåðiàë, âêëþ÷åííÿ, ðîçïîäië.
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ÓÄÊ: 539.4

Íà ìiöíiñòü òië âïëèâàþòü âëàñòèâîñòi âèïàäêî-
âîñòi õàðàêòåðèñòèê ìàòåðiàëó, ñòðóêòóðè i äåôåêò-
íîñòi. Ðåàëüíi òiëà ¹ ñòàòèñòè÷íèìè àíñàìáëÿìè
ñòðóêòóðíèõ ÷àñòîê i äåôåêòiâ, äëÿ ÿêèõ õàðàêòåðíå
ðîçñiÿííÿ âëàñòèâîñòåé, ðîçìiðiâ, ïîëîæåííÿ òîùî.
Îïèñîâi ïàðàìåòðè ñòðóêòóðè ìàòåðiàëó íå ìîæíà
ââàæàòè ñòðîãî çàäàíèìè, äëÿ íèõ õàðàêòåðíà âè-
ïàäêîâiñòü, ïåâíèé iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië (ñòîõàñòè÷-
íiñòü). Âðàõóâàííÿ öi¹¨ ñòîõàñòè÷íîñòi äà¹ ìîæëè-
âiñòü ÿêíàéïîâíiøå âiäîáðàçèòè ìiöíiñíi âëàñòèâîñòi
ìàòåðiàëiâ.

Ñåðåä êîíñòðóêöiéíèõ ìàòåðiàëiâ âàæëèâå ìiñ-
öå ïîñiäàþòü êîìïîçèòíi. Ïðîáëåìà ðîçðàõóíêó
ìiöíîñòi êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ ç âèêîðèñòàííÿì
ñòîõàñòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ i ñòàòèñòè÷íèì îïèñîì
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî âïëèâàþòü íà ïðîöåñ ðóéíó-
âàííÿ, äîñëiäæóâàëàñÿ ó [1�4].

Ó ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó ðîçðàõóíêó
ñòàòèñòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ìiöíîñòi i ïîáóäîâàíî
êðèòåðié ðóéíóâàííÿ êîìïîçèòíîãî ìàòåðiàëó íà îñ-
íîâi çàñòîñóâàííÿ éìîâiðíiñíî-ñòàòèñòè÷íèõ ìåòîäiâ
äî ðåçóëüòàòiâ ìåõàíiêè ðóéíóâàííÿ ìàòåðiàëiâ ç
äåòåðìiíîâàíèìè äåôåêòàìè.

Ðîçãëÿíåìî ïëîñêèé ìàêðîåëåìåíò êîìïîçèòíîãî
ìàòåðiàëó, ùî ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïðóæíó îäíîðiäíó ìàò-
ðèöþ, â ÿêié ðiâíîìiðíî ðîçñiÿíi åëiïòè÷íi âêëþ-
÷åííÿ ç iíøîãî ïðóæíîãî ìàòåðiàëó. Âêëþ÷åííÿ
õàðàêòåðèçóþòüñÿ ðiçíîþ âåëè÷èíîþ òà îði¹íòàöi¹þ.
Öåé ìàêðîåëåìåíò çíàõîäèòüñÿ â ïëîñêîìó äâîâiñ-
íîìó ïîëi îäíîðiäíèõ çóñèëü p òà q, ÿêi ìîæíà ðîç-
ãëÿäàòè ÿê ãîëîâíi íàïðóæåííÿ çà ïëîñêîãî íàïðó-
æåíîãî ñòàíó (ðèñ. 1).

Ïðóæíi âëàñòèâîñòi ìàòðèöi òà âêëþ÷åíü ¹ çàäà-
íèìè, âëàñòèâîñòi óñiõ âêëþ÷åíü îäíàêîâi (òîáòî äîñ-
ëiäæó¹ìî äâîêîìïîíåíòíèé ìàòåðiàë, õî÷à öå îá-
ìåæåííÿ íå ¹ ïðèíöèïîâèì, i ìîæíà ðîçãëÿäàòè
áàãàòîêîìïîíåíòíèé ìàòåðiàë). Ðîçãëÿäàòèìåìî âè-

ïàäîê, êîëè âêëþ÷åííÿ ¹ ì'ÿêèìè i ìàþòü ôîðìó
òîíêèõ ñïëþùåíèõ åëiïñiâ. Áiëÿ êðà¨â òàêîãî òèïó
âêëþ÷åíü âèíèêàþòü çíà÷íi ëîêàëüíi êîíöåíòðàöi¨
íàïðóæåíü i òîìó âîíè iñòîòíî âïëèâàþòü íà ìiö-
íiñòü [5]. Âêëþ÷åííÿ òàêî¨ ôîðìè ÷àñòî çóñòði÷àþòü-
ñÿ â ìåòàëàõ (îêèñëåíi øàðè, ãðàôiòíi âêëþ÷åííÿ
â ÷àâóíi òîùî), ó ãiðñüêèõ ïîðîäàõ (òåêòîíi÷íi òði-
íè ç çàïîâíþâà÷åì, ïðîøàðêè òîùî). Ââàæà¹ìî, ùî
âêëþ÷åííÿ ðîçñiÿíi òàê, ùî ¨õ âçà¹ìîäi¹þ ìîæíà
çíåõòóâàòè. Ãåîìåòðè÷íi ïàðàìåòðè âêëþ÷åíü (îði¹í-
òàöiÿ òà ðîçìiðè) ¹ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ç ïåâ-
íèìè çàêîíàìè éìîâiðíiñíîãî ðîçïîäiëó. Ðóéíóâàííÿ
êîìïîçèòíîãî ìàòåðiàëó ç âêëþ÷åííÿìè ìîæå âiäáó-
âàòèñÿ ïî-ðiçíîìó: ïî÷èíàòèñÿ ó âêëþ÷åííi, áiëÿ
íüîãî, àáî íà ìåæi ìàòðèöÿ-âêëþ÷åííÿ.

Ðèñ. 1. Ãîëîâíi íàïðóæåííÿ çà ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî
ñòàíó

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé ìåõàíiçì. Äëÿ åëåìåíòà ìàòå-
ðiàëó ç îäíèì ì'ÿêèì ñïëþùåíèì âêëþ÷åííÿì, ÿêå
çíàõîäèòüñÿ â ïîëi íàïðóæåíü, ùî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
êîìïîíåíòàìè σ∞x , σ∞y , τ∞xy , íàïðóæåííÿ ó âêëþ÷åííi
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âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè [6]:

σ1
x =

σ∞y G1(1 + æ2)(3− æ1)
G1(1 + æ1)(1 + æ2) + 2δG2(æ1 − 1)

;

σ1
y =

σ∞y G1(1 + æ1)(1 + æ2)
G1(1 + æ1)(1 + æ2) + 2δG2(æ1 − 1)

; (1)

τ1
xy =

τ∞xyG1(1 + æ2)
G1(1 + æ2) + 2δG2

,

äå iíäåêñàìè 1 òà 2 ïîçíà÷åíi âåëè÷èíè, ùî íàëåæàòü
âiäïîâiäíî äî âêëþ÷åííÿ i ìàòðèöi; G1, G2 � ìîäóëi
çñóâó (G1/G2 < 1 ); æ1, æ2 � ïðóæíi ïîñòiéíi, ùî âè-
ðàæàþòüñÿ ÷åðåç êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà ν (æ = 3−ν

1+ν �
çà ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó, æ = 3 − 4ν � çà
ïëîñêî¨ äåôîðìàöi¨); δ = 2b/(a + b) ≈ 2b/a (b ¿ a); a
òà b � ïiâîñi åëiïñà.

Äëÿ âêëþ÷åííÿ, íàõèëåíîãî ïiä êóòîì α äî ãî-
ëîâíî¨ îñi, â ïîëi ãîëîâíèõ íàïðóæåíü p òà q=ηp,
âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìi ôîðìóëè ïåðåðàõóíêó íàïðó-
æåíü çà ïîâîðîòó ñèñòåìè êîîðäèíàò [7] ç (1), îòðè-
ìà¹ìî

σ1
x =

0, 5p ϕ(α, η) G1(1 + æ2)(3− æ1)
G1(1 + æ1)(1 + æ2) + 2δG2(æ1 − 1)

;

σ1
y =

0, 5p ϕ(α, η) G1(1 + æ1)(1 + æ2)
G1(1 + æ1)(1 + æ2) + 2δG2(æ1 − 1)

; (2)

τ1
xy =

0, 5p ψ(α, η) G1(1 + æ2)
G1(1 + æ2) + 2δG2

,

äå ϕ(α, η) = η+1+(η−1) cos 2α, ψ(α, η) = (η−1) sin 2α.
Ðîçãëÿíåìî ðóéíóâàííÿ âêëþ÷åííÿ. Îñêiëüêè

íàïðóæåíèé ñòàí ó âêëþ÷åííi ¹ îäíîðiäíèì, òî ìîæ-
íà çðîáèòè ïðèïóùåííÿ, ùî â íüîìó óòâîðþ¹òüñÿ
òðiùèíà íà óñþ äîâæèíó 2a. Ìîæóòü âèíèêàòè i
ïîïåðå÷íi òðiùèíè, àëå íàéáiëüøå íåáåçïå÷íèìè ¹
ïîçäîâæíi. Ïðèéìà¹ìî çà êðèòåðié ðóéíóâàííÿ
âêëþ÷åííÿ óìîâó òèïó çàêîíó êóëîíiâñüêîãî òåðòÿ
çi ç÷åïëåííÿì [6]:

τ1
xy ≤ K1 − σ1

y tg ρ1 , (3)

äå K1 � êîåôiöi¹íò ç÷åïëåííÿ; tg ρ1 � êîåôiöi¹íò
âíóòðiøíüîãî òåðòÿ ìàòåðiàëó âêëþ÷åííÿ. Öÿ óìî-
âà çàäîâiëüíî îïèñó¹ ðóéíóâàííÿ áàãàòüîõ ìàêðî-
ñòðóêòóðíî-îäíîðiäíèõ ìàòåðiàëiâ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü (2), çàïè-
øåìî êðèòåðié (3) ó âèãëÿäi

pψ(α, η)
1 + 2δG2

G1(1+æ2)

≤ 2K1 − p ϕ(α, η)

1 + 2δG2(æ1−1)
G1(1+æ1)(1+æ2)

tg ρ1 . (4)

Ïðîâiâøè åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ i çíåõòóâàâ-
øè ÷ëåíàìè ïîðÿäêó G2

1/G2
2 , ç óìîâè (4) îòðèìà¹ìî

çíà÷åííÿ íàïðóæåíü (íàâàíòàæåííÿ), çà ÿêèõ ðóé-
íó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

p =
T

B ϕ(α, η) + C ψ(α, η)
, q = ηp , (5)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ
B = (1 + æ1) tg ρ1 , C = æ1 − 1 , D = æ1(1 + æ2) ,

M = G2(æ1−1)/G1, N = 4 K1/(1+æ2), T=N(D+δM).
Ìîæíà, íàâïàêè, âèçíà÷èòè âåëè÷èíó âêëþ÷åí-

íÿ, ùî âiäïîâiäà¹ çàäàíîìó ãðàíè÷íîìó íàâàíòà-
æåííþ p:

a

2b
=

1
δ

=
M

p(B ϕ(α, η) + C ψ(α, η))/N −D
. (6)

Òðiùèíè, ÿêi óòâîðþþòüñÿ íà ìiñöi âêëþ÷åíü,
ïåðåõîäÿòü â îñíîâíèé ìàòåðiàë (ìàòðèöþ) i ïåðå-
òèíàþòü óñå òiëî, àáî ìîæóòü çóïèíèòèñÿ i ëèøå
çà ïiäâèùåííÿ íàâàíòàæåííÿ äîñÿãàþòü íîâîãî êðè-
òè÷íîãî ñòàíó. Ìîæëèâå òàêîæ äîñÿãíåííÿ êðèòè÷-
íîãî ñòàíó çà íåçìiííîãî íàâàíòàæåííÿ ÷åðåç ðiñò
òðiùèí ç ÷àñîì [8] (ó öüîìó âèïàäêó ïîòðiáíî âèâ-
÷àòè ñòàòè÷íó äîâãîâi÷íiñòü ìàòåðiàëó).

Ðîçãëÿíåìî àïðîáàöiþ îòðèìàíèõ àíàëiòè÷íèõ
ðåçóëüòàòiâ äî äèñïåðñíîãî êîìïîçèòó òèïó ñiðîãî
÷àâóíó. Âiäïîâiäíî äî äàíèõ ðîáîòè [9] òà ôiçè÷íèõ
ìiðêóâàíü ïðèéíÿòî òàêi çíà÷åííÿ êîíñòàíò: G2 =
= 4, 4 · 10−4 ÌÏà, ν1 = ν2 = 0, 25, G1/G2 = 0, 081,
tg ρ1 = 0, 1.

Çàëåæíî âiä êóòà α îði¹íòàöi¨ âêëþ÷åííÿ i ñïiâ-
âiäíîøåííÿ η = p/q, ãðàíè÷íå íàâàíòàæåííÿ p
çìiíþ¹òüñÿ òàê, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2, 3.

Ðèñ. 2. Äâîâiñíèé ðîçòÿã

Ðèñ. 3. Ðîçòÿã-ñòèñê
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Ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ìiöíîñòi êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ çà ñêëàäíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó

Éîãî ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ

pmin =
T√

B2 + C2 (η − 1) + B(η + 1)
(7)

äîñÿãà¹òüñÿ çà êóòîâî¨ îði¹íòàöi¨

α∗ = 0, 5 arctg C/B . (8)

Ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ p çà äâîâiñíîãî ðîçòÿãó

pmax =
T

2Bη
(9)

ðåàëiçó¹òüñÿ çà α = 0.
Çà ðîçòÿãó â îäíîìó íàïðÿìi òà ñòèñêó â iíøîìó

ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ p →∞ äîñÿãà¹òüñÿ çà

α∗∗ = 0, 5 arcsin
B

(
−C(η + 1) +

√
C2(η + 1)2 − 4(B2 + C2)η

)

(B2 + C2)(η − 1)
. (10)

Çà α = π/4 ãðàíè÷íå íàâàíòàæåííÿ äîðiâíþ¹

p1 =
T

B(η + 1) + C(η − 1)
. (11)

Çà α = π/2 ãðàíè÷íå íàâàíòàæåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ

òàê:
p2 =

T

2B
. (12)

Çàäàíîìó ãðàíè÷íîìó íàâàíòàæåííþ p (pmin ≤
≤ p ≤ pmax) òà âiäíîøåííþ íàïðóæåíü η âiäïîâi-
äàþòü êóòè îði¹íòàöi¨ âêëþ÷åííÿ:

α1 =
1
2

arcsin
C(T

p −B(η + 1))−
√

C2(T
p −B(η + 1))2 − (B2 + C2)(T 2

p2 + 4B2η − 2T
p B(η + 1))

(B2 + C2)(η − 1)
,

0 ≤ α1 ≤ π/4 (p1 ≤ p ≤ pmax) , àáî α∗∗ ≤ α1 ≤ π/4 (p1 ≤ p < ∞) ; (13)

α2 = π/2 − α1, π/4 ≤ α2 ≤ α∗ (pmin ≤ p ≤ p1); (14)

α3 =
π

2
− 1

2
arcsin

C(T
p −B(η + 1)) +

√
C2(T

p −B(η + 1))2 − (B2 + C2)(T 2

p2 + 4B2η − 2T
p B(η + 1))

(B2 + C2)(η − 1)
,

α∗ ≤ α3 ≤ π/2 (pmin ≤ p ≤ p2 ) . (15)

Íåîäíîðiäíiñòü ñòðóêòóðè õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ãóñ-
òèíîþ ñóìiñíîãî ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé ñòîõàñòè÷íî
íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí � êóòà îði¹íòàöi¨ α
òà ïàðàìåòðà âêëþ÷åííÿ a (òîâùèíó âêëþ÷åíü 2b
ââàæàòèìåìî ôiêñîâàíîþ): f(α, a) = f1(α) f2(a) .

Ðóéíóþ÷å (ãðàíè÷íå) íàâàíòàæåííÿ äëÿ åëåìåíòà
ç âêëþ÷åííÿì, ùî ìà¹ âèïàäêîâi îði¹íòàöiþ òà ðîç-
ìið, ¹ òàêîæ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç iíòåãðàëüíîþ
ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé F1(p, η), ÿêó ìîæ-
íà âèçíà÷èòè àíàëîãi÷íî äî içîòðîïíèõ ìàòåðiàëiâ ç
òðiùèíàìè [10] òàê:

F1(p, η) =
∫∫

p(α,a,η)≤ p

f(α, a) dαda , pmin ≤ p ≤ pmax .

Iíòåãðóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ ïî äâîâèìiðíié îáëàñ-
òi ìîæëèâèõ çíà÷åíü α òà a, äëÿ ÿêèõ ãðàíè÷íå
çíà÷åííÿ p(α, a, η) íå ïåðåâèùó¹ ôiêñîâàíîãî çíà-
÷åííÿ p.

Âèðàæà¹ìî ïîäâiéíèé iíòåãðàë ÷åðåç ïîâòîðíèé

F1(p, η) =
∫

Sα

f1(α)
[ a1∫

a(α,p,η)

f2(a) da

]
dα , (16)

äå Sα � ìíîæèíà ìîæëèâèõ çíà÷åíü α, äëÿ ÿêèõ çà
çàäàíèõ p òà η âèêîíó¹òüñÿ óìîâà a0 ≤ a(α, p, η) ≤
≤ a1, äå a0 � ìiíiìàëüíå, a1 � ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðà a âêëþ÷åíü.

Äëÿ ìàêðîåëåìåíòà êîìïîçèòíîãî ìàòåðiàëó, ùî
ìiñòèòü n âêëþ÷åíü, ÿêi íå âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñî-
áîþ, ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ãðàíè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ
âèçíà÷à¹òüñÿ [10] çà ôîðìóëîþ, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà
ãiïîòåçi ñëàáêî¨ ëàíêè:

Fn(p, η) = 1− (1− F1(p, η))n . (17)

Ââàæàòèìåìî óñi ìîæëèâi îði¹íòàöi¨ âêëþ÷åíü
îäíàêîâî éìîâiðíèìè (ìàòåðiàë ¹ ìàêðîiçîòðîïíèì).
ßêùî çâàæèòè íà ñèìåòðiþ âåëè÷èíè ãðàíè÷íîãî
íàâàíòàæåííÿ p ùîäî êóòà îði¹íòàöi¨ α, òî ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ðîçïîäië α ëèøå â iíòåðâàëi âiä íóëÿ
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äî π/2. Òîìó äèôåðåíöiéíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó éìî-
âiðíîñòåé îði¹íòàöi¨ âêëþ÷åíü çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi
ðiâíîìiðíîãî çàêîíó:

f1(α) =
2
π

, 0 ≤ α ≤ π

2
. (18)

Íåõàé äèôåðåíöiéíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó éìîâið-
íîñòåé ïàðàìåòðà âêëþ÷åíü a çàïèñó¹òüñÿ β-çàêîíîì:

f2(a) =
r + 1

a1 − a0

(
1− a− a0

a1 − a0

)r

(a0 ≤ a ≤ a1) ,

äå a0 � ìiíiìàëüíà; a1 � ìàêñèìàëüíà âåëè÷èíà
ïàðàìåòðà a; r � õàðàêòåðèñòèêà îäíîðiäíîñòi
ìàòåðiàëó (÷èì áiëüøå r, òèì áiëüøà éìîâiðíiñòü
íàÿâíîñòi ìàëèõ âêëþ÷åíü). Çà áóäü-ÿêèõ r ≥ 0 öåé
çàêîí âiäîáðàæà¹ çìåíøåííÿ éìîâiðíîñòi çóñòði÷i
âêëþ÷åíü çi çáiëüøåííÿì ¨õ ðîçìiðó.

Iíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé
ïàðàìåòðà a:

F2(a) = 1−
(

1− a− a0

a1 − a0

)r+1

(a0 ≤ a ≤ a1) . (19)

Âèêîðèñòàâøè ïîäàííÿ (16), (18), (19), çàïèøåìî
ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ãðàíè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ äëÿ
åëåìåíòà ç îäíèì âêëþ÷åííÿì:

F1(p, η) =
2
π

∫

Sα

[1− F2(a(α, p, η))]r+1dα , (20)

äå a(α, p, η) � ïàðàìåòð âêëþ÷åííÿ, ùî âiäïîâi-
äà¹ çàäàíîìó ãðàíè÷íîìó íàâàíòàæåííþ p i âèç-
íà÷à¹òüñÿ ç ôîðìóëè (6).

Îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ Sα âiäïîâiäíî äî ñïiââiä-
íîøåííÿ ãîëîâíèõ íàïðóæåíü η ìà¹ ðiçíèé âèãëÿä.

Ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ãðàíè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ
(7) äîñÿãà¹òüñÿ çà êóòà îði¹íòàöi¨ α = α∗ (ôîðìóëà
(8)) òà ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a = a1.

Çà äâîâiñíîãî ðîçòÿãó ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ p
(9) ðåàëiçó¹òüñÿ çà α = 0 òà ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðà a = a0.

Çà ðîçòÿãó-ñòèñêó ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ p → ∞
îòðèìà¹ìî çà α = α∗∗ (10) òà a = a0.

Çà α = π/2 òà a = a1 ãðàíè÷íå íàâàíòàæåííÿ p
âèçíà÷à¹òüñÿ çà (12).

Çà α = α∗ òà a = a0 ãðàíè÷íå íàâàíòàæåííÿ p
ìàòèìå âèãëÿä

p3 =
N(D + 2Mb/a0)√

B2 + C2 (η − 1) + B(η + 1)
.

Çà ñïiââiäíîøåííÿ íàïðóæåíü η òà çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðà a0 ≤ a ≤ a1 êóòè αi âèçíà÷àþòüñÿ òàê:
α

(1)
1 , α

(2)
1 � çíà÷åííÿ âèðàçó α1 ç (13) âiäïîâiäíî çà

a = a1 òà a = a0. Òîäi α
(1)
2 = π/2 − α

(1)
1 , α

(2)
2 =

π/2 − α
(2)
1 .

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

F (β1, β2, p, η) =
2
π

β2∫

β1

[1− F2(a(α, p, η))]r+1dα . (21)

Òîäi iíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé
äëÿ åëåìåíòà ç îäíèì âêëþ÷åííÿì ó ðàçi äâîâiñíîãî
ðîçòÿãó (0 ≤ η ≤ 1) ìàòèìå âèãëÿä

F1(p, η) =





F (α(1)
1 , α

(1)
2 , p, η), pmin ≤ p ≤ p2 (η 6= 0, η 6= 1)

F (α(1)
1 , π/2, p, η), p2 ≤ p ≤ p3 (η 6= 0)

F (0, α
(2)
1 , p, η) + α

(2)
2 − α

(2)
1 + F (α(2)

2 , π/2, p, η), p3 ≤ p ≤ pmax (η 6= 1).
(22)

Äëÿ âèïàäêó ðîçòÿãó-ñòèñêó (−1 ≤ η ≤ 0) îòðèìà¹ìî

F1(p, η) =





F (α(1)
1 , α

(1)
2 , p, η), pmin ≤ p ≤ p2 (η 6= 0, η 6= −1)

F (α(1)
1 , π/2, p, η), p2 ≤ p ≤ p3 (η 6= 0, η 6= −1)

F (α(2)
1 − α∗∗, α

(2)
1 , p, η) + α

(2)
2 − α

(2)
1 + F (α(2)

2 , π/2, p, η), p3 ≤ p < ∞ .

(23)

Çà ïåðåâàæàþ÷îãî ñòèñêó (−∞ < η ≤ −1) ìàòèìåìî

F1(p, η) =





F (α(1)
1 , α

(1)
2 , p, η), pmin ≤ p ≤ p3 (η 6= −1)

F (α(1)
1 , π/2, p, η), p3 ≤ p ≤ p2 (η 6= −1)

F (α(2)
1 − α∗∗, α

(2)
1 , p, η) + α

(2)
2 − α

(2)
1 + F (α(2)

2 , π/2, p, η), p2 ≤ p < ∞ .

(24)

Íà îñíîâi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F1(p, η) ìîæíà îò-
ðèìàòè ðÿä ñòàòèñòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ìiöíîñòi.
Ðîçãëÿíåìî âèðàç (17) ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ãðàíè÷-
íîãî íàâàíòàæåííÿ Fn(p, η). �¨ çíà÷åííÿ çà ôiêñî-
âàíîãî íàâàíòàæåííÿ äîðiâíþ¹ [10] éìîâiðíîñòi
çðóéíóâàííÿ êîìïîçèòà

Pf = 1− (1− F1(p, η))n . (25)

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ãðàíè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ âèç-
íà÷à¹òüñÿ [10] òàê:

〈p〉 = pmin(η) +

pmax(η)∫

pmin(η)

[1− F1(p, η)]ndp . (26)
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Ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ìiöíîñòi êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ çà ñêëàäíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó

Ïðîâåäåìî çàìiíó çìiííî¨ x = p/N . Òîäi âèðàç (21) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

F (β1, β2, x, η) =
2
π

β2∫

β1

[1− F2(a(α, x, η))]r+1dα . (27)

Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëiòè÷íi ïîäàííÿ (22)�(24), (26)�(27), îòðèìà¹ìî âèðàçè ñåðåäíiõ çíà÷åíü áåçâèìiðíîãî
ãðàíè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ:

� ó âèïàäêó äâîâiñíîãî ðîçòÿãó (0 ≤ η ≤ 1)

〈p〉
N

=
pmin

N
+

p2/N∫

pmin/N

[1− F (α(1)
1 , α

(1)
2 , x, η)]ndx +

p3/N∫

p2/N

[1− F (α(1)
1 , π/2, x, η)]ndx+

+

pmax/N∫

p3/N

[1−F (0, α
(2)
1 , x, η)−α

(2)
2 + α

(2)
1 − F (α(2)

2 , π/2, x, η)]ndx,

(28)

� ó âèïàäêó ðîçòÿãó-ñòèñêó (−1 ≤ η ≤ 0)

〈p〉
N

=
pmin

N
+

p2/N∫

pmin/N

[1− F (α(1)
1 , α

(1)
2 , x, η)]ndx +

p3/N∫

p2/N

[1− F (α(1)
1 , π/2, x, η)]ndx+

+

∞∫

p3/N

[1− F (α(2)
1 − α∗∗, α

(2)
1 , x, η)− α

(2)
2 + α

(2)
1 − F (α(2)

2 , π/2, x, η)]ndx ,

(29)

� ó âèïàäêó ïåðåâàæàþ÷îãî ñòèñêó (−∞ < η ≤ −1)

〈p〉
N

=
pmin

N
+

p3/N∫

pmin/N

[1− F (α(1)
1 , α

(1)
2 , x, η)]ndx +

p2/N∫

p3/N

[1− F (α(1)
1 , π/2, x, η)]ndx+

+

∞∫

p2/N

[1− F (α(2)
1 − α∗∗, α

(2)
1 , x, η)− α

(2)
2 + α

(2)
1 − F (α(2)

2 , π/2, x, η)]ndx . (30)

Ðèñ. 4. Äiàãðàìè ãðàíè÷íîãî ñòàíó

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äðóãî¨ êîìïîíåíòè áåçâèìið-
íîãî íàâàíòàæåííÿ çíàõîäèìî ç óìîâè

〈q〉
N

= η
〈p〉
N

. (31)

Çà âèðàçàìè (28)�(31) ïîáóäîâàíi äiàãðàìè ãðà-
íè÷íîãî ñòàíó (ðèñ. 4) âiäïîâiäíî äî äàíèõ âêàçà-
íîãî âèùå êîìïîçèòó iç çàäàíîþ äåôåêòíiñòþ (n
âêëþ÷åíü, r = 3 ). Äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçðàõóíêiâ
ââàæàòèìåìî, ùî 0 ≤ a(α, x, η) ≤ a1 . Âiäïîâiäíî
äî çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü äiàãðàìè ¹ ñèìåòðè÷íèìè
ñòîñîâíî ëiíi¨ 〈p〉/N = 〈q〉/N (η = 1). Àíàëîãi÷íi
äiàãðàìè ãðàíè÷íîãî ñòàíó äëÿ ñòîõàñòè÷íî äåôåêò-
íèõ içîòðîïíèõ ìàòåðiàëiâ îòðèìàíi â [10].

Ïðîâiâøè àíàëiç ïîáóäîâàíèõ äiàãðàì, ìîæíà
çðîáèòè âèñíîâêè ïðî âïëèâ íà ìiöíiñòü äîñëiä-
æåíîãî îá'¹êòà âèäó íàïðóæåíîãî ñòàíó, êiëüêîñòi
âêëþ÷åíü (ðîçìiðiâ) òîùî. Çîêðåìà áà÷èìî, ùî ìiö-
íiñòü ìàòåðiàëó çíèæó¹òüñÿ çi çðîñòàííÿì ñêëàäíîñòi
íàïðóæåíîãî ñòàíó. Íàïðèêëàä, çà äâîâiñíîãî ðîç-
òÿãó âîíà íèæ÷à, íiæ çà îäíîâiñíîãî. Öÿ ðiçíèöÿ

Applied Mathematics and mechanics 63



Ð.I. Êâiò

çìåíøó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi âêëþ÷åíü (ùî
ìîæíà òðàêòóâàòè òàêîæ ÿê çáiëüøåííÿ ðîçìiðiâ
êîìïîçèòó). Îäíî÷àñíî çi çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi
n îáëàñòü äîïóñòèìèõ (áåçïå÷íèõ) íàâàíòàæåíü
çìåíøó¹òüñÿ, òîáòî çìåíøó¹òüñÿ ìiöíiñòü ìàòåðiàëó.

Çà n → ∞ ìàòèìåìî, ùî 〈p〉 → pmin, 〈q〉 → qmin =
= η pmin , i ñòàòèñòè÷íi äiàãðàìè ãðàíè÷íîãî ñòàíó
ïåðåõîäÿòü ó äåòåðìiíiñòè÷íó äiàãðàìó ìiíiìàëüíèõ
ãðàíè÷íèõ íàâàíòàæåíü (øòðèõîâà ëiíiÿ íà ðèñ. 4).
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STATISTICAL CHARACTERISTICS OF COMPOSITE MATERIALS
STRENGTH UNDER COMPOUND STRESS STATE

R.I. Kvit
National University �Lvivska Politechnika�
12 S. Banderà Str., 79013, Lviv, Ukraine

In this paper approach of probability strength characteristics determination for stochastic
defect materials to composite materials is generalized. The case of fracture initial in alien elastic
inclusions with probabilistic distributions of geometric characteristics is considered. The dia-
grams of limiting state for composite materials with di�erent number of inclusions are present.

Keywords: strength, composite material, inclusion, distribution.
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