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У межах модифiкованої моделi протонного впорядкування з врахуванням лiнiйних за

деформацiями ε6 i ε4 внескiв в енергiю протонної системи в наближеннi чотиричастинко-
вого кластера отримано термодинамiчний потенцiал i на його основi розраховано попере-
чнi статичнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi характеристики сегнетоелектрикiв
типу KD2PO4. Проведено грунтовний числовий аналiз отриманих результатiв, знайдено
оптимальнi набори мiкропараметрiв, якi забезпечують добрий кiлькiсний опис вiдповiдних
експериментальних даних для сегнетоелектрикiв M(H1−xDx)2XO4 (M = K, Rb, X = P, As).
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I. Вступ
Сегнетоелектрики MD2XO4 (M = K, Rb, X = P,

As) у параелектричнiй фазi кристалiзуються в класi
4̄ ·m тетрагональної сингонiї (просторова група I 4̄2d
з нецентросиметричною точковою групою D2d). Цi
кристали в обох фазах мають п’єзоелектричнi вла-
стивостi, що iстотно впливає на поведiнку їхнiх фi-
зичних характеристик. Важливим є також i те, що
в цих кристалах при сегнетоелектричному фазовому
переходi виникає спонтанна деформацiя ε6 = εxy, яка
приводить до змiни їхньої симетрiї. На жаль, цiй про-
блемi тривалий час не було придiлено належної ува-
ги. Описуючи дiелектричнi властивостi сегнетоеле-
ктрикiв типу MD2XO4 на основi звичайної протонної
моделi (див. [1–4]), обмежувалися статичною грани-
цею та високочастотною релаксацiєю. Питання про
дослiдження п’єзоелектричного резонансу в моделi,
що не враховує п’єзоефекту, не мало змiсту взагалi.
Потрiбно також вiдзначити, що якiсно правильнi ре-
зультати для високочастотних дiелектричних хара-
ктеристик сполук типу MD2XO4 можна отримати ли-
ше з врахуванням п’єзоелектричної взаємодiї. Класи-
чна же протонна модель не дозволяє описати ефекти,
пов’язанi з рiзницею у режимах вiльного i затисну-
того кристала i явище затискання кристала високо-
частотним полем. Це, зокрема, приводить до некоре-
ктного опису температурної поведiнки розрахованого
часу релаксацiї поляризацiї та динамiчної дiелектри-
чної проникностi сегнетоелектрикiв типу MD2XO4 в
областi фазового переходу.

У разi прикладання електричних полiв i зсувних
напруг певної симетрiї є можливiсть вивчати значен-
ня п’єзоелектричних взаємодiй у фазовому переходi
та їхнiй вплив на фiзичнi характеристики цих кри-
сталiв.

Дослiдження впливу п’єзоелектричної взаємодiї
на фазовий перехiд та деякi фiзичнi характеристи-
ки сегнетоелектрикiв типу KH2PO4 було започатко-
вано в роботi [5], в якiй модифiковано теорiю Сле-
тера [6], враховуючи розщеплення найнижчого се-
гнетоелектричного рiвня протонної системи, яке зу-
мовлене деформацiєю ε6. Фундаментальнi результа-
ти для деформованих сегнетоактивних сполук ти-
пу KH2PO4 були отриманi в роботах [7–13]. До того
ж автори робiт [7, 8] вперше модифiкували модель
протонного впорядкування для цих кристалiв, вра-
ховуючи лiнiйний за деформацiєю ε6 внесок в енер-
гiю протонної системи. Отриманий у цих роботах га-
мiльтонiан мiстить деформацiйне молекулярне поле
i враховує лише розщеплення енергiй бiчних протон-
них конфiгурацiй. Пiзнiше в роботах [9–12] було вра-
ховано всi можливi розщеплення енергiй протонних
конфiгурацiй, якi зумовленi деформацiєю ε6. У ро-
ботах [9, 10] вперше дослiджено фазовий перехiд у
деформованих кристалах MD2XO4 i розраховано їхнi
термодинамiчнi та поздовжнi дiелектричнi, п’єзоеле-
ктричнi i пружнi характеристики i вивчено вплив на
них напруги σ6 в кристалi K(H0,12D0,88)2PO4. До-
слiдження термодинамiчних, поздовжнiх та попере-
чних дiелектричних, п’єзоелектричних та пружних
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характеристик сегнетоелектрикiв KH2PO4 iз враху-
ванням тунелювання виконано в роботах [11, 12].
Отримано добрий кiлькiсний опис за запропонова-
ною теорiєю наявних експериментальних даних для
сегнетоелектрикiв KH2PO4 та антисегнетоелектрикiв
NH4H2PO4 в парафазi. Варто вiдзначити також ро-
боту [14], в якiй дослiджувався механiзм виникнення
спонтанної деформацiї ε6 у сегнетоелектриках типу
KH2PO4 i вплив на неї взаємодiї протонiв з акусти-
чними коливаннями гратки.

Актуальними, враховуючи наявнiсть експеримен-
тальних даних для поперечних дiелектричних, п’є-
зоелектричних та пружних характеристик кристалiв
сiм’ї MD2XO4, якi необхiдно описати теоретично, є
i дослiдження фiзичних характеристик цих криста-
лiв пiд час прикладання до них поперечних зовнi-
шнiх електричних полiв E1 або E2 та зсувних на-
пруг σ4 = σyz i σ5 = σxz, якi незалежно iндуку-
ють вiдповiднi внески в поляризацiї P1 i P2 та де-
формацiї ε4 i ε5 цих кристалiв iз врахуванням на-
явностi в них спонтанної деформацiї ε6. Вiдзначи-
мо, що в переважнiй бiльшостi робiт [15–22], присвя-
чених дослiдженню поперечних дiелектричних хара-
ктеристик кристалiв M(H1−xDx)2XO4, п’єзоелектри-
чнi взаємодiї не враховувались. У роботi [13] для
сегнетоелектрикiв типу KH2PO4 запропоновано уза-
гальнення протонної моделi з тунелюванням для до-
слiдження п’єзоелектричних, дiелектричних та пру-
жних властивостей, що пов’язанi iз деформацiями ε4

та ε5. Отримано в наближеннi чотиричастинкового
кластера вирази для поперечних фiзичних характе-
ристик цих кристалiв у параелектричнiй фазi. Дося-
гнуто належним вибором параметрiв теорiї доброго
узгодження теоретичних та експериментальних ре-
зультатiв для сегнетоелектрика KH2PO4 i антисегне-
тоелектрика NH4H2PO4.

Зауважимо, що в роботах [9–13] не вивчались ди-
намiчнi властивостi сегнетоелектрикiв типу KH2PO4

iз врахуванням п’єзоелектричної взаємодiї. Однак та-
кi дослiдження є дуже важливими. У зв’язку iз вста-
новленим у роботi [23] ефектом пригнiчення тунелю-
вання в сегнетоелектриках типу KH2PO4 та прин-
циповими труднощами, якi виникають пiд час роз-
рахункiв динамiчних характеристик цих кристалiв
iз врахуванням тунелювання, цю задачу доцiльно
розв’язувати, нехтуючи тунелюванням. У роботах
[24, 25] у межах модифiкованих протонних моделей
вивчались релаксацiйнi явища в кристалах MD2XO4

та було розраховано для них коефiцiєнти поглинання
та швидкостi ультразвуку. Було явно описано явища
затискання кристала високочастотним електричним
полем, п’єзоелектричного резонансу i НВЧ дисперiї,
що спостерiгається на експериментi.

Ця робота присвячена вивченню в межах модифi-
кованої протонної моделi поперечних статичних дi-
електричних, п’єзоелектричних i пружних характе-
ристик сегнетоелектрикiв M(H1−xDx)2XO4 без туне-
лювання в пара- i сегнетоелектричнiй фазах, що по-
в’язанi з деформацiєю ε4.

II. Гамiльтонiан кристала

Розглянемо систему дейтронiв, якi рухаються на
O-D...O зв’язках в дейтерованих сегнетоелектричних
ортофосфатах (ДСОФ). Примiтивна комiрка гратки
Браве ДСОФ складається з двох тетраедрiв PO4 ра-
зом з чотирма водневими зв’язками, що належать до
одного з них (тетраедра типу "A”); водневi зв’язки,
якi пiдходять до другого тетраедра (типу "B”), на-
лежать чотирьом найближчим структурним елемен-
там, якi його оточують (рис.1). Тут 1 , 2 , 3 i 4

– водневi зв’язки, 1, 2 – положення дейтронiв на цих
зв’язках.
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Рис. 1. Примiтивна комiрка Браве KDP. Цифри
1 , 2 , 3 , 4 нумерують водневi зв’язки, а 1, 2 – мо-
жливi положення протонiв на зв’язках. Показано одну з
числа можливих протонних конфiгурацiй

Гамiльтонiан дейтронної системи ДСОФ з вра-
хуванням короткосяжних i далекосяжних взаємодiй
у разi прикладання до кристала механiчної напру-
ги σ4 = σyz та зовнiшнього поля E1, напрямленого
вздовж кристалографiчної осi a, складається iз ”за-
травочної” та псевдоспiнової частин:

Ĥ = NH0 + Ĥs. (2.1)

де N – загальна кiлькiсть примiтивних комiрок. “За-
травочна” частина енергiї примiтивної комiрки, яка
виражається через деформацiї εj (j = 4, 6) i електри-
чне поле E1, включає в себе пружну, п’єзоелектричну
та дiелектричну складовi:

H0 =
v

2
(cE0

44 ε2
4 + cE0

66 ε2
6)− ve0

14ε4E1 − v

2
χε0

11E
2
1 .(2.2)

Першi два доданки в правiй частинi (2.2) – пружна
енергiя, яка не залежить вiд розмiщення дейтронiв
на водневих зв’язках (cE0

66 , cE0
44 – “затравочнi” пру-

жнi сталi); третiй – енергiя взаємодiї мiж поляриза-
цiєю, що виникає за рахунок п’єзоелектричного ефе-
кту пiд час деформацiї ε4 без врахування водневих
зв’язкiв i полем E1 (e0

14 – “затравочний” коефiцiєнт
п’єзоелектричної напруги); четвертий доданок вiдпо-
вiдає енергiї, яка обумовлена поляризацiєю, що iнду-
кована зовнiшнiм електричним полем незалежно вiд
конфiгурацiй дейтронiв на водневих зв’язках (χε0

11 –
“затравочна” дiелектрична сприйнятливiсть), v – об’-
єм примiтивної комiрки.
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Псевдоспiнова частина гамiльтонiану має вигляд

Ĥs =
1
2

∑
qf

q′f′

Jff ′(qq′)
〈σqf 〉

2
〈σq′f ′〉

2
−

∑

qf

2µFf
σqf

2
+

+Ĥsh(4)−
∑

qf

µf1E1
σqf

2
. (2.3)

Першi два доданки в (2.3) – гамiльтонiан середнього
поля за далекосяжними диполь-дипольними взаємо-
дiями i непрямими через коливання гратки мiждей-
тронними взаємодiями та середнього поля, iндукова-
ного п’єзоелектричною взаємодiєю, причому

µF1
3

= ν1
3
η
(1)
1 + ν3

1
η
(1)
3 + ν2η

(1)
2 + ν2η

(1)
4 − ψ6ε6 ± ψ4ε4,

µF2
4

= ν2η
(1)
1 + ν2η

(1)
3 + ν1

3
η
(1)
2 + ν3

1
η
(1)
4 − ψ6ε6,

де η
(1)
f = 〈σqf 〉 – середнє значення iзiнгiвського псев-

доспiна σqf = ±1, два власнi значення якого вiдпо-
вiдають двом рiвноважним положенням дейтрона в
q-й комiрцi на f -му водневому зв’язку;

ν1 =
J11

4
, ν2 =

J12

4
, ν3 =

J13

4
,

а Jff ′ =
∑

Rq−Rq′
Jff ′(qq′) – Фур’є-образ константи да-

лекосяжних взаємодiй мiж дейтронами; ψ4, ψ6 – т.

зв. деформацiйнi потенцiали. Ĥsh(4) – гамiльтонiан
короткосяжних конфiгурацiйних взаємодiй мiж дей-
тронами поблизу тетраедрiв PO4. Враховуючи зна-
чення енергiй дейтронiв, якi оточують тетраедр PO4,
за наявностi спонтанної деформацiї ε6, i деформацiї
ε4 (табл.1) [13], можна записати гамiльтонiан коро-
ткосяжних взаємодiй у наближеннi чотиричастинко-
вого кластера в такому виглядi [2]:

Ĥsh(4) =
∑

q

[ĤA
4 (q) + ĤB

4 (q)].

Тут ĤA,B
4 (q) – гамiльтонiан конфiгурацiйних взаємо-

дiй дейтронiв бiля тетраедрiв PO4 типу “A” i типу “B”.
До того ж

ĤA
4 (q) =

16∑

i=1

N̂A
i (q)Ei(4),

де N̂i(q) =
4∏

f=1

1
2 (1+sf

σ̂qf

2 ) – оператор чотиричастин-

кової конфiгурацiї s1s2s3s4 [2, 28], в якому sf вiд-
повiдає власне значення оператора σ̂qf у конкретнiй
конфiгурацiї дейтронiв, sf = ±1, Ei(4) – енергiї кон-
фiгурацiй дейтронiв (табл. 1).

Таблиця 1

Енергiї конфiгурацiй дейтронiв поблизу тетраедра PO4

i σ1σ2σ3σ4 Ei i σ1σ2σ3σ4 Ei

1

1

2

1

1

1

2

2

2

2

3

1

4

+ + ++ εs − δs6ε6 9 −−−+ ε1−δ16ε6−
−δ15ε5

2 −−−− εs + δs6ε6 10 −−+− ε1−δ16ε6+
δ14ε4

3 +−+−
ε0

11 −+−− ε1−δ16ε6
+δ15ε5

4 −+−+ 12 +−−− ε1−δ16ε6
−δ14ε4

5 + +−− εa+δa6ε6−
−δa4ε4+δa5ε5

13 + +−+ ε1+δ16ε6
−δ14ε4

6 −−++ εa+δa6ε6+
+δa4ε4−δa5ε5

14 + + +− ε1+δ16ε6
+δ15ε5

7 −+ +− εa−δa6ε6+
+δa4ε4+δa5ε5

15 −+ ++ ε1+δ16ε6
+δ14ε4

8 +−−+ εa−δa6ε6−
−δa4ε4−δa5ε5

16 +−++ ε1+δ16ε6
−δ15ε5
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Внески в конфiгурацiйну енергiю примiтивної ко-
мiрки є однаковими для обох тетраедрiв [2, 29]. У
результатi, гамiльтонiан Ĥsh(4) подамо в такому ви-
глядi:

Ĥsh(4) =

=
∑

q

{
−1

4
(δs6ε6 − 2δ16ε6)

(σq1

2
+

σq2

2
+

σq3

2
+

σq4

2

)
+

−1
2
(δa4ε4 + δ14ε4)

(σq1

2
− σq3

2

)
−

+(−δs6ε6 − 2δ16ε6)
(σq1

2
σq2

2
σq3

2
+

σq1

2
σq2

2
σq4

2
+

+
σq1

2
σq3

2
σq4

2
+

σq2

2
σq3

2
σq4

2

)
+

+2(δa4ε4 − δ14ε4)
(σq1

2
σq2

2
σq4

2
− σq2

2
σq3

2
σq4

2

)
+ (4)

+(V + δa6ε6)
(σq1

2
σq2

2
+

σq3

2
σq4

2

)
+

+(V − δa6ε6)
(σq2

2
σq3

2
+

σq4

2
σq1

2

)
+

+U
(σq1

2
σq3

2
+

σq2

2
σq4

2

)
+ Φ

σq1

2
σq2

2
σq3

2
σq4

2

}
.

Тут

V = −1
2
w1, U =

1
2
w1 − ε, Φ = 4ε− 8w + 2w1,

а
ε = εa − εs, w = ε1 − εs, w1 = ε0 − εs,

де εs, εa, ε1, ε0 – конфiгурацiйнi енергiї дейтронiв
бiля тетраедра PO4, а ε w, w1 – сегнетоелектричнi
енергiї розширеної моделi Слетера-Такагi [2, 28].

Четвертий доданок у (2.3) ефективно описує вза-
ємодiю дейтронiв iз зовнiшнiм електричним полем
E1. Тут µf1 – ефективний дипольний момент водне-
вих зв’язкiв, якi, як показано в [30], дорiвнюють сумi
дипольних моментiв тетраедрiв i водневих зв’язкiв,
причому

µ11 = −µ31 = µ1 cos γ, µ21 = −µ41 = µ2 sin γ.

Враховуючи специфiку кристалiчної структури
сегнетоелектрикiв MD2XO4 для розрахунку термо-
динамiчного потенцiалу використаємо наближення
чотиричастинкового кластера за короткосяжними
взаємодiями [2, 28]. До того ж далекосяжнi взаємо-
дiї враховуються у наближеннi молекулярного поля.
У кластерному наближеннi термодинамiчний потен-
цiал сегнетоелектрика MD2XO4 має такий вигляд:

G(4)=NH(0)+
1
2

∑
qf

q′f′

Jff ′(qq′)
〈σqf 〉

2
〈σq′f ′〉

2
+

+
1
2
T

∑
q

4∑

f=1

ln Z
(1)
qf4 −

∑
q

T ln Z
(4)
q4 −Nvσ4ε4, (5)

де Z
(1)
qf4 = Spe−βĤ

(1)
qf (4), Z

(4)
q4 = Spe−βĤ(4)

q (4), β = 1
kBT

– одночастинкова i чотиричастинкова статистичнi су-
ми.

Одночастинковi та чотиричастинковий гамiльто-
нiани дейтронiв мають вигляд

Ĥ
(1)
qf =

x̄fj

β

σqf

2
, (6)

Ĥ(4)
q (4) = (−δs6ε6 − 2δ16ε6)

(σq1

2
σq2

2
σq3

2
+

+
σq1

2
σq2

2
σq4

2
+

σq1

2
σq3

2
σq4

2
+

σq2

2
σq3

2
σq4

2

)
+

+2(δa4ε4 − δ14ε4)
(σq1

2
σq2

2
σq4

2
− σq2

2
σq3

2
σq4

2

)
+

+(V + δa6ε6)
(σq1

2
σq2

2
+

σq3

2
σq4

2

)
+ (7)

+(V − δa6ε6)
(σq2

2
σq3

2
+

σq4

2
σq1

2

)
+

+U
(σq1

2
σq3

2
+

σq2

2
σq4

2

)
+ Φ

σq1

2
σq2

2
σq3

2
σq4

2
−

−1
4
(δs6ε6 − 2δ16ε6)

4∑

f=1

σqf

2
+

−1
2
(δa4ε4 + δ14ε4)

(σq1

2
− σq3

2

)
−

−
4∑

f=1

xfj

β

σqf

2
,

У (2.6) i (2.7) використанi такi позначення:

x1
3

= β[−∆4 + 2ν1
3
η
(1)
1 + 2ν3

1
η
(1)
3 + 2ν2η

(1)
2 + 2ν2η

(1)
4 +

−2ψ6ε6 ± 2ψ4ε4 ± µ1 cos γE1],

x2
4

= β[−∆j + 2ν2η
(1)
1 + 2ν2η

(1)
3 + 2ν1

3
η
(1)
2 + 2ν3

1
η
(1)
4 +

−2ψ6ε6 ± µ2 sin γE1]. (8)
x̄f = −β∆4 + xf ,

де ∆4 – ефективне поле, яке створене сусiднiми поза
межами кластера зв’язками.

Унарнi функцiї розподiлу дейтронiв на основi
(2.6) i (2.7) отримуємо в такому виглядi:

η
(1)
1 = th(

x̄f

2
),

η
(1)
1
3

=
1

D4
(sh A1 + d shA2 ± aa6 sh A3 ± a

a6
shA4 ±

±b sh A5 ∓ b shA6 + b shA7 + b shA8) =
m1

3(4)

D4
, (9)

η
(1)
2
4

=
1

D4
(sh A1 − d shA2 ± aa6 sh A3 ∓ a

a6
shA4 +

+b sh A5 + b shA6 ± b shA7 ∓ b shA8) =
m2

4(4)

D4
,

де

D4 = chA1 + d chA2 + aa6 ch A3 +
a

a6
chA4 +

+b chA5 + b chA6 + b ch A7 + b ch A8,

Тут використанi такi позначення:

a = e−βε, b = e−βw, d = e−βw1 , a6 = e−βδa6ε6 ,
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A1
2

=
1
2
(x1 ± x2 + x3 ± x4) + βδs6ε6 ± βδs6ε6,

A3
4

=
1
2
(x1 ± x2 − x3 ∓ x4) + βδa4ε4,

A5
6

=
1
2
(±x1 + x2 ∓ x3 + x4)− βδ16ε6 ± βδ14ε4,

A7
8

=
1
2
(x1 ± x2 + x3 ∓ x4)− βδ16ε6.

У кластерному наближеннi [2, 28] параметр ∆4

визначається з умови самоузгодження: середнє зна-
чення квазiспiна η

(1)
f (i) не повинно залежати вiд того,

по якому розподiлу Гiббса (з чотири- чи одночастин-
ковим гамiльтонiаном) воно розраховане.

Вилучаючи параметр ∆4, використовуючи (2.9),
отримаємо:

x1
3

=
1
2

ln
1 + η

(1)
1
3

1− η
(1)
1
3

+ βν1
3
η
(1)
1 + βν3

1
η
(1)
3 +

+βν2[η
(1)
2 + η

(1)
4 ]− βψ6ε6 ± βψ4ε4 ± βµ1

2
cos γE1,

x2
4

=
1
2

ln
1 + η

(1)
2
4

1− η
(1)
2
4

+ βν2[η
(1)
1 + η

(1)
3 ] + βν1

3
η
(1)
2 + (10)

+βν3
1
η
(1)
4 − βψ6ε6 ± βµ2

2
sin γE1.

Якщо до кристала не прикладенi зовнiшнi елек-
тричнi поля i напруги, то

η(1) = η
(1)
1 = η

(1)
2 = η

(1)
3 = η

(1)
4 =

sh(2x + βδs6ε6) + 2b sh(x− βδ16ε6)
ch(2x + βδs6ε6) + 4b ch(x− βδ16ε6) + 2a + d

=
m

D
,

а

x =
1
2

ln
1 + η(1)

1− η(1)
+ βνcη

(1) − βψ6ε6,

νc = ν1 + 2ν2 + ν3. (11)

III. Поперечнi дiелектричнi,
п’єзоелектричнi i пружнi
характеристики ДСОФ

Розрахувавши власнi значення одно- i чотиричас-
тинкового гамiльтонiанiв, отримуємо одно- i чотири-
частинковi статистичнi суми i знаходимо термодина-
мiчний потенцiал у розрахунку на примiтивну комiр-
ку в такому виглядi:

g(4) =
v̄

2
(cE0

66 ε2
6 + cE0

44 ε2
4)− v̄e0

14ε4E1 − v̄

2
χε0

11E
2
1 +

+2T ln 2 +
1
2
ν1[η

(1)2
1 + η

(1)2
3 + η

(1)2
2 + η

(1)2
4 ] +

+ν3[η
(1)
1 η

(1)
3 + η

(1)
2 η

(1)
4 ] + (3.1)

+ν2[η
(1)
1 η

(1)
2 + η

(1)
2 η

(1)
3 + η

(1)
3 η

(1)
4 + η

(1)
4 η

(1)
1 ]−

−1
2
T ln[1− η

(1)2
1 ]− 1

2
T ln[1− η

(1)2
2 ]−

−1
2
T ln[1− η

(1)2
3 ]− 1

2
T ln[1− η

(1)2
4 ]−

−2T ln D4 − v̄σ4ε4,

де v̄ = v
kB

, kB – стала Больцмана,
З умов термодинамiчної рiвноваги

1
v̄

(
∂g(4)
∂ε4

)

E1,σ4

= 0,
1
v̄

(
∂g(4)
∂ε6

)

E1

= 0,

1
v̄

(
∂g(4)
∂E1

)

σ4

= −P1

отримуємо

σ4 = cE0
44 ε4 − e0

14E1 − 2ψ4

v

1
2
(η(1)

1 − η
(1)
3 )−

−2δa4

vD4
κa

s1 −
2δ14

vD4
κb

s2, (3.2)

0 = cE0
66 ε6 +

2ψ6

vD4
(2κs1 + κb

s1 + κb
s3)+

+
2δa6

vD4
κa

c2 −
2δs6

vD4
κs1 +

2δ16

vD4
(κb

s1 + κb
s3),

P1 = e0
14ε4 + χε0

11E1 +
2µ1 cos γ

v

1
2
(η(1)

1 −η
(1)
3 )+

+
2µ2 sin γ

v

1
2
(η(1)

2 −η
(1)
4 ), (3.3)

де використанi такi позначення:

κa
s1
2

= aa6 shA3 ± a

a6
shA4, κb

s1
2

= b(sh A5 ± shA6),

κa
c2 = aa6 ch A3 − a

a6
ch A4, κb

s3
4

= b(shA7 ± sh A8),

κs1 = sh A1.

Використовуючи спiввiдношення (3.2) i (3.3),
можна отримати вирази для поперечних п’єзо-
електричних, статичних дiелектричних i пружних
характеристик ДСОФ.

Iзотермiчний коефiцiєнт п’єзоелектричної напру-
ги недеформованого кристала отриманий у такому
виглядi:

eT
14 = −

(
∂σ4

∂E1

)

ε4

= e0
14 + (3.4)

+β
µ1 cos γ+µ2 sin γ

v

ψ4(aa6 + κb)− δa4aa6 − δ14κb

D − 2(aa6 + κb)ϕη
a

+

+β
µ1 cos γ − µ2 sin γ

v

ψ4( a
a6

+ κb)− δa4
a
a6
− δ14κb

D − 2( a
a6

+ κb)ϕη
a

,

де використанi такi позначення:

κ = κa
1 + 2κb = aa6 +

a

a6
+ 2b ch(x− βδ16ε6),

ϕη
a =

1
1− η(1)2

+ βνa νa = ν1 − ν3.

Iзотермiчнi статичнi поперечнi дiелектричнi
сприйнятливостi недеформованого затиснутого кри-
стала мають такий вигляд:

χεT
11 = −

(
∂P1

∂E1

)

ε4

= χε0
11 +

+
(µ1 cos γ + µ2 sin γ)2

v

β

2
aa6 + κb

D − 2(aa6 + κb)ϕη
a

+

+
(µ1 cos γ − µ2 sin γ)2

v

β

2

a
a6

+ κb

D − 2( a
a6

+ κb)ϕη
a
. (3.5)
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Iзотермiчна стала п’єзоелектричної напруги

hT
14 = −

(
∂E1

∂ε4

)

T,P1

=
eT
14

χεT
11

. (3.6)

Розрахуємо тепер внесок у пружну сталу, зумов-
лений впорядкуванням дейтронiв за наявностi меха-
нiчної напруги σ4. З (3.2) отримуємо вираз для iзо-
термiчної пружної сталої cE

44:

cET
44 =

(
∂σ4

∂ε4

)

E

= cE0
44 −

−2ψ4

v
β[

ψ4(aa6 + κb)− δa4aa6 − δ14κb

D − 2(aa6 + κb)ϕη
a

+

+
ψ4( a

a6
+ κb)− δa4

a
a6
− δ14κb

D − 2( a
a6

+ κb)ϕη
a

] + (3.7)

+
4ϕη

a

vD
β(δa4aa6 + δ14κb)

ψ4(aa6+κb)−δa4aa6−δ14κb

D − 2(aa6 + κb)ϕη
a

+

+
4ϕη

a

vD
β(δa4

a

a6
+ δ14κb)

ψ4( a
a6

+κb)−δa4aa6−δ14κb

D − 2( a
a6

+ κb)ϕη
a

+

+
2ψ4

vD
β(δa4κa

1 + δ14κb)− 2
vD

β(δ2
a4κa

1 + δ2
14κb).

Пiдставляючи вираз для поля E1, отриманий
iз рiвняння для поляризацiї P1, у спiввiдношен-
ня σ4(ε4, E1) (3.2), одержуємо вираз для напруги
σ4(ε4, P1), на основi якої можна розрахувати пружну
сталу при P1 = const. В результатi,

cPT
44 = cET

44 + eT
14h

T
14. (3.8)

Отже, вирази (3.2), (3.3) можна записати в такому
виглядi:

σ4 = cET
44 ε4 − eT

14E1, P1 = eT
14ε4 + χεT

11 E1, (3.9)
σ4 = cPT

44 ε4 − hT
14P1, E1 = −hT

14ε4 + kεT
11 P1.(3.10)

Отриманi спiввiдношення є рiвняннями п’єзоефекту
i спiвпадають iз рiвняннями, якi отриманi феномено-
логiчно [34]. Але коефiцiєнти в (3.2), (3.3) отриманi
на основi мiкроскопiчної теорiї.

На основi систем рiвнянь (3.10) i (3.11) можна роз-
рахувати: iзотермiчний коефiцiєнт п’єзоелектричної
деформацiї

dT
14 =

(
∂P1

∂σ4

)

E1

=
eT
14

cET
44

; (3.11)

iзотермiчну сталу п’єзоелектричної деформацiї

gT
14 = −

(
∂E1

∂σ4

)

P1

=
eT
14

cET
44 χεT

11 − eT2
14

; (3.12)

iзотермiчну статичну дiелектричну сприйнятливiсть
при σ4 = const

χσT
11 =

(
∂P1

∂E1

)

σ4

= χεT
11 + eT

14d
T
14. (3.13)

Отже, ми отримали мiкроскопiчнi вирази для eT
14,

χεT
11 i cET

44 , а всi iншi характеристики виражаються
через них.

IV. Порiвняння результатiв числових
розрахункiв з експериментальни-
ми даними. Обговорення отрима-
них результатiв

Тепер проаналiзуємо результати числових розра-
хункiв, отриманих в межах запропонованої моделi
поперечних дiелектричних, п’єзоелектричних i пру-
жних характеристик кристалiв типу KD2PO4 i порiв-
няємо їх з вiдповiдними експериментальними даними
для цих сполук. Вважатимемо [26, 27], що розвине-
на нами теорiя справедлива i для M(H1−xDx)2XO4 з
усередненими ефективними мiкропараметрами. Пiд-
ставою для цього є iстотне пригнiчення тунелювання
короткосяжними кореляцiями [23].

Для числових розрахункiв температурних за-
лежностей фiзичних характеристик кристалiв
M(H1−xDx)2XO4, якi отриманi в попереднiх роздiлах,
необхiдно знайти значення ефективних параметрiв.
Величини енергiй дейтронних конфiгурацiй ε(x),
w(x), енергiї далекосяжної взаємодiї νc(x) i деформа-
цiйних потенцiалiв ψ6(x), δs6(x), δa6(x) i δ16(x) виби-
раємо такими, як i пiд час розгляду вiдповiдних по-
здовжнiх характеристик кристалiв M(H1−xDx)2XO4

[26].
Пiд час розрахунку поперечних характеристик

потрiбно визначити ще такi ефективнi параметри:
– енергiю далекосяжної взаємодiї νa,
– деформацiйнi потенцiали ψ4, δa4, δ14,
– ефективний дипольний момент µ1,
– “затравочну” дiелектричну сприйнятливiсть χε0

11,
– “затравочну” пружну сталу cE0

44 ,
– “затравочний” коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги

e0
14.
Вважаємо [27], що кристалам M(H1−xDx)2XO4 з

рiзними значеннями x вiдповiдають усередненi ефе-
ктивнi параметри, наприклад,

νa(x) = νaH(1− x) + νaD(x),

µ1(x) = µ1H(1− x) + µ1D(x).

Для визначення оптимальних параметрiв тео-
рiї ми використали температурнi залежностi фi-
зичних характеристик кристалiв M(H1−xDx)2XO4,
якi отриманi експериментально. Зокрема, для
K(H1−xDx)2PO4 εσ

11 [31], d14H [32], d140,12H [33], cE
44H

[34], cE
440,12H [33]; для RbH2PO4 εσ

11 [33], d14H [33],
cE
44H [33]; для KH2AsO4 εσ

11 [35], d14 [36], cE
44 [36].

Параметри νa i µ1 визначаються з умови найкра-
щого узгодження теорiї з експериментом для попе-
речної дiелектричної проникностi εσ

11(0, T ), причому
потрiбно прийняти, що величина µ1(x) слабко збiль-
шується зi зростанням температури:

µ1(x) = µ0
1(x) + kµ(T − Tc).

Параметри ψ4, δa4 i δ14 визначались мiрою узго-
дження результатiв теорiї i експериментiв для п’єзо-
модулiв e14, d14, h14 i g14, а також пружної сталої
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cE
44. ”Затравочнi” величини χε0

11, e0
14, cE0

44 = 1/sE0
44 ви-

значаються з умови найкращого узгодження теорiї з
вiдповiдними експериментальними даними у темпе-
ратурних областях, якi значно вiддаленi вiд темпе-
ратури переходу Tc.

Отриманий набiр оптимальних параметрiв на
основi “прив’язки” розрахованих поперечних хара-
ктеристик кристалiв M(H1−xDx)2XO4 до вiдповiдних
експериментальних даних наведений у табл. 2.

Таблиця 2

Оптимальнi набори параметрiв
для KH2PO4 (KDP), K(H0.12D0.88)2PO4

(DKDP), RbH2PO4 (RDP), KH2AsO4 (KDA)

KDP DKDP RDP KDA
ε

kB
(K) 56 88,6 60 35,5

w
kB

(K) 422 815 440 385
ν3(0)
kB

(K) 17,91 34,90 29,13 17,43
ψ6
kB

(K) -150 -140 -130 -170
δs6
kB

(K) 82 50 50 130
δa6
kB

(K) -500 -1000 -500 -500
δ16
kB

(K) -400 -400 -300 -500
νa

kB
(K) 7 17 28 20

µ0
1 4,27 5,52 3,68 4,85

(CGSEq· см)
kµ · 10−3 5,7 4,2 5,7 6,4

(CGSEq·см/K)
χ0

11 0,8 0,65 1,25 0,7
ψ4
kB

,(K) 124 188 152 370
δa4
kB

,(K) 92 95 80 70
δ14
kB

,(K) 80 300 5 30
c0
44 · 10−10 13 12,85 10,6 10,8
(дин/см2)

e0
14 500 500 2000 2000

(CGSEq/см2)

80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280
0

20

40

60

80

1 2 3 4 5 6 

εσ
11

T,K 

Рис. 2. Температурна залежнiсть поперечної проникно-
стi K(H1−xDx)2PO4 за рiзних x: 0.0 – 1, [37], [34],

[18], [39], [40], [31]; 0.35 – 2, [31]; 0.64 – 3,
[31]; 0.84 – 4, [35]; 0.88 – 5, [33]; 0.98 – 6, [31],
[18]. Точки – експериментальнi значення, лiнiї – кривi,

що розрахованi теоретично

Розглянемо тепер отриманi результати. На рис. 2
наведено температурнi залежностi розрахованих по-
перечних статичних дiелектричних проникностей ме-
ханiчно вiльних кристалiв K(H1−xDx)2PO4 i резуль-
тати експериментальних вимiрювань, якi можна по-
дiлити на двi групи.

Перша – це роботи [33, 34, 37], в яких в околi Tc

спостерiгався λ-подiбний характер εσ
11, друга – робо-

ти [18, 31, 35, 38, 39, 40], в яких εσ
11 має куполоподiбну

поведiнку. У [31] виявлено, що поява λ-подiбного пi-
ка, як проекцiї аномалiї εσ

33, зумовлена неточнiстю
орiєнтацiї x-зрiзiв, якi використовували. У цiй роботi
проведено детальнi вимiрювання температурної за-
лежностi εσ

11 для кристалiв K(H1−xDx)2PO4 з рiзни-
ми ступенями дейтерування x. Виявлено дуже слаб-
ку залежнiсть значень εσ

11 вiд концентрацiї x. Вели-
чина εσmax

11 зростає вiд 56,4 за x = 0, 00 до 57,4 при
x = 0, 98. У точцi фазового переходу спостерiгається
стрибок εσ

11, який iз зростанням x також зростає. Зна-
чення εσ

11 [31] за рiзних x на 6–10% меншi в параеле-
ктричнiй фазi вiд даних iнших робiт.

Ефективнi дипольнi моменти µ0
1H i µ0

1D вибра-
нi такими, щоб результати розрахунку εσ

11 вiдпо-
вiдали даним роботи [31]. Отримано добрий кiлькi-
сний опис температурного ходу εσ

11 для KH2PO4 i
K(H0,02D0,98)2PO4, якi одержанi в роботi [31], однак
теорiя не вiдтворює куполоподiбної поведiнки прони-
кностi εσ

11. Величина стрибка εσ
11 при T = Tc дорiв-

нює 3,25 для KH2PO4 i 32,8 для K(H0,02D0,98)2PO4,
що задовiльно узгоджуються iз, вiдповiдно, 4,0 i 37,1
[18] i 5,2 i 37,5 [31].

На рис. 3 зображено температурнi залежностi εσ
11

кристалiв KH2PO4, K(H0,12D0,88)2PO4, RbH2PO4 i
KH2AsO4.

−40 −20 0 20 40 60 80 100
0

20

40

60

80

100

120
ε
11

∆T,K 

1 
2 

3 

4 

4’ 

Рис. 3. Температурна залежнiсть поперечної проникностi
сегнетоелектричних ортофосфатiв: KH2PO4 – 1, [31];
K(H0.12D0.88)2PO4 – 2, [31], [33]; RbH2PO4 – 3,

[33]; KH2AsO4 – 4, [35]. Точки – експериментальнi,
лiнiї – кривi, що розрахованi теоретично

Як видно, розрахованi в межах запропонова-
ної теорiї кривi εσ

11 добре описують данi експери-
ментiв, за винятком кристала KH2AsO4 в сегне-
тофазi. Для кристалiв KH2PO4, K(H0,12D0,88)2PO4,
RbH2PO4 значення поперечних проникностей меха-
нiчно вiльного i затиснутого кристалiв практично збi-
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гаються, оскiльки значення п’єзомодулiв e14 i d14 є
малими. У випадку KH2AsO4 крива 4 вiдповiдає εσ

11,
а крива 4’ – εε

11. У разi iзоморфного замiщення K →
Rb значення проникностi εσ

11 незначно зменшується
в параелектричнiй фазi i збiльшується в сегнетофа-
зi. За замiни P → As значно зростає величина εσ

11 у
парафазi i незначно – в сегнетофазi.

Температурнi залежностi коефiцiєнтiв п’єзоелек-
тричних деформацiї d14 i напруги e14 зображенi на
рис. 4.
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Рис. 4. Температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоеле-
ктричної деформацiї d14 (а) кристалiв KH2PO4 – 1,
[32], K(H0,12D0,88)2PO4 – 2, [33], RbH2PO4 – 3,
[33], KH2AsO4 – 4, [36] i температурна залежнiсть
коефiцiєнта п’єзоелектричної напруги e14 (б) кристалiв
KH2PO4 – 1, – d14[32]/sE

44[34], K(H0,12D0,88)2PO4 – 2,
– d14[33]/sE

44[41], RbH2PO4 – 3, – d14[33]/sE
44[41],

KH2AsO4 – 4. Лiнiї – кривi, що розрахованi теоретично

На рис. 5 наведенi температурнi залежностi кон-
стант п’єзоелектричних напруги h14 i деформацiї g14,
якi розрахованi на основi отриманих спiввiдношень
(3.7) i (3.14). На цих рисунках наведено й експери-
ментально одержано значення d14 за рiзних темпера-
тур. Використовуючи данi експериментiв для d14, εσ

11

i cE
44 (sE

44), на основi наведених в роботi термодинамi-
чних спiввiдношень отримуємо значення e14, h14 i g14,
якi i зображенi на рис.4,5. Експериментальнi i пере-
рахованi п’єзомодулi кiлькiсно добре описуються на
основi мiкротеорiї, за винятком d14 [33], в сегнетофазi
для RbH2PO4. Але данi з роботи [33] не корелюють
з результатами роботи [32]. П’єзоелектричнi характе-
ристики d14, e14, h14 i g14 не виявляють аномальної
температурної залежностi.
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Рис. 5. Температурна залежнiсть константи п’єзоелект-
ричної напруги h14 (а) KH2PO4 – 1,
– d14[32]/(sE

44[34]χσ
11[34] - d2

14[32]), –
d14[32]/(sE

44[34]χσ
11[31] - d2

14[32]); K(H0,12D0,88)2PO4

– 2, – d14[33]/(sE
44[41]χσ

11 [33] - d2
14[33]), –

d14[33]/(sE
44[41]χσ

11[31] - d2
14[33]); RbH2PO4 – 3, –

d14[33]/(sE
44[41]χσ

11 [33] - d2
14[33]), KH2AsO4 – 4 i темпера-

турна залежнiсть константи п’єзоелектричної деформацiї
g36 (б) KH2PO4 – 1, – d14[32]/χσ

11 [34], – d14[32]/χσ
11

[31], K(H0,12D0,88)2PO4 – 2, – d14[33]/χσ
11 [33],

– d14[33]/χσ
11 [31], RbH2PO4 – 3, – d14[33]/χσ

11 [33],
KH2AsO4 – 4. Лiнiї – кривi, що розрахованi теоретично

-20 0 20 40 60 80
1

1.1

1.2

1.3

1.4
x 10

11

-20 0 20 40 60 80
1

1.1

1.2

1.3

1.4
x 10

11
c

44

E
, дин/см

2c
44

E
, дин/см2

DT, K DT, K

а)
б)

-20 0 20 40 60 80
1

1.1

1.2

1.3

1.4
x 10

11

! )

в)

c
44

E
, дин/см2 c

44

E
,

DT, K DT, K0 50 100 150 200
1

1.1

1.2

1.3

1.4
x 10

11

г)

дин/см2

Рис. 6. Температурна залежнiсть пружної сталої cE
44 кри-

сталiв KH2PO4 – а), – [34], K(H0,12D0,88)2PO4 – б),
[41]; RbH2PO4 – в), – [41], KH2AsO4 – г), – [36].
Лiнiї – кривi, що розрахованi теоретично
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Не виявлено аномальних температурних зале-
жностей для розрахованих температурних залежно-
стей пружних сталих cE

44 (рис. 6) для кристалiв, якi
дослiджуються. Результати розрахункiв узгоджую-
ться з даними експериментiв. Внаслiдок того, що п’є-
зомодулi e14 i h14 є малими, то cE

44 = cP
44.

V. Висновки

У цiй роботi розглянуто модифiковану протонну
модель, у межах якої можна вивчати впливи меха-
нiчної напруги σ4 та електричного поля E1 з враху-
ванням спонтанної деформацiї ε6 на поперечнi п’є-
зоелектричнi, статичнi дiелектричнi та пружнi вла-
стивостi сегнетоелектрикiв типу KD2PO4. У межах

цiєї моделi, використовуючи наближення чотирича-
стинкового кластера, отриманi вирази для коефiцi-
єнтiв п’єзоелектричної напруги e14, статичних попе-
речних дiелектричних сприйнятливостей при сталiй
деформацiї χε

11. У роботi розраховано пружнi сталi
за постiйного поля cE

44. Запропонована модель дала
можливiсть за належного вибору параметрiв теорiї
адекватно кiлькiсно описати експериментальнi данi
для температурних залежностей дiелектричних, п’є-
зоелектричних та пружних характеристик, якi по-
в’язанi з деформацєю ε4 та полем E1, сегнетоеле-
ктрикiв M(H1−xDx)2XO4. Порiвняння отриманих на-
ми результатiв для дiелектричних, п’єзоелектричних
i пружних характеристик для KH2PO4 з результа-
тами роботи [13] свiдчить про те, що тунелювання
практично не впливає на їхню поведiнку.
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ПОПЕРЕЧНЫЕ СТАТИЧЕСКИЕ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ,
ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ И УПРУГИЕ СВОЙСТВА

СЕГНЕТОЭЛЕКТРИКОВ ТИПА KH2PO4

Р.Р. Левицкийa, А.С. Вдовичa, И.Р. Зачекb

aИнститут физики конденсированных систем НАН Украины
ул. Свенцицкого, 1, 79011, Львов, Украина

b Национальный университет “Львивська политехника”,
ул. С. Бандеры, 12, Львов, 79013, Украина

В рамках модифицированной модели протонного упорядочения с учетом лиейных по де-
формациям ε6 i ε4 вкладов в энергию протонной системы в приближении четыречастичного
кластера получен термодинамический потенциал и на его основе рассчитаны поперечные
статические диэлектрические, пьезоэлектрические и упругие характеристики сегнетоэле-
ктриков типа KD2PO4. Проведен тчательный численный анализ полученых результатов,
найдены оптимальные наборы микропараметров, которые обеспечивают хорошее количе-
ственное описание соответствующих экспериментальных данных для сегнетоэлектриков
M(H1−xDx)2XO4 (M = K, Rb, X = P, As).
Ключевые слова: сегнетоэлектрики, диэлектрическая проницаемость, пьезоэлектрические
константы.
PACS: 77.84.-s, 77.22.-d, 77.80.-e, 77.80.Bh, 77.65.Bn
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TRANSVERSE STATIC DIELECTRIC, PIEZOELECTRIC
AND ELASTIC PROPERTIES OF KH2РО4 TYPE FERROELECTRICS

R.R. Levitskya, A.S. Vdovycha, I.R. Zachekb

aNational University "Lvivska Politechnika
Institute of Applied Mathematics and Fundamental Sciences,

12 S. Bandery Str., Lviv, UA-79013, Ukraine
bNational University “Lvivska Politechnika”
12 S. Banderа Str., 79013, Lviv, Ukraine

Within the modified proton ordering model with taking into account linear in strain ε6 and
ε4 contributions to the energy of proton system within the four-particle cluster approximation
we have obtained thermodynamic potential and on the basis of it the transverse dielectric, pi-
ezoelectric and elastic characteristics of the KD2PO4 type ferroelectrics are calculated. Numeri-
cal analysis of the obtained results is performed, and the set of the theory parameters providing
the best fit to the available experimental data for M(H1−xDx)2XO4 (M = K, Rb, X = P, As)
ferroelectrics is found.
Key words: ferroelectrics, dielectric permittivity, piezoelectric constants.
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