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Постановка проблеми 
Одне з головних завдань геодезії – забезпечення 

людства картографічними матеріалами – планами, 
картами місцевості та рельєфу. З розвитком техно-
логій способи візуалізації рельєфу змінилися, з 
образно-графічного подання інформації на сучасні 
електронні способи, а також наповнені різноманітною 
інформацією ГІС. Найважливішою видозміною су-
часних карт є відсутність масштабу побудови, 
елементи є векторними і змінюються відповідно до 
вибраного масштабу, тому для відображення рельєфу 
недостатньо простого зображення характерних ліній 
рельєфу та горизонталей, виникає необхідність відоб-
раження рельєфу за допомогою поверхні [1, 12]. Досі 
ЦМР [2, 13] задається масивом просторових 
координат точок, які описують складну поверхню 
рельєфу місцевості. За способом розташування точок 
розрізняють регулярну, нерегулярну і структуровану 
моделі [1]. Сучасні досягнення математики дають 
змогу використовувати складні функції для опису 
довільних поверхонь. Однією з таких довільних 
поверхонь є сплайн-поверхня. 

Постає проблема дослідження особливостей та 
точності побудови ЦМР за допомогою бікубічної 
сплайн-інтерполяції (БСІ). Автори пропонують вико-
ристання бікубічної сплайн-інтерполяції для побудови 
ЦМР, як такої, що точніше відображає рельєф і 
дозволяє будувати поверхні  автоматично. 
 

Аналіз останніх досліджень і публікацій, які 
стосуються вирішення цієї проблеми 

Зазначимо, що  нині існує декілька програмних 
комплексів, таких як Mathcad, Surfef,  MatLab [3–5], 
які дають змогу  будувати поверхні чи знаходити 
значення висот у необхідних місцях цих поверхонь, 
але через закритість коду програми користувачам не 
відомі принципи роботи використовуваних алгоритмів 
та принципи знаходження бікубічних поліномів для 
розрахунку цих висот. Водночас для опрацювання 
поверхонь та розрахунку точності їх побудови під час 
розв’язування багатьох інженерних задач необхідно 
працювати із самою функцією, що їх задає. Тому 
постає проблема знаходження цієї функції. Проана-
лізувавши наукові роботи з цього питання, виділимо 
[10], у якій з використанням неповного бікубічного 
сплайна, який враховує 11 вільних параметрів полі-

нома, відкидаючи останні п’ять членів бікубічного 
сплайна, виконано згладжування масиву даних, 
отриманих методом GPS. Результатом роботи стала 
програма, що дозволяла згладити поверхню, отриману 
на регулярній сітці. Досягнута похибка у відображенні 
рельєфу становила 0,35 м за перепаду висот 20 м. 
Тому наші дослідження  спрямовані на підвищення 
точності результатів, для чого пропонуємо вико-
ристовувати повний бікубічний сплайн, розраховуючи 
16 вільних параметрів полінома. 

 
Постановка завдання 
З урахуванням вищезазначених аспектів постав-

лено завдання – розробити програмний комплекс, що 
дасть змогу отримати повний бікубічний поліном для 
знаходження висот точок вихідної поверхні та 
встановлення точності відновлення рельєфу за допо-
могою БСІ.  

 
Виклад основного матеріалу  
Залежно від типів вихідних даних бікубічний 

сплайн можна подати параметрично, у вигляді форм 
Ерміта, кривих Безьє чи В-сплайнів [5–8].  

Відомо [11], що ділянку поверхні  =  ( ,  );  =  ( ,  );  =  ( ,  ); можна представити пара-
метрично, наприклад, як::  ( ,  ) =  33    +  32    +  31    ++ 30  +  23    +  22    +  21    ++ 20  +  13    +  12    +  11    +   + 10  +  03  +   02  +  01              (1) 
тобто:  ( ,  ) = ∑ ∑                                    (2) 
де u, v – параметри, що змінюються в певному 
фіксованому діапазоні, переважно   [0,1];    [0,1];   33, … ,  00 – постійні коефіцієнти в межах цієї 
поверхні, які можуть бути об’єднані в матрицю     
розміром 4×4. Надалі розглядатимемо саме функцію  =  ( , ), оскільки інтерполювання буде прово-
дитися для висоти, що нас цікавить. 

Аналогічні вирази існують для  ( , ); ( , ). 
Позначимо через   ;    ;    ; матриці розміром 4×4 
коефіцієнтів при змінних для виразів  ( ,  ); ( ,  );   ( , ); відповідно і введемо вектори змінних   = ⌊1       ⌋,  = [1         ] тоді: 

  =   00  01  02  03 10  11  12  13 20  21  22  23 30  31  32  33 .                  (3)
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Інженерна геодезія                                                                             33  ( , ) =  ×   ×   ;  ( ,  ) =  ×   ×   ; .                    (4)  ( , ) =  ×   ×   . 
Основною задачею побудови криволінійної 

поверхні, що складається з бікубічних ділянок, є 
знаходження коефіцієнтів бікубічного многочлена    ;    ;    ; ввсередині кожної ділянки через коор-
динати керуючих точок. Залежно від типу вихідних 
даних рівняння (1) можна подавати у вигляді форм 
Ерміта, Безьє чи В-сплайнів. Розглянемо ці способи 
представлення. 

Для параметричного представлення біку-
бічного сплайна вихідними даними є 16 точок. 
Задаючи відомі значення функцій   ( , ); ( , );   ( ,  ); в 16 керуючих точках, можна скласти такі 
матриці значень: 

 =   (−1,−1)  (−1,0)  (−1,1)  (−1,2) (0,−1)  (0,0)  (0,1)  (0,2) (1,−1)  (1,0)  (1,1)  (1,2) (2,−1)  (2,0)  (2,1)  (2,2)       (5) 

 

 =   (−1,−1)  (−1,0)  (−1,1)  (−1,2) (0,−1)  (0,0)  (0,1)  (0,2) (1,−1)  (1,0)  (1,1)  (1,2) (2,−1)  (2,0)  (2,1)  (2,2)       (6) 

 

 =   (−1,−1)  (−1,1)  (−1,2)  (−1,2) (0,−1)  (0,1)  (0,2)  (0,2) (1,−1)  (1,1)  (1,2)  (1,2) (2,−1)  (2,1)  (2,2)  (2,2)       (7) 

де  (0,0) – значення висоти точки з координатами ( ,  ) = (0,0) 

 =  2 2 2 21 1 1 10 0 0 0−1 −1 −1 −1                       (8) 

 =  −1 0 1 2−1 0 1 2−1 0 1 2−1 0 1 2                            (9) 

З виразу (3) можемо отримати 16 лінійних рівнянь 
з 16 невідомими, тому не виникає труднощів зі 
знаходженням коефіцієнтів.  

Також бікубічний поліном можна представляти у 
вигляді бікубічних базових функцій (В-сплайнів), 
такий запис має вигляд:  ( ,  ) =  ` ×  ×   ×   ×  `   ( ,  ) =  ` ×  ×   ×   ×  `            (10)  ( , ) =  ` ×  ×   ×   ×  `  
де  ` = ⌊        1⌋,  ` = [        1] – вектори змінних 

  =    −1 3 −3 13 −6 3 0−3 0 3 01 4 1 0  – базова матриця, що є 

спільною для всіх В-сплайнів 

  =   (0,0)  (0,1)  (0,2)  (0,3) (1,0)  (1,1)  (1,2)  (1,3) (2,0)  (2,1)  (2,2)  (2,3) (3,0)  (3,1)  (3,2)  (3,3)  

  =   (0,0)  (0,1)  (0,2)  (0,3) (1,0)  (1,1)  (1,2)  (1,3) (2,0)  (2,1)  (2,2)  (2,3) (3,0)  (3,1)  (3,2)  (3,3)         (11) 

  =   (0,0)  (0,1)  (0,2)  (0,3) (1,0)  (1,1)  (1,2)  (1,3) (2,0)  (2,1)  (2,2)  (2,3) (3,0)  (3,1)  (3,2)  (3,3)  
Форма Безьє бікубічного сплайна поверхні, якщо 

використовувати многочлен Бернштейна, матиме  
такий вигляд:  ( ,  ) = ∑ ∑    ( )   ( )                      (12)  ( ,  ) =     ( )   ( )   ( )   ( ) ×

×                                                   ×              (13)
× (   ( )   ( )   ( )   ( )) 

де     – опорні вершини, координати яких задаються  ( ) = ∑     , ( )                             (14)   , ( ) =      (1−  )                      (15)    =  ! !(   )!                                (16) 
Проаналізувавши наведені способи задавання 

сплайнів та їх фізичний зміст, можемо підсумувати, 
що тільки за параметричного способу сплайн про-
ходить через кожен вузол регулярної сітки, заданої 
для його побудови. Тому, на думку авторів, він є 
єдиним, що достовірно відображатиме реальну повер-
хню, проходячи через кожен вузол регулярної сітки. 
Здебільшого вихідними даними для побудови рельєфу 
чи поверхні є набір даних, отриманих у результаті 
інструментальних вимірювань, результатами яких є 
значення X, Y, Z, отримані з такою точністю, що 
похибками їх визначення можна знехтувати, що також 
є причиною вибору саме параметричного способу. 

Підставляючи в  ( ,  ) =  ×   ×    значення 
відповідних змінних, виконаємо спрощення і отри-
маємо рівняння (2). Як бачимо, з (2) для знаходження 
функції Z(u, v) нам необхідно знайти коефіцієнти 
матриці Аz (коефіцієнти а00–аа33). Передусім зна-
ходимо добутки  ×  , в в результаті отримуємо 
матрицю 16×16. Ця матриця завжди буде однаковою 
для будь-якої поверхні, оскільки інтерполяція 
здійснюватиметься в умовній системі координат.  

З урахуванням цього  ми створили програму для 
обчислення висот точок всередині регулярної сітки з 
використанням повного бікубічного сплайна. Роз-
роблено такий алгоритм: 

1) імпорт набору значень даних інструментальних 
спостережень у програму та формування з них 
регулярної сітки, перевірка регулярності сітки; 

2) перевірка, чи введені користувачем координати  
містяться у межах поверхні, на яку існують дані 
регулярної сітки; 

3) вибір 16 керуючих точок, для яких визначати-
меться поліном залежно від заданих користувачем коор-
динат точки, в якій необхідно виконати інтерполювання; 

4) переобчислення координат 16 вузлів сітки в 
локальну систему координат u (–1;2), v (–1;2); 
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Таблиця 1 
Порівняльна таблиця отриманих результатів знаходження висот та їхніх похибок  

№ X Y 
H 

Лінійна 

Bicubic spline 
interpolation 

Surfer 11 

Kriging 
Triangulation with 

Linear Interpolation 
Modified 

Shepard’s Method 
H ∆ H ∆ H ∆ H ∆ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 372,365 125,731 196,960 197,117 0,157 197,046 0,086 196,941 -0,019 197,140 0,180 

2 375,089 181,446 195,862 195,912 0,050 195,850 -0,012 195,753 -0,109 195,986 0,124 

 … … … … … … … … … … … 

124 323,121 18,066 198,341 198,116 -0,225 198,118 -0,223 198,041 -0,300 198,087 -0,254 

125 317,160 79,336 196,711 196,728 0,017 196,733 0,022 196,621 -0,090 196,673 -0,038 

    СКП=0,173 СКП=0,202 СКП=0,209 СКП=0,189 

  
Також автори провели дослідження впливу пере-

паду висот поверхні на значення похибки зна-
ходження висоти. Значення перепаду висот та 
відхилень наведено в табл. 2 

Таблиця 2 
Значення похибки визначення висоти  

та перепад висот 
 

№ ∆ H 
1 0,156928 16,649 
2 0,050109 15,551 
… … … 

124 -0,22506 18,03 
125 0,0166 16,4 

Сер.знач. -0,06178 10,67738 

 
На основі цих значень знайдено, що коефіцієнт 

кореляції Пірсона дорівнює – 0,126 із двосторонньою 
значущістю на рівні 0,161, для якої значущими для 
вибірки із 125 значень є кореляції, вищі за 0,1466, що 
вказує на відсутність лінійної залежності між 
перепадом висот та похибкою знаходження висоти. 
Розраховано також кореляцію Спірмена, що є непа-
раметричною мірою залежності між двома змінними. 
Коефіцієнт кореляції рангу Спірмена між перепадом 
висот та похибкою знаходження висоти становить 
0,007, таке значення коефіцієнта свідчить, що залеж-
ності між перепадом висот та похибкою знаходження 
висоти немає, що дозволяє використовувати біку-
бічну сплайн-інтерполяцію навіть у разі складного 
рельєфу, але автори рекомендують в такому випадку 
використовувати регулярну сітку з більшою щіль-
ністю точок. 

Автори розрахували за вищенаведеною методи-
кою залежність віддаленості точки від центра 
поверхні, що формується 16 керуючими вузлами, які 
слугують вихідними для розрахунку бікубічного 
полінома. Значення лінійної залежності, на що вказує 
коефіцієнт кореляції Пірсона, становить – 0,073, а 
значення коефіцієнта Спірмена – 0,013, що вказує на 
незалежність розміщення точки на поверхні від 
величини похибки знаходження висоти. 

Висновки 
Порівнявши висоти 125 випадково взятих точок 

всередині сітки, отриманих в результаті лінійного 
інтерполювання вручну і за допомогою бікубічної 
сплайнової інтерполяції, отримали середньоквадратичну 
похибку відображення рельєфу 0,1730 м. Як бачимо, 
похибка є дуже малою, порівняно з раніше обчисленою  
допустимою, тому можна стверджувати що цей спосіб 
інтерполювання є точним і може використовуватись для 
точнішого відтворення реальних поверхонь у ЦМР. 

Розраховані значення кореляції вказують на відсут-
ність впливу перепаду висот поверхні та віддаленості від 
центра поверхні на точність знаходження висоти спо-
собом бікубічної сплайн-інтерполяції.  
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