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In this paper the Boolean functions are considered and the conditions of thein 
realization are established on double-thresholded neuronal elements.On the basis of 
study the properties of spectral parameters the criterions of Boolean functions 
realization are obteined by one double-thresholded neuronal element. 
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����� ������������ ��
������ �
�������� 
�!&�- G ={-1, 1}, Gn – n-�!$�"���� #�!%��� G� = �$��. ���  
     f : Gn � �      (1) 
* �!'� ��)����� * �����. , �$��9. � ��,����� G. ������ * �!'� "�)��/���� ��7!

����*"�0!��/ ��� ���� ��)���.+� ;& #$�"�+!�� * �����'� , �$��/'�� � * �!'� ��/ ��&
��$�"�#��� ���� %�)��+!��/ f(x1, ..., xn� �*� f(x). 

8$(� x = (x1, ..., xn) ∈ Gn, w = (31, ..., 3n) ∈ Rn �� �!��+��  
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* �!'� ��)����� )��0!��. # '�.� (� ���%�����9 �!$��" x. 
 ��0 ��� (� ���%�"�����- �!-"����- !�!'!�� )� #�" $� "�. s = (w; p1; p2) � '��$�.

a (w = (31, ..., 3n) ∈ Rn – ������- �!$��"� p1, p2 ∈ R – %�"���� a ∈ G� "!���) 9 * ���� 
, �$��. f(x1, ..., xn�� /$(�  
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1��%�"�����- �!-"����- !�!'!�� )� #�" $� "�. s � '��$�. a * �!'� #$�"�+!��
%�)��+��� 1��s, a� ��)��+�'� , �$������ �(s, x� ��$�' +���'  

   �(s, x) = ((w, x) – p1)· ((w, x) – p2).    (3) 
��" $� " s ��)�!'� ��% #��'�.� /$(� ��/ �#�& �!$��"�� x ) '��0��� Gn 

��$�� 9��#/  '��� �(s, x) B 
� 
������+�� �� 5�6 '�0�� %�$�)���� (� $��# , �$��-�
"!���)����& �� ���%�"�����& �!-"����& !�!'!���& ) ��% #��'�'� #�" $� "�'�� )*���9��#/ )
$��#�' * �����& , �$��-� "!���)����& �� ���%�"�����& �!-"����& !�!'!���& ) ��������'�
#�" $� "�'�� ������ * �!'� "�)��/���� ��7! ���%�"����� �!-"���� !�!'!��� )
��% #��'�'� #�" $� "�'�� � %�����7�& ��#���0!��/& * �!'� ��$�"�#��� ����
 )������!��/ '!������ "�)"�*�!��& � 5	6� 

/��� �. ������� ��	���� f(x) ����� �4���� 	� 1��s, a ��
� � �����
 ��
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1��!�!��/ �!'� *!)%�#!"!���� ��%����9 ) �	�� ��� �� ) �+!������� #%�������7!��/  
�(s, x) < 0 ⇔ p1 < (w, x)< p2. 

0������ �� ������� ��	���� f(x) ����� �4���� 	� 1��s, a ��
� � �����
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    f(x)� �(s, x) = a|�(s, x)|     (5) 
1��!�!��/ ��%����9 ) !$�����!����#�� ,�"' � ��� �� ���� /$� %!"!��"/9��#/

*!)%�#!"!���� ��/ ��%��$�� �(s, x� ( 
 �� �(s, x) > 0. 
��)��/�!'� ����*"�0!��/ ��� h : Gn � R� 1�/ )" +��#�� )�%�# �������+�� �� 5	6

* �!'� ��$�"�#��� ���� ��$� %�)��+!��/ 

    <h(x)> = ∑
∈ nG

h
x

x)( .     

���� #%"��!�����. 9 
/��� �� ����� f(x) – 
�����	� ������� ��	����, s – 
�����
�� ���������� $�
� ��4

����� 	����	���� 
|<f(x)� �(s, x)>| C (D�(s, x)|>    (6) 

��
"��� � �
��
�� ��"	�5 ���	���� � (6) ������� ��	���� f(x) ����� �4���� 	� 1��s,1 
��� 1��s, –1. 

!��������� �%"��!����� #%�������7!��/  
|<f(x)� �(s, x)>| C (Df(x)� �(s, x)|> = <|�(s, x)|>. 

8$(� * ����� , �$��/ f(x� �! "!���) 9��#/ �� 1��s, a� �� )��-�!��#/ �!$��" x ∈ Gn, 
�� /$�' %�" 7 9��#/  '��� ���� ���� � # ' (f(x)� �(s, x�0 �&��/�� �����$� "�)��& )��$���
��' '�9 '�#�! #�"��� �!"����#��  

|<f(x)� �(s, x)>| < <|f(x)� �(s, x)|>. 
���� � ��� "����#�� �!'�0����� 
0������ �� ������� ��	���� f(x) ����� �4���� 	� 1��s, a ��
� � �����
 ��
�� ���
 

 <f(x)� �(s, x)> = a <|�(s, x)|>    (7) 
!��������. �!�*&����#�� '�0�� �!�$� ��"�'���� %"�# ' ���7� �*���� +�#����

"����#�� ��� %� �#�& x ∈ Gn� 1�/ ���!�!��/ ��#������; +�#���� �!�"!'� ��#��� %�'������
�.(� ) "����#�� ��� ��%����9 "����#��  #%�������7!��� ���� (� )����� ) �!'�. 	 9
��#������.  '���. "!���)����#�� * �����; , �$��; f(x� �� 1��s, a. 

.��
	���� 6�,� ������� ��	���� f(x) ����� �4���� 	� 1��s, a, g(x) – 
�����	� �������
��	����� ��  

     |<g(x)� �(s, x)>| C |<f(x)� �(s, x)>|, 
��
"��� ���	���� ��4 ����� ��
� � �����
 ��
�� ���
  
g(x) = f(x) ��� g(x) = – f(x). 
1��!�!��/ ��#���$ *!)%�#!"!���� ��%����9 ) �!'� 	 )  "�& ����/' �!�"!'� 	� 
:���'� �� '��0��� Gn ��������- ����-��- %�"/��$ � * �!'� ���0���� (� !�!'!���

'��0��� Gn )�� '!"����� )����� ) ��' %�"/�$�'� ��&��/+� ) ��������; * �����; , �$��; f(x) 
��)��+�'� * ����� , �$��; fi(x), i = 1, 2, ..., 2n ��$�' +���' 
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0������ 	� ����� f(x) – 
�����	� ������� ��	����� ������� ��	���5 fi(x) �
 	�"�	�
 #�
	� (8), s – 
�����
�� ���������. $�
�� ��,� 
�� ���� x ∈ Gn� �
��	�4���� �
	�  ���� 

fi(x)� �(s, x) C f(x)� �(s, x), i = 1, 2, ..., 2n; 
f(x)� �(s, x) C fi(x)� �(s, x), i = 1, 2, ..., 2n; 

�� ������� ��	���� f(x) ����� �4���� 	� 1��s,1 �1��s,–1 ��
����
	�). 
!��������� 8$(� * ����� , �$��/ f(x� �! "!���) 9��#/ �� 1��s, a� �� )��-�!��#/ i ∈ 

{1, 2, ..., 2nE ��$!� (� xi �! )��������/9 ���� ����  
   fi(xi)� �(s, xi) > f(xi)� �(s, xi� �*� fi(xi)� �(s, xi) < f(xi)� �(s, xi), 
��*�� ��/ fi(x� �! ��$�� 9��#/  '��� �� '��� 	 ���%�������� 
��)��+�'� ��/ * �����; , �$��; f(x� ��*�" #%!$�"�����& %�"�'!�"��  

bij = <xi(x)Fxj(x) f(x)>,   bi = <xi(x) Ff(x)>,   b0 = <f(x)> (9) 
� ��)��+�'� , �$��. �(s, f� ��$  
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0������ �� ������� ��	���� �(x) ����� �4���� 	� 1��s, a ���� � ����$� ����� $���  
     �(s, f) = a<| �(s, x)|>   (11) 
!��������� 1�/ ���!�!��/ �!�"!'� %�$�0!'�� (�  
     �(s, f) = <f(x)� �(s, x)>. 
1�/ ����� ��$�"�#��9'� "����#��  

 �(s, x) = ∑ ∑
= =
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/$� /��/9 #�*�. "�)��"� ��- )�%�# ���� � )'���'�  ,�"' �� ��/ (f(x)� �(s, x)> 
%�"/��$ %��# '�� ����/ 

<f(x)� �(s, x)> = >++−< ∑ ∑
= =
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�"�&�� .+� ����/� #%!$�"�����& %�"�'!�"�� �G�� ��"�'�9'� %��"�*� "����#��� ����
) !$�����!����#��  '�� ��� � ���� �� ) �!�"!'� 	 ��%����9 #%"��!�����#�� ��!"�0!��/ �!�"!'�
4. 

.��
	���� 6�,� ������� ��	���� f(x) ����� �4���� 	� 1��s, a, g(x) – 
�����	� �������
��	����� ��  

     |�(s, g)| C D�(s, f)|, 
��
"��� ���	���� 
���#�4���� ��
� � �����
 ��
�� ���
  

g(x) = f(x) ��� �(x) = – f(x). 
1��!�!��/ *!)%�#!"!���� ��%����9 ) ��#���$ �� �!�"!'� � �� %�%!"!����; �!�"!'�� 
1�/ , �$��-� "!���)����& �� ���%�"�����& �!-"����& !�!'!���&� '�0�� ���!#��

�!�"!'�� �������+�� �� ����'�& �!�"!' <� � /$� %����� � 5	6 ��/ ����%�"�����& �!-"����&
!�!'!����� 

0������ �� 6�,� � ������
� ��	���� g(x) � f(x)  ��#�!���� ��������
 (9), �� ��	

�
	�"��	� ����� �!���� ��� 	� ����� �!���� 	� 1��s, a. 

!��������� � ��%��$ )*�� %�"�'!�"�� �G� ��/ * �����& , �$��- g(x� � f(x) 
���%������ , �$��; �(s, f� �� �(s, g) ��$�0 )*���.��#/� :���#�� �"�&�� .+� ����� ��"�' 9'�
��!"�0!��/ �!�"!'�� 

0������ �� 6�,� �
��	�!���� ����
 ������
	��5 ������
 � ��
	���� �
	�  
������
� ��	���� f(x), g(x) ����� �4���� 	� 1��s, a, �� g(x) � f(x)(������� ��	���� g(x) 
����0��� ��"���.9 * �����- , �$��; f(x)). 

!��������� 1�/ ���!�!��/ �!�"!'� ��$�"�#��9'� %�%!"!��. �!�"!' � )����� /$�;
* ����� , �$��; f(x), g(x� "!���) 9��#/ �� ����' � ��' #�'�' ���%�"�����' �!-"����' 
!�!'!��� 1��s, a� 
�! /$(� , �$��; "!���) .��#/ �� ����' � ��' #�'�' ���%�"�����' 
�!-"����' !�!'!��� 1��s, a� �� ���� �+!����� )*���.��#/� 

1���
��. ��$�0!'�� (� �0! %"� n = �� )��-�!��#/ ��$� , �$��/ f(x1, x2, x3�� /$� �!
"!���) 9��#/ �� 0����' ���%�"�����' �!-"����' !�!'!���� �"�-'�9'�  

f(x1, x2, x3) = x1· x2· x3,   g(x1, x2, x3) = – f(x1, x2, x3). 
���� *!)%�#!"!����. %!"!��"$�. '�0�� �%!�����#/� (� ���%������ #%!$�"�����

%�"�'!�"� �G� ��/ , �$��- f(x1, x2, x3� � g(x1, x2, x3� )*���.��#/ � ��"���..�� 
� ���� )����� )
�!�"!'�. � * ����� , �$��; f(x1, x2, x3� � g(x1, x2, x3� ����+�#�� "!���) .��#/ �*� �!
"!���) .��#/ �� ����' � ��' #�'�' ���%�"�����' �!-"����' !�!'!���� �"�% #���7�
"!���)����#�� * �����; , �$��; �� �!/$�' 1��s, a� )� �!�"!'�. � ��"�'�9'�� (�  
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f(x1, x2, x3) = g(x1, x2, x3)  

�! �#$���$� f(x1, x2, x3) B g(x1, x2, x3�� �� * ����� , �$��/ f(x1, x2, x3� �! "!���) 9��#/

�� 0����' ���%�"�����' �!-"����' !�!'!���� 
: ,�"' �� ���� �!�$� ��"�' .��#/ #%�������7!��/� ���!�!�� � 5�6� �!&�- 7 – 

!�!'!�� #�'!�"�+��; �" %� %��#������$ Sn, g = (g1, ..., gn)∈Gn, s = ((31, ...,3n); p1; p2)  – �!/$�
��% #��'� #�" $� "�� 

0������ 
� ������� ��	���� f(x1, ..., xn) ����� �4���� 	� 1��s, a ��
� � �����
 ��
��
���
 

������� ��	���� f
�
(x1, ..., xn) = f(x

�(1), ..., x�(n)) ����� �4���� 	� 1��t, a, 

� t = ((3

�(1), ..., 3�(n)); p1; p2) 
������� ��	���� fg(x1, ..., xn) =  f(g1x1, ..., gnxn) ����� �4���� 	� 1��t, a, 

� t = ((g131, ..., gn3n); p1; p2) 
������� ��	���� f–(x1, ..., xn) =  –f(x1, ..., xn) ����� �4���� 	� 1��s, –a. 
!��������� 1�/ ���!�!��/ ��#��� ��$�"�#���� �!�"!' �� ���#����#�� , �$��; �(s, x) 

�� ,�"' �� ��/ #%!$�"�����& %�"�'!�"�� , �$��- f
�
(x1, ..., xn), fg(x1, ..., xn� � f–(x1, ..., xn), 

���!�!�� � 5	6� 
 
��������� �!�"!'� �-� ��)��+�.�� $"��!"�; "!���)����#�� * �����& , �$��- ����'

���%�"�����' �!-"����' !�!'!���'� ���"�*�� )�)��+���� (� ���#����#�� )��+�-��&
�!-"�, �$��-� ���!�!�� � 5	6� � ���#����#�� , �$��-� "!���)����& �� ���%�"�����&
�!-"����& !�!'!���&� *����� � +�' 9 �������+��'�� �/ �������/ )*!"���9��#/ � ��/ , �$��-�
"!���)����& �� *���7 #$�����& #�" $� "�&� :�$"!'�� �#� ��"�'��� "!) ������ '�0�� �!�$�
 )���������� /$(� ��!#�� �� "�)��/� %��/��/ ��$ )������ k-%�"������� �!-"������
!�!'!��� �*� /$(� "�)��/���� )�'�#�� * �����& , �$��- ��#$"!��� , �$��; ) * �����'�
�"� '!���'�� 1�/ %!"!��"$� "!���)����#�� * �����& , �$��- �� ���%�"�����& �!-"����&
!�!'!���& '�0�� �������+�� �� 5	6 ��$�"�#��� ���� '!���� �%"�$#�'���; , �$������ (D�(s, 
x�D0 �� ��!"���-�� '!����� 
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