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Розглядається SLIAR математична модель грипу. Розроблено багато популяційну  
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This paper concerns SLIAR mathemetics influenza model. Multy city SLIAR 
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Вступ 

Актуальною проблемою охорони здоров`я як у світі, так і в Україні є контроль та 
прогнозування захворювань на гострі респіраторні інфекції (ГРІ) та грип. Значна поширеність, 
матеріальні збитки, соціальні та медичні наслідки переконливо підтверджують необхідність боротьби 
з ними. За даними Всесвітньої організації охорони здоров`я (ВООЗ), ГРІ та грип становлять 60–70% 
від загальної захворюваності населення із тенденцією до розвитку ускладнень та хронізації процесу. 
Епідемії грипу завдають значних економічних збитків як кожному хворому, так і суспільству загалом. 
Це обумовлено не тільки вартістю медичної допомоги, й, значною мірою, збитками внаслідок 
непрацездатності. У зв`язку із надзвичайною мінливістю збудника грип й досі залишається 
некерованою інфекцією, що обумовлює необхідність подальшого дослідження грипу для вирішення 
цієї проблеми у глобальному масштабі. Внаслідок пандемій 1957 і 1968 рр. загинули від одного до 
двох мільйонів людей. Сьогодні ситуація є такою, що звичайний вірус сезонного грипу спричиняє до 
500 тисяч смертей щороку, лише в Сполучених Штатах – приблизно 36 тис. смертей. 

 
Постановка задачі 

Розглянуто детерміновану однопопуляційну математичну модель для моделювання захворю-
вання на грип. На основі цієї моделі буде побудовано багатопопуляційний варіант моделі грипу і 
виведено базове репродуктивне число побудованої моделі. 
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Вперше побудовано багатопопуляційну SLIAR модель для моделювання пандемії грипу. 
Розроблена модель дає змогу комплексно моделювати пандемію грипу враховуючи транспортні 
зв’язки між населеними пунктами. 

 
Основний матеріал 

Детерміновані математичні моделі [1, 2] також відомі як моделі з відсіками, дають спробу 
описати і пояснити, що загалом відбувається у популяції. Вони підходять і для населення з великою 
чисельністю населення. Ці моделі поділяють індивідууми у різні підгрупи (відсіки). Наприклад, 
стандартна модель SEIR (Susceptible – вразливий, Exposed – заражений, Infected – хворий та 
Recovered – видужалий), включає в себе чотири відсіки представлені як вразливі, заражені,  хворі і 
здорові (ті, що перехворіли і мають вже імунітет до неї). Крім того, моделі містять швидкість 
переходу між відсіками, як вразливий може стати зараженим,  заражений хворим, і так далі. 
Найважливішою швидкістю переходу є сила інфекції або швидкість атаки, яка вимірює  швидкість, 
з якою вразливі особини стають хворими. 

 
Однопопуляційна SLIAR модель 

SLIAR модель  для грипу [3,4] заснована на стандартній SIER моделі. SLIAR модель 
відрізняється від SEIR моделі наявністю додаткового відсіку (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. SLIAR модель 

Це відсік для осіб без симптомів захворювання. Вважаєтеся, що вразливі (S) особи 
потрапляють спочатку в латентний відсік (L), в якому вони можуть мають низький рівень 
інфекційності. Крім того,  ця модель містить дві додаткові властивості. По-перше, в деяких 
захворілих, симптоми грипу не розвиваються. Тому вони відразу переходять з латентного відсіку 
(L) у безсимптомний відсік (A) та далі в відсік видужалих (R). По-друге, захворілі після набуття 
симптомів захворювання втрачають контакт з іншими особами (напр., лікування в лікарнях). Тому 
захворілі потрапляють у відсік хворих (І) і далі у відсік видужалих (R). 

SLIAR модель має такий вигляд [3,4]: 
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d S N S
dt
d L N S kL
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де (1 )L q I Aε δΛ = + − + та з початковими умовами: 
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S, L, I, A та R є кількість вразливих осіб у латентному стані, хворих, без симптомів та 
видужалих особ, відповідно. Дріб p  латентних осіб (L) означає перехід до відсіку хворих (I) зі 
швидкістю k . Водночас решта особ потрапляють до відсіку без симптомних хворих (A), також зі 
швидкістю k . Кількість латентних осіб під впливом інфекції зменшується фактором ε , з 0 1ε≤ ≤ . 
Хворі особи переходять в відсік видужалих зі швидкістю α . Особи без симптомів мають 
хворобливість, яка зменшується фактором δ  з 0 1δ≤ ≤  і переходять у відсік видужалих зі 
швидкістю η . В середньому хворі індивідууми зменшують свою швидкість контактів зі 
швидкістю q . SLIAR модель перетворюється на звичайну SEIR модель, якщо покласти 

0, 1, 0.p qε = = =    
Базове репродуктивне число [5], позначається 0R , є середня кількість хворих, які виникли в 

результаті поміщення хворого в повністю вразливу популяцію. Якщо у будь-який час 0R  стає 
менше, ніж 1, хвороба нарешті зникне з популяції, тому що кожен інфікований не може передати 
інфекційного агента до одного вразливого. Це призводить до нової хвилі інфекцій, які мають меншу 
амплітуду, ніж у попередні періоди, хвороба зникає. З іншого боку, якщо 0R  дорівнює 1, то хвороба 
залишається ендемічною, оскільки в середньому один хворий передає інфекційного агента до 
одного вразливого. І останнє: якщо 0R  стає більшим за 1, то епідемія зростає. Ця теорема була 
встановлена Kermack і McKendric [6] і пояснює, чому введення інфекційних індивідів до вразливого 
суспільства автоматично не призводить до епідемічного спалаху. 

Базове репродуктивне число складається з двох компонент. Це загальна сила інфекції (позн. F) та 
потоки вхідних та вихідних відсіків (позн. V), що описують хворих осіб. Для інтерпретації значень 

1FV −  та значення 0R , розглянемо частку хворих, які представлені в відсіках L, I та A. Значення (j, k) 
матриці 1V −  – це середній час, який ці особи проводять у відсіку j протягом їхнього життя. Значення (i, 
j) матриці F – це швидкість, з якою хворі особи відділу j  продукують нові інфекції у відсіку i. Отже, 
значення (i, k) матриці 1FV −  – очікуване число нових інфекцій у відсіку, які спричинені  хворими 
особами, які  спочатку введені у відсік k. Згідно з Diekmann et al. [5], матриця 1FV −  є матрицею 
наступного покоління осіб для моделі. Базове репродуктивне число має такий вигляд: 

1
0 ( )R p FV −= , 

де  p(A)  – спектральний радіус матриці А. 
Компоненти базового репродуктивного числа 0R   для SLIAR моделі мають такий вигляд: 

0 0
0 ,

(1 ) 0

k
V pk

p k
α

η

 
 = − 
 − − 

0 0 0

0 0 0
0 0 0

S S S
F

εβ β δβ 
 =  
 
 

1

1/ 0 0
/ 1/ 0

(1 ) / 0 1/

k
V p

p
α α

η η

−

 
 =  
 − 

 

А саме базове репродуктивне число має вигляд: 

0 0
(1 )( )p pR S

k
ε δ

β
α η

−
= + +  

Базове репродуктивне число є сумою швидкості інфекції 0 0,S Sεβ β , 0Sδβ   та термінів 
тимчасового перебування 1/ , /k p α  та (1 ) /p η− . Дріб p  та (1 )p−  виникає, оскільки вони є дробом 
хворих осіб, які прямують до відсіків із симптомами(хворих) та без симптомів відповідно. Отже, 
хворі особи перебувають в відсіку хворих (I) /p α  часу, оскільки дріб p переводить в середньому 
1/α  разів осіб у відсік I. 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 125 

Далі буде розглянуто багатопопуляційні математичні моделі з врахуванням транспортних 
зв’язків між популяціями. 

 
Багатопопуляційна SLIAR модель 

Розглянемо багатопопуляційну модель та базове репродуктивне число розробленої моделі. Ця 
модель дає змогу моделювати пандемію грипу, тобто моделювати епідемію грипу в різних 
населених пунктах, які з’єднані між собою транспортними зв’язками, одночасно. 

У межах міста умови вважають однорідними. Загальна кількість осіб у популяції 1,...p = , p є 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p p p p t pN t S t L t I t A t R t= + + + + . Швидкість пересування осіб між містами залежить від стану 

захворювання, який в осіб не змінюється під час пересування. Позначимо , , ,S L I A R
pq pq pq pq pqм м м м м  

швидкість переміщення з міста q в місто p вразливих(S), латентних(L), хворих(I), безсимптомних 
(A) та здорових (R) осіб відповідно, де 0S L I A R

pp pp pp pp ppм м м м м= = = = = . Це дає ненульові матриці 
SM [ ], [ ], [ ], [ ]S L L I I A A

pq pq pq pqm M m M m M m= = = =  та R R
pqM = [m ] . Матриці переміщення одержують з цих 

матриць встановленням, для { , , , , }X S L I A R∈ , (1 ).X X T XM M diag M= −  

Враховуючи наведене вище припущення, отримуємо систему із 5 p  звичайних 

диференційованих рівнянь, що описують поширення хвороби. Для 1,...p = , p ці рівняння виглядають 
так. 

1 1
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де (1 )p p p p p p pL q I Aε δΛ = + − +  для 1,...p = , p .  Та з початковими умовами умовами 0 0pS ( ) >  та 

(0), (0), (0), (0) 0p p p pL I A R ≥  такі, що 
1
{ (0) (0) (0)} 0.

p

p p p
p

L I A
=

+ + >∑  Отже, на початку моделювання є хворі 

особи. 
Отже, розроблена багатопопуляційна модель відрізняється від попередньої моделі наявністю 

оператора, що описує рух осіб між населеними пунктами. Зауважимо, вважають, що особи не 
змінюють свого стану під час руху між населеними пунктами. 

 
Основне репродуктивне число багатопопуляційної SLIAR моделі 

Для побудови базового репродуктивного числа потрібно вивести 2 компоненти: загальну силу 
інфекції  та потоки вхідних та вихідних відсіків, що описують хворих осіб. 

Згідно з джерелом [7], появу нових хворих у відсіках L, I, A можна подати так. 
1 1 1 1 1 1 1 1 1(1 )
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А вхідні і вихідні потоки відсіків, які представляють хворих осіб, мають такий вигляд: 
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Зауважимо, що матриця V  є зі знаком мінус. Матриця нових інфекцій F та матриця 
переміщень осіб між відсіками V є якобіановими матрицями, які отримуються в результаті 
диференціювання  F та V  за інфекційними змінними. Зауважимо, що диференціал сили інфекції за 
L, та A дорівнює нулю. 

Матриці F, V мають таку будову: 

120 0
0 0 0
0 0 0

F
F =
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21 22

31 33

0 0
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0

V
V = V V

V V

 
 − − 
 − − 
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де 

(1 )p p p p
DFE

dF12 = diag q I S
dI

β
 

− 
 

 

11 ( ) ,LV diag k= − Μ 21 ( ),V diag pk= − 22 ( ) ,IV diag α= − Μ 31 ((1 ) ),V diag p k= − − 33 ( ) .AV diag η= − Μ  
Наступна матриця 

1 1 1 1 1
12 21 11 22 33 12 22 33

1

0
0 0 0
0 0 0

F V V V V F V V
FV

− − − − −

−

 
 =  
  

 

має спектральний радіус, позн. р, і має вигляд. 
1 1 1 1

12 21 11 22 33( ) ( )p FV p F V V V V− − − −=  
Як показано в [7], якобіанові матриці інфекційних відсіків, які задані матрицями 1FV − , мають 

всі власні значення з від’ємними дійсними частинами за умови, якщо ( ) 11з FV − < . Зауважимо, що 
умови теореми 2 у [7] задовольняються.  Згідно з теоремою 3.8  в [8] шукане базове репродуктивне 
число має такий вигляд: 

1 1 1 1
0 12 21 11 22 33( ) ( )R p FV p F V V V V− − − −= =  

і задовольняє такі умови. Система диференціальних рівнянь асимптотична стійка, якщо 0 1R < , та не 
стійка, якщо 0 1.R >  
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Висновок 
Розглянуто та побудувано математичну модель для моделювання захворювання на грип. Для 

моделювання було обрано детерміновану модель. Перевагою детермінованих моделей порівняно із 
стохастичними є те, що стохастичні моделі можуть бути дуже трудомісткі і потребують багато 
симуляцій для того, щоб отримати корисні прогнози. Стохастичні моделі є математично дуже 
складні і не пояснюють поширення хвороби. Водночас детерміновані моделі описують і 
пояснюють, що загалом відбувається у популяції. Також детерміновані моделі підходять для країн з 
великою чисельністю населення.  

Створено багатопопуляційну SLIAR модель на основі простої SLIAR моделі грипу. Також 
побудовано базове репродуктивне число розробленої моделі. Базове репродуктивне число дає змогу 
робити прогнози, чи епідемія виникне, зникне або буде ендемічною.  Перевага побудованої моделі є 
комплексне моделювання пандемії грипу, я в якому враховано переміщення осіб між населеними 
пунктами. Зауважимо, вважають, що особи не змінюють свого стану під час руху між населеними 
пунктами.  
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