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Âñòóï

Âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíi îçíà÷åííÿ i ïîçíà-
÷åííÿ òåîði¨ ðîçïîäiëó çíà÷åíü ìåðîìîðôíèõ ôóíê-
öié (äèâ., íàïðèêëàä, [1]).

Çîêðåìà, ÿêùî f ̸≡ const � öiëà ôóíêöiÿ i a, z∈C,
òî ÷èñëî z íàçèâà¹ìî a-òî÷êîþ (a-òî÷êîþ êðàòíî-
ñòi m) ôóíêöi¨ f , ÿêùî z ¹ íóëåì (íóëåì êðàòíîñòi
m) ôóíêöi¨ f − a. Íåõàé nf (r, a) � ëi÷èëüíà ôóíêöiÿ
a-òî÷îê ôóíêöi¨ f. Óñåðåäíåíó ëi÷èëüíó ôóíêöiþ
a-òî÷îê ôóíêöi¨ f âèçíà÷à¹ìî çà ðiâíiñòþ

Nf (r, a) =

r∫
0

nf (t, a)− nf (0, a)

t
dt+ nf (0, a) ln r.

Íàãàäà¹ìî, ùî ÷èñëî a íàçèâà¹òüñÿ ïiêàðîâèì âè-
íÿòêîâèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ f , ÿêùî êiëüêiñòü ¨¨
a-òî÷îê ¹ ñêií÷åííîþ. ßê âiäîìî, òðàíñöåíäåíòíà öi-
ëà ôóíêöiÿ ìà¹ â C ùîíàéáiëüøå îäíå ïiêàðîâå âè-
íÿòêîâå çíà÷åííÿ.

ßêùî ÷èñëî a ∈ C íå ¹ ïiêàðîâèì âèíÿòêîâèì çíà-
÷åííÿì ôóíêöi¨ f , òî íåõàé (ζn(a)) � ïîñëiäîâíiñòü
óñiõ a-òî÷îê öi¹¨ ôóíêöi¨, çàíóìåðîâàíèõ ç óðàõóâà-
ííÿì êðàòíîñòåé ó ïîðÿäêó íåñïàäàííÿ ìîäóëiâ. Çà-
óâàæèìî, ùî ó òàêîìó âèïàäêó f ¹ òðàíñöåíäåíòíîþ
öiëîþ ôóíêöi¹þ.

Íåõàé, òàêîæ, (an) � ïîñëiäîâíiñòü êîåôiöi¹í-
òiâ ñòåïåíåâîãî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f â îêîëi òî÷-
êè z = 0, òîáòî an = f (n)(0)/n! äëÿ âñiõ n ∈ N0

(N0 = N ∪ {0}).
Íàñòóïíó òåîðåìó, ÿêà âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ

øâèäêiñòþ ïðÿìóâàííÿ äî ∞ ïîñëiäîâíîñòi (ζn(a)) i
øâèäêiñòþ ïðÿìóâàííÿ äî 0 ïîñëiäîâíîñòi (an), äî-
âåäåíî â [2].

Òåîðåìà À. (i) ßêùî ÷èñëî a ∈ C íå ¹ ïiêàðîâèì
âèíÿòêîâèì çíà÷åííÿì öiëî¨ ôóíêöi¨ f , òî

lim
n→∞

|ζn(a)| n
√
|an| ≥ 1;

(ii) Iñíó¹ öiëà ôóíêöiÿ f áåç ïiêàðîâîãî âèíÿòêî-
âîãî çíà÷åííÿ òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî a ∈ C ïðàâèëü-
íà ðiâíiñòü

lim
n→∞

|ζn(a)| n
√
|an| = 1.

Äëÿ âñiõ r > 0 âèçíà÷èìî ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí i
öåíòðàëüíèé iíäåêñ ôóíêöi¨ f âiäïîâiäíî çà ðiâíî-
ñòÿìè

µf (r) = max{|an|rn : n ∈ N0},
νf (r) = max{n ∈ N0 : |an|rn = µ(r, f)}.

×àñòèíó (i) òåîðåìè A óòî÷íþ¹ òàêà òåîðåìà ([3]).

Òåîðåìà B. ßêùî ÷èñëî a ∈ C íå ¹ ïiêàðîâèì
âèíÿòêîâèì çíà÷åííÿì öiëî¨ ôóíêöi¨ f , òî

lim
n→∞

|ζn−1(a)| n
√

|an| ≥ exp

(
lim

r→+∞

lnµf (r)

νf (r)

)
. (1)

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîâåäåííÿ òðüîõ ñôîðìóëüîâàíèõ
íèæ÷å òåîðåì, ÿêi äîïîâíþþòü íàâåäåíi âèùå ðåçóëü-
òàòè ðîáiò [2] i [3].

Òåîðåìà 1. ßêùî ÷èñëî a ∈ C íå ¹ ïiêàðîâèì
âèíÿòêîâèì çíà÷åííÿì öiëî¨ ôóíêöi¨ f , òî

lim
n→∞

|ζn−1(a)| n
√

|an| ≥ exp

(
lim

r→+∞

Nf (r, a)

nf (r, a)

)
. (2)

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíîãî δ ∈ [0;+∞] iñíó¹
öiëà ôóíêöiÿ f áåç ïiêàðîâîãî âèíÿòêîâîãî çíà÷åííÿ
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òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî a ∈ C âèêîíóþòüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ

lim
r→+∞

lnµf (r)

νf (r)
= lim
r→+∞

Nf (r, a)

nf (r, a)
= δ,

lim
n→∞

|ζn(a)| n
√

|an| = eδ.

(3)

Òåîðåìà 3. (i) Iñíóþòü öiëà ôóíêöiÿ f i ÷è-
ñëî a ∈ C, ÿêå íå ¹ ïiêàðîâèì âèíÿòêîâèì çíà÷åí-
íÿì ôóíêöi¨ f , òàêi, ùî

lim
r→+∞

lnµf (r)

νf (r)
< lim
r→+∞

Nf (r, a)

nf (r, a)
; (4)

(ii) Iñíóþòü öiëà ôóíêöiÿ f i ÷èñëî a ∈ C, ÿêå íå ¹
ïiêàðîâèì âèíÿòêîâèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ f , òàêi,
ùî

lim
r→+∞

lnµf (r)

νf (r)
> lim
r→+∞

Nf (r, a)

nf (r, a)
. (5)

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 2 âêàçó¹ íà òî÷íiñòü îöi-
íîê (1) i (2). Òåîðåìà 2 ïîêàçó¹, ùî îöiíêà (1) íå
¹ íàñëiäêîì îöiíêè (2), à îöiíêà (2) íå ¹ íàñëiäêîì
îöiíêè (1).

I. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1

Íåõàé ÷èñëî a ∈ C íå ¹ ïiêàðîâèì âèíÿòêîâèì
çíà÷åííÿì öiëî¨ ôóíêöi¨

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n, (6)

(ζn(a)) � ïîñëiäîâíiñòü óñiõ a-òî÷îê ôóíêöi¨ f , çà-
íóìåðîâàíèõ ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòåé ó ïîðÿäêó
íåñïàäàííÿ ìîäóëiâ. Äîâåäåìî, ùî òîäi âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü (2).

Âðàõîâóþ÷è, ùî nf (|ζn−1(a)|, a) ≥ n äëÿ âñiõ
n ∈ N, äîñèòü äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî q ∈ (0, 1)
ìíîæèíà òèõ n ∈ N, äëÿ ÿêèõ

|ζn−1(a)| n
√

|an| > qe
Nf (|ζn−1(a)|,a)

n ,

¹ íåñêií÷åííîþ.
Ïðèïóñòèìî, âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî iñíóþòü ÷èñëà

q ∈ (0, 1) i n1 ∈ N òàêi, ùî

|ζn−1(a)| n
√
|an| ≤ qe

Nf (|ζn−1(a)|,a)
n , n ≥ n1. (7)

Íåõàé m � êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi (ζn(a)),
ùî äîðiâíþþòü íóëþ. Ïðèéìåìî bm = 1 i
bn =

∏n−1
j=m

1
|ζj(a)| äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n ≥ m + 1.

Ðîçãëÿíåìî ñòåïåíåâèé ðÿä

g(z) =
∞∑
n=m

bnz
n.

Îñêiëüêè

bn+1

bn
= |ζn(a)| → +∞, n→ ∞,

i bn ̸= 0 äëÿ âñiõ n ∈ N0, òî ôóíêöiÿ g, ÿêó çàäà¹ öåé
ðÿä, ¹ öiëîþ.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ (äåòàëüíî òàêi ìiðêóâàííÿ
ïðîâåäåíî, íàïðèêëàä, â ðîáîòi [4] ïiä ÷àñ äîâåäåí-
íÿ òåîðåìè 2 öi¹¨ ðîáîòè), ùî

lnµg(r) = Nf (r, a) =

=

{
ln rm, ÿêùî r ∈ (0, |ζm(a)|],
ln(bnr

n), ÿêùî r ∈ [|ζn−1(a)|, |ζn(a)|] i n ≥ m+ 1,

çîêðåìà,

Nf (|ζn−1(a)|, a) = ln(bn|ζn−1(a)|n), n ≥ m+ 1. (8)

Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ (7) i ðiâíiñòþ (8), äëÿ
âñiõ n ≥ n2 îòðèìó¹ìî

|ζn−1(a)| n
√
|an| ≤ q exp

(
1

n
ln(bn|ζn−1(a)|n)

)
=

= q n
√
bn|ζn−1(a)|,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

|an| ≤ qnbn, n ≥ n2.

Îñêiëüêè öåíòðàëüíèé iíäåêñ νh(r) êîæíî¨ òðàíñ-
öåíäåíòíî¨ öiëî¨ ôóíêöi¨ h ¹ íåñïàäíîþ íåîáìåæåíîþ
çâåðõó íà (0,+∞) ôóíêöi¹þ, òî

min{νf (r), νg(r)} ≥ n2, r ≥ r0,

à òîìó äëÿ âñiõ r ≥ r0/q ìà¹ìî

µf (r) = max{|an|rn : n ≥ n2} ≤
≤ max{bn(qr)n : n ≥ n2}=µg(qr) = eNf (qr,a).

Äàëi íàì áóäå ïîòðiáíà òàêà êëàñè÷íà òåîðåìà
Âàëiðîíà (äèâ., íàïðèêëàä, [5, ñ. 184]).

Òåîðåìà C. Äëÿ äîâiëüíî¨ òðàíñöåíäåíòíî¨ öi-
ëî¨ ôóíêöi¨ h i êîæíîãî p ∈ (0, 1) ïðàâèëüíå ñïiââiä-
íîøåííÿ

Mh(pr) = o(µh(r)), r → +∞,

äå Mh(r) = max{|h(z)| : |z| = r} � ìàêñèìóì ìîäóëÿ
ôóíêöi¨ h.

Ñêîðèñòàâøèñü âñòàíîâëåíîþ âèùå íåðiâíiñòþ
lnµf (r) ≤ Nf (qr, a), r ≥ r0/q, i òåîðåìîþ Âàëiðîíà,
îòðèìó¹ìî

lnMf (qr)−Nf (qr, a) → −∞, r → +∞,

ùî ñóïåðå÷èòü ðiâíîñòi É¹íñåíà, çãiäíî ç ÿêîþ

Nf (r, a) =
1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ)− a|dθ − ln |c(a)| ≤

≤ lnMf (r) +O(1), r → +∞,

äå c(a) � ïåðøèé íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò â ðîçâèíåí-
íi ôóíêöi¨ f−a â ñòåïåíåâèé ðÿä â îêîëi òî÷êè z = 0.
Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.
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II. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2

Íåõàé δ ∈ [0;+∞]. Äîâåäåìî, ùî iñíó¹ öiëà ôóí-
êöiÿ f áåç ïiêàðîâîãî âèíÿòêîâîãî çíà÷åííÿ òàêà, ùî
äëÿ êîæíîãî a ∈ C âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3).

Ó âèïàäêó δ = 0 äîñèòü ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ f ,
iñíóâàííÿ ÿêî¨ ñòâåðäæó¹òüñÿ ó ÷àñòèíi (ii) òåîðåìè
À, i ñêîðèñòàòèñü òåîðåìàìè B i 1.

ßêùî δ = +∞, òî äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè äîâiëüíó
òðàíñöåíäåíòíó öiëó ôóíêöiþ f , äëÿ ÿêî¨

lnµf (r) = O(ln2 r), r → +∞.

Ñïðàâäi, äëÿ êîæíî¨ òàêî¨ ôóíêöi¨ i äîâiëüíîãî a ∈ C
ïðè r → +∞ âèêîíóþòüñÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [6]) ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

Nf (r, a) ∼ lnµf (r), nf (r, a) = o(Nf (r, a)),

νf (r) = o(lnµf (r)),

çâiäêè áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ f íå ìà¹ ïiêàðîâîãî âè-
íÿòêîâîãî çíà÷åííÿ i âèêîíó¹òüñÿ ïåðøå çi ñïiââiäíî-
øåíü (3) (ç δ = +∞). Ç îãëÿäó íà íàâåäåíå, äðóãå çi
ñïiââiäíîøåíü (3) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè B.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 ó âèïàäêó δ ∈ (0,+∞)
íàì áóäå ïîòðiáíèé îäèí ðåçóëüòàò ç ðîáîòè [7]. Ïåðø
íiæ éîãî ñôîðìóëþâàòè, ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òðàíñöåíäåíòíó öiëó ôóí-
êöiþ âèãëÿäó

g(z) =

∞∑
n=1

bnz
n (9)

i äëÿ êîæíîãî r ≥ 0 ïðèéìåìî

Sg(r) =

( ∞∑
n=0

|bn|2r2n
)1/2

, ρg = lim
r→+∞

ln lnMg(r)

ln r
.

Âåëè÷èíà ρg, ÿê âiäîìî, íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ôóí-
êöi¨ g i ìîæå áóòè îá÷èñëåíà ÷åðåç êîåôiöi¹íòè öi-
¹¨ ôóíêöi¨ çà òàêîþ êëàñè÷íîþ ôîðìóëîþ Êîøi�
Àäàìàðà:

ρg = lim
n→∞

n lnn

− ln |bn|
.

Íåõàé (Ω,A,P) � äåÿêèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, à
(ωn((ω))) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ ðiâíîìiðíî ðîç-
ïîäiëåíèõ íà âiäðiçêó [0, 1] âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ïî-
ðÿä ç ôóíêöi¹þ (9) ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó òðàíñöåí-
äåíòíó öiëó ôóíêöiþ

gω(z) =
∞∑
n=0

bne
2πiωn(ω)zn. (10)

Äëÿ ôóíêöi¨ (10) ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ
([7]).

Òåîðåìà D. Íåõàé g � äîâiëüíà òðàíñöåíäåí-
òíà öiëà ôóíêöiÿ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âèãëÿäó (9).
Òîäi äëÿ âèïàäêîâî¨ öiëî¨ ôóíêöi¨ (10) ìàéæå íàïåâ-
íå äëÿ êîæíîãî a ∈ C âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Ngω (r, a) ∼ lnSg(r), r → +∞. (11)

Ïîâåðíåìîñü äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íåõàé, îò-
æå, δ ∈ (0,+∞).

Ïðèéìåìî b0 = 1 i íåõàé bn =
(
e
δn

)nδ
äëÿ êîæíî-

ãî n ∈ N. Òîäi, ÿê ëåãêî áà÷èòè, ñòåïåíåâèé ðÿä (9)
ç òàê âèçíà÷åíèìè êîåôiöi¹íòàìè bn çàäà¹ öiëó ôóí-
êöiþ g, äëÿ ÿêî¨ çà íàâåäåíîþ âèùå ôîðìóëîþ Êîøi�
Àäàìàðà ìà¹ìî ρg = 1

δ .
Êðiì òîãî, äîñëiäèâøè íà åêñòðåìóì ôóíêöiþ

y(x) =
(
e
δx

)xδ
rx, x ≥ 1, äëÿ êîæíîãî r > 0 îòðèìó¹ìî

µg(r) = max

{( e

δn

)nδ
rn : n ∈ N

}
=

= max

{( e
δx

)xδ
rx,

(
e

δ(x+ 1)

)(x+1)δ

rx

}
,

äå x = x(r) =
[
1
δ r

1
δ

]
. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

lnµg(r) ∼ r
1
δ , r → +∞.

Òîäi, ÿê ëåãêî äîâåñòè (äèâ., íàïðèêëàä, [4]),

νg(r) ∼
1

δ
r

1
δ , r → +∞.

Äàëi, ñêîðèñòàâøèñü ðiâíiñòþ Ïàðñåâàëÿ

1

2π

∫ 2π

0

|g(reiθ)|2dθ = S2
g (r),

áà÷èìî, ùî Sg(r) ≤ Mg(r). Êðiì òîãî, µg(r) ≤ Sg(r).
Òîìó, âðàõóâàâøè, ùî äëÿ êîæíî¨ òðàíñöåíäåíòíî¨
öiëî¨ ôóíêöi¨ g ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âèêîíó¹òüñÿ
(äèâ., íàïðèêëàä, [8, ñ. 185]) ñïiââiäíîøåííÿ

lnµg(r) ∼ lnMg(r), r → +∞,

îòðèìó¹ìî

lnSg(r) ∼ lnµg(r) ∼ r
1
δ , r → +∞.

Ïîðÿä ç ôóíêöi¹þ g ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó öiëó
ôóíêöiþ gω âèãëÿäó (10). Çà òåîðåìîþ D iñíó¹ ìíî-
æèíà A ∈ A òàêà, ùî P(A) = 1 i äëÿ êîæíîãî ω ∈ A
òà âñiõ a ∈ C âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (11), à òîìó
é ñïiââiäíîøåííÿ

Ngω (r, a) ∼ r
1
δ , r → +∞,

ç ÿêîãî âèïëèâà¹ (äèâ., íàïðèêëàä, [4]), ùî

ngω (r, a) ∼
1

δ
r

1
δ , r → +∞. (12)

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ω∈A i ïðèéìåìî
an=bne

2πiωn(ω) äëÿ âñiõ n ∈ N0. Çðîçóìiëî, ùî ñòå-
ïåíåâèé ðÿä (6) ç òàê âèçíà÷åíèìè êîåôiöi¹íòàìè an
çàäà¹ öiëó ôóíêöiþ f = gω, ÿêà, çãiäíî ç òèì, ùî
ñïiââiäíîøåííÿì (12) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ a ∈ C, íå
ìà¹ ïiêàðîâèõ âèíÿòêîâèõ çíà÷åíü.

Îñêiëüêè |an| = |bn| äëÿ âñiõ n ∈ N0, òî

lim
r→∞

lnµf (r)

νf (r)
= lim
r→∞

lnµg(r)

νg(r)
= δ,
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Êîåôiöi¹íòè ñòåïåíåâîãî ðîçâèíåííÿ i a-òî÷êè öiëî¨ ôóíêöi¨

Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî a ∈ C ìà¹ìî

lim
r→∞

Nf (r, a)

Nf (r, a)
= lim
r→∞

Ngω (r, a)

ngω (r, a)
= δ.

Îòæå, íàìè äîâåäåíî ïåðøå çi ñïiââiäíîøåíü (3).
Íåõàé a ∈ C, à (ζn(a)) � ïîñëiäîâíiñòü óñiõ

a-òî÷îê ôóíêöi¨ f , çàíóìåðîâàíèõ ç óðàõóâàííÿì
êðàòíîñòåé ó ïîðÿäêó íåñïàäàííÿ ìîäóëiâ. Òîäi çi
ñïiââiäíîøåííÿ (12) âèïëèâà¹, ùî

|ζn(a)| ∼ (nδ)δ, n→ ∞,

à òîìó

lim
n→∞

|ζn(a)| n
√
|an| = lim

n→∞
(nδ)δ

( e

nδ

)δ
= eδ,

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ äðóãå çi ñïiââiäíîøåíü (3). Òåîðå-
ìó 2 ïîâíiñòþ äîâåäåíî.

III. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3

Ïîêàæåìî, ùî ïðè a = 0 íåðiâíiñòü (4) âèêîíó¹-
òüñÿ, íàïðèêëàä, äëÿ ôóíêöi¨ f(z) = ezπ(z), äå

π(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

z

en

)
.

Ñïðàâäi, äëÿ ôóíêöi¨ f , ÿê i äëÿ ôóíêöi¨ π, ìà¹ìî
ζn(0) = −en+1 äëÿ âñiõ n ∈ N0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

nf (r, 0) = nπ(r, 0) ∼ ln r, r → +∞.

Ñêîðèñòàâøèñü ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ, îòðèìó¹ìî

Nf (r, 0) = Nπ(r, 0) ∼
1

2
ln2 r, r → +∞.

Òîìó,

lim
r→+∞

Nf (r, 0)

nf (r, 0)
= +∞. (13)

Äàëi çàóâàæèìî, ùî

Mπ(r) =

∞∏
n=1

(
1 +

r

en

)
, Mf (r) = erMπ(r),

i, ÿê íåñêëàäíî äîâåñòè (äèâ., íàïðèêëàä, [6]),

lnMπ(r) ∼ Nπ(r, 0) ∼
1

2
ln2 r, r → +∞.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

lnMf (r) ∼ r, r → +∞.

Îòæå, ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîðÿäîê 1, à òîìó, ÿê çàçíà÷à-
ëîñü ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2,

lnµf (r) ∼ lnMf (r) ∼ r, r → +∞,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

νf (r) ∼ r, r → +∞.

Îòæå,

lim
r→+∞

lnµf (r)

νf (r)
= 1. (14)

Ç (13) i (14) áà÷èìî, ùî ïðè a = 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü (4). Ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè 3 äîâåäåíî.

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ ÷àñòèíè (ii) öi¹¨ òåîðåìè.
Íåõàé ρ ∈ (0,+∞). ßê äîâåäåíî â ðîáîòi [4] (äèâ.

òâåðäæåííÿ 2 öi¹¨ ðîáîòè i éîãî äîâåäåííÿ), iñíóþòü
öiëà ôóíêöiÿ f i ÷èñëî α > 1 òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

lim
r→+∞

lnMf (r)

rρ
= 1, lim

r→+∞

Tf (αr)

Tf (r)
> αρ, (15)

äå Tf (r) = 1
2π

∫ 2π

0
ln+ |f(reiθ)|dθ � õàðàêòåðèñòèêà

Íåâàíëiííè ôóíêöi¨ f .
Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîðÿäîê ρ, à òîìó,

ÿê çàçíà÷àëîñü ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2,

lnµf (r) ∼ lnMf (r) ∼ rρ, r → +∞,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

νf (r) ∼ ρrρ, r → +∞.

Îòæå,

lim
r→+∞

lnµf (r)

νf (r)
=

1

ρ
.

Äàëi çàóâàæèìî, ùî çà âiäîìîþ òåîðåìîþ Âàëi-
ðîíà (äèâ. òåîðåìó 2.1 â [1, ñ. 151]) äëÿ âñiõ a ∈ C, çà
âèíÿòêîì ìíîæèíè çíà÷åíü a ∈ C íóëüîâî¨ ïëîñêî¨
ëåáåãîâî¨ ìiðè (òàêi çíà÷åííÿ íàçèâàþòüñÿ íåâàíëií-
íîâèìè âèíÿòêîâèìè), âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Nf (r, a) ∼ Tf (r), r → +∞.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå a ∈ C, ÿêå íå ¹ âàëiðîíîâèì
âèíÿòêîâèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ f , i äîâåäåìî, ùî äëÿ
íüîãî âèêîíóâàòèìåòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5), òîáòî,
ùî

lim
r→+∞

Nf (r, a)

nf (r, a)
<

1

ρ
. (16)

Ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî ç äðóãîãî çi ñïiââiäíîøåíü
(15) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ÷èñëà ρ′ > ρ, äëÿ ÿêîãî

lim
r→+∞

Nf (αr, a)

Nf (r, a)
> αρ

′
. (17)

ßêùî á ñïiââiäíîøåííÿ (16) íå âèêîíóâàëàñü, òî
ñïðàâäæóâàëàñü áè íåðiâíiñòü

Nf (r, a)

nf (r, a)
≥ 1

ρ′
, r ≥ r0,

ç ÿêî¨, âñóïåðå÷ ñïiââiäíîøåííþ (17), äëÿ âñiõ r ≥ r0
âèïëèâàëà á íåðiâíiñòü

ln
Nf (αr, a)

Nf (r, a)
=

∫ αr

r

nf (r, a)

rNf (r, a)
≤ ρ′ lnα.

Òåîðåìó 3 ïîâíiñòþ äîâåäåíî.
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ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÛ ÑÒÅÏÅÍÍÎÃÎ ÐÀÇÂÈÒÈß
È a-ÒÎ×ÊÈ ÖÅËÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Àíäðóñÿê È. Â.a, Ôèëåâè÷ Ï. Â.b
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óë. Ñ. Áàíäåpû, 12, 79013, Ëüâîâ, Óêðàèíà

bÏðèêàðïàòñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Âàñèëèÿ Ñòåôàíèêà
óë. Øåâ÷åíêî, 57, 76025, ã. Èâàíî-Ôðàíêîâñê, Óêðàèíà

Äëÿ òðàíñöåíäåíòíûõ öåëûõ ôóíêöèé óñòàíîâëåíî ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ ñòðåìëåíèÿ
ê ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ a-òî÷åê è ñêîðîñòüþ ñòðåìëåíèÿ ê 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ
òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ.
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õàðàêòåðèñòèêà Íåâàíëèííû.
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