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Вступ

У статтi в смузi Π(T ) = {(t, x) ∈ R2 : t ∈ (0;T ), x ∈
R}, T > 0, для диференцiального рiвняння iз частинни-
ми похiдними зi сталими коефiцiєнтами

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
u(t, x)≡

∑
s1+s2≤n

as1,s2
∂s1+s2u

∂ts1∂xs2
= 0, (1)

дослiджено коректнiсть задачi з багатоточковими умова-
ми

lj

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
u(t, x)

∣∣∣∣
t=tj

= φj(x), j = 1, . . . , n, (2)

де as1,s2 ∈ C, an,0 = 1, t1, . . . , tn — рiзнi числа з вiдрiзка

[0, T ], причому t1 < . . . < tn, а lj

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
, — дифе-

ренцiальний вираз порядку mj , j = 1, . . . , n, причому
mj 6 n− 1, mj ∈ Z+

lj

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
=

∑
s1+s2≤mj

bjs1,s2
∂s1+s2

∂ts1∂xs2
,

bjs1,s2 ∈ C, j = 1, . . . , n.
Частковими випадками умов (2) є:
1) стандартнi багатоточковi умови

u(tj , x) = φj , j = 1, . . . , n,

(якщо усi диференцiальнi вирази lj тотожно дорiвнюють
1);

2) умови Нiколеттi

∂j−1u

∂tj−1

∣∣∣∣
t=tj

= φj(x), j = 1, . . . , n,

(якщо lj (∂/∂t, ∂/∂x) ≡ (∂/∂t)
j−1

, j = 1, . . . , n).
Загалом, вивчення задач з багатоточковими умова-

ми для диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдни-
ми почалось порiвняно недавно. Частково це зумовлено

тим, що такi задачi умовно коректнi, а їх розв’язнiсть
пов’язана з проблемою малих знаменникiв, якi виника-
ють пiд час побудови розв’язку.

Систематичне вивчення багатоточкових задач для
рiвнянь iз частинними похiдними започаткував член-
кореспондент НАН України, професор Б. Й. Пташник.
Зокрема, у роботах [2, 6], [13]–[22] у обмежених цилiн-
дричних областях, на основi метричного пiдходу вста-
новлено умови iснування єдиного розв’язку задач з бага-
тоточковими умовами за видiленою змiнною для рiвнянь
iз частинними похiдними та певними умовами (умова-
ми перiодичностi, умовами Дiрiхле, умовами Штурма–
Лiувiлля) за рештою координат для гiперболiчних, пара-
болiчних та безтипних рiвнянь iз частинними похiдни-
ми у вiдповiдних функцiональних просторах. Цi умови
виражаються у термiнах виконання степеневих або екс-
поненцiйних оцiнок знизу для малих знаменникiв, що
виникають пiд час побудови розв’язку у виглядi ряду
Фур’є.

У необмежених за просторовими змiнними обла-
стях у роботах [1, 3, 7, 20] встановлено класи єди-
ностi розв’язку багатоточкових задач за часовою змiн-
ною для рiвнянь та лiнiйних еволюцiйних систем рiв-
нянь iз частинними похiдними. У працях [9]–[12] для
конструктивної побудови розв’язкiв багатоточкових за-
дач для рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похi-
дними у безмежному шарi застосовано диференцiально-
символьний метод вiдокремлення змiнних.

Умови коректної розв’язностi задач з багатоточкови-
ми умовами за часовою змiнною для диференцiально-
операторних рiвнянь дослiджено у роботах [4, 5, 8, 21].

Характерною особливiстю цiєї роботи є видiлення
класiв рiвнянь (1) та багатоточкових умов (2), для яких
багатоточкова задача (1), (2) коректна у класах функцiй
експоненцiйного типу.
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I. Умовнi позначення та введення функцiо-
нальних просторiв експоненцiйного ти-
пу

Використовуємо такi позначення: Sn – симетри-
чна група перестановок множини з n елементiв; Eα,β ,
α, β ≥ 0, – простiр таких функцiй φ : R → C, що
φ ∈ L2(R), для яких є скiнченною норма

∥φ∥Eα,β
=

√√√√√ 1

2π

+∞∫
−∞

(1 + |ξ|)2α exp(2β|ξ|)|φ̃(ξ)|2dξ,

де

φ̃(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
φ(x)e−ixξdx

є перетворенням Фур’є функцiї φ(x), Cn([0, T ];Eα,β),
α, β ≥ 0, n ∈ N, – простiр таких функцiй u(t, x) :
Π(T ) → C, що похiднi ∂ru(t, x)/∂tr, r = 0, 1, . . . , n, для
кожного t ∈ [0, T ] належать до просторiв Eα,β вiдповiд-
но i неперервнi за змiнною t у цих просторах. Норму в
просторi Cn([0, T ];Eα,β) визначаємо за формулою

∥u(t, x);Cn([0, T ];Eα,β)∥ =
n∑
r=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∂ru(t, x)
∂tr

∥∥∥
Eα,β

.

Означення 1. Задачу (1), (2) називатимемо
(α0, β0, α, β)-коректною, якщо для довiльних φj ∈ Eα,β ,
j = 1, . . . , n, у просторi Cn([0, T ];Eα0,β0

) iснує єдина
функцiя u(t, x), яка справджує рiвняння (1) та умови (2)
i виконується нерiвнiсть

∥u;Cn([0, T ];Eα0,β0)∥ ≤ C

n∑
j=1

∥φj ;Eα,β∥,

де стала C > 0 не залежить вiд вибору функцiй φj(x),
j = 1, . . . , n.

Метою роботи є опис вимог до диференцiальних ви-
разiв L (∂t, ∂x) та lj (∂t, ∂x), j = 1, . . . , n, у разi вико-
нання яких багатоточкова задача (1), (2) є (α0, β0, α, β)-
коректною.

II. Основнi вимоги до диференцiальних
виразiв задачi (1), (2)

Нехай L0(λ, iξ) та l0j (λ, iξ), j = 1, . . . , n, — головнi
частини многочленiв L(λ, iξ) та lj(λ, iξ), j = 1, . . . , n,
вiдповiдно, тобто

L0(λ, iξ) =
n∑
s=0

as,n−sλ
s(iξ)n−s,

l0j (λ, iξ) =

mj∑
s=0

bjs,mj−sλ
s(iξ)mj−s, j = 1, . . . , n.

Говоритимемо, що для диференцiального вира-
зу L (∂t, ∂x) виконується вимога A, якщо рiвняння

L0(λ, i) = 0 має такi ненульовi λ-коренi λ01, . . . , λ
0
n, для

яких виконуються нерiвностi

Reλ0j ̸= Reλ0q (j ̸= q), j, q = 1, . . . , n. (3)

Не обмежуючи загальностi мiркувань, вважатиме-
мо, що у разi виконання вимоги A нумерацiю коренiв
λ01, . . . , λ

0
n вибрано так, що

Reλ01 < . . . < Reλ0n. (4)

Приклад 1. Вимога A виконується для виразу
L (∂t, ∂x), який має вигляд

L (∂t, ∂x) =
(
∂2t + a2∂2x

) (
∂2t + b2∂2x

)
,

де a, b ∈ R\{0}, a ̸= ±b. Справдi, у цьому випадку мно-
гочлен L0(λ, i) = (λ2 − a2)(λ2 − b2) має дiйснi коренi
λ01 = a, λ02 = −a, λ03 = b, λ04 = −b.

Приклад 2. Вимога A порушується для виразу

L (∂t, ∂x) =
(
∂2t − a2∂2x

) (
∂2t − b2∂2x

)
, a ̸= ±b,

де a, b ∈ R\{0}. Множиною коренiв {λ01, . . . , λ04} у цьо-
му випадку є множина уявних чисел {ia,−ia, ib,−ib}.

Вважатимемо, що для диференцiальних виразiв L
та lj , j = 1, . . . , n, виконується вимога B, якщо ре-
зультанти Resλ(L0(λ, i), l

0
j (λ, i)) многочленiв L0(λ, i) та

l0j (λ, i), j = 1, . . . , n, за змiнною λ є вiдмiнними вiд ну-
ля. Зауважимо, що виконання вимоги B означає, що λ-
коренi многочлена L0(λ, i) не є коренями многочленiв
l0j (λ, i), j = 1, . . . , n, тобто

l0j (λ1, i) ̸= 0, . . . , l0j (λn, i) ̸= 0, j = 1, . . . , n. (5)

Приклад 3. Якщо

L (∂t, ∂x) =

n∑
s=0

ds∂
s
t ∂

n−s
x , dn = 1, d0 ̸= 0,

lj (∂t, ∂x) = ∂jt , j = 1, . . . , n,

то вимога B, очевидно, виконується. У цьому випадку
вирази lj (∂t, ∂x), j = 1, . . . , n, у багатоточкових умовах
(2) задають умови Нiколеттi

∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=tj

= φj(x), j = 1, . . . , n.

Для встановлення умов коректностi задачi (1), (2)
знадобляться допомiжнi твердження (леми 1–3).

Лема 1. Iснують такi додатнi числа R1,M1, що
для кожного j = 1, . . . , n, iснує аналiтична, якщо
|ξ|>R1, функцiя λj(ξ) така, що

L(λj(ξ), iξ) = 0

i виконується нерiвнiсть

|λj(ξ)− λ0jξ| ≤
M1

1 + |ξ|
, j = 1, . . . , n, |ξ| ≥ R1.

Лема 2. Якщо виконується вимога B, то iснують
такi додатнi числа R2,M2, що для всiх |ξ| > R2 вико-
нуються нерiвностi

|lj(λq(ξ), iξ)| ≥M2(1 + |ξ|)mj , j, q = 1, . . . , n.
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l1(λ1(ξ), iξ) =
∑

s1+s2≤m1

b1s1,s2(λ1(ξ))
s1(iξ)s2 =

=
∑

s1+s2=m1

b1s1,s2(λ1(ξ))
s1(iξ)m1−s1+

+
∑

s1+s2≤m1−1

b1s1,s2(λ1(ξ))
s1(iξ)s2 =

=
∑

s1+s2=m1

b1s1,s2(λ
0
1ξ + µ1(ξ))

s1(iξ)m1−s1+

+
∑

s1+s2≤m1−1

b1s1,s2(λ
0
1ξ + µ1(ξ))

s1(iξ)s2 =

= ξm1

( ∑
s1+s2=m1

im1−s1b1s1,s2

(
λ01ξ + µ1(ξ)

ξ

)s1
+

+
∑

s1+s2≤m1−1

b1s1,s2(λ
0
1ξ + µ1(ξ))

s1(i)s2(ξ)s2−m1

)
=

= ξm1

( ∑
s1+s2=m1

im1−s1b1s1,s2

(
λ01 +

µ1(ξ)

ξ

)s1
+

+
∑

s1+s2≤m1−1

b1s1,s2(λ
0
1ξ + µ1(ξ))

s1(i)s2(ξ)s2−m1

)
.

Лема 3. Нехай x1 < . . . < xn, y1 < . . . < yn. Тодi
для довiльного набору ω = (i1, . . . , in) ∈ Sn такого, що
(i1, . . . , in) ̸= (1, . . . , n), виконується нерiвнiсть

xi1y1 + . . .+ xinyn < x1y1 + . . .+ xnyn.

Лема 4. Нехай t1, . . . , tn ∈ [0, T ], причому

t1 < . . . < tn.

Якщо виконується вимога A i нерiвнiсть (4), то для
довiльного набору ω = (i1, . . . , in) ∈ Sn такого, що
(i1, . . . , in) ̸= (1, . . . , n), справджується оцiнка

eReλ0
1ξt1 · . . . · eReλ0

nξtn > eReλ0
i1
ξt1 · . . . · eReλ0

in
ξtn ,

якщо ξ > 0, i оцiнка

eReλ0
nξt1 · . . . · eReλ0

1ξtn > eReλ0
i1
ξt1 · . . . · eReλξ

in
tn .

якщо ξ < 0.
� Доведення. За умовою леми t1 < . . . < tn i

Reλ01ξ < . . . < Reλ0nξ для всiх ξ > 0. Тому на пiдставi
леми 3 одержуємо, що

Reλ01ξt1 + . . .+Reλ0nξtn > Reλ0i1ξt1 + . . .+Reλ0inξtn,

де ξ > 0 i набiр (i1, . . . , in) ∈ Sn є таким, що

(i1, . . . , in) ̸= (1, . . . , n).

Iз отриманої нерiвностi випливає, що

eRe (λ0
1ξt1+...+λ

0
nξtn) > eRe (λ0

i1
ξt1+...+λ

0
in
ξtn), ξ > 0, (6)

тобто твердження леми 4 є iстинним для ξ > 0. Дове-
дення леми для випадку, коли ξ < 0, здiйснюється ана-
логiчно. �

III. Умови коректної розв’язностi задачi
(1), (2)

Надалi вважатимемо, що умови A, B виконують-
ся. Нехай ũ(t, ξ) та φ̃j(ξ), j = 1, . . . , n, – перетво-
рення Фур’є за змiнною x функцiй u(t, x) та φj(x)
j = 1, . . . , n, вiдповiдно. Застосовуючи перетворення
Фур’є до рiвняння (1) та умов (2), отримаємо, що фун-
кцiя ũ(t, ξ) для кожного ξ ∈ R є розв’язком такої бага-
тоточкової задачi для звичайного диференцiального рiв-
няння:

L

(
d

dt
, iξ

)
ũ(t, ξ) ≡

n∑
j=0

cj(ξ)
djuk(t)

dtj
= 0, (7)

lj

(
d

dt
, iξ

)
ũ(t, ξ)

∣∣∣∣
t=tj

= φ̃j(ξ), j = 1, . . . , n, (8)

де cj(ξ) =
n−j∑
q=0

aj,q(iξ)
q, j = 0, 1, . . . , n− 1, cn(ξ) = 1.

Через f1(t, ξ), . . . , fn(t, ξ) позначимо фундаменталь-
ну систему розв’язкiв диференцiального рiвняння (7),
для якої справджуються такi початковi умови:

f (j−1)
q (0, ξ) = δj,q, j, q = 1, . . . , n,

де δj,q – символ Кронекера. Зауважимо, що за теоремою
Пуанкаре функцiї f1(t, ξ), . . . , fn(t, ξ) аналiтично зале-
жать вiд параметра ξ ∈ R.

Загальний розв’язок рiвняння (7) має вигляд

ũ(t, ξ) =
n∑
q=1

Cq(ξ)fq(t, ξ),

де сталi C1(ξ), . . . , Cn(ξ) є розв’язками системи лiнiй-
них рiвнянь

n∑
q=1

Cq(ξ)lj

(
d

dt
, iξ

)
fq(t, ξ)|t=tj = φ̃j(ξ), j=1, n. (9)

Позначимо:

∆(ξ) =

∥∥∥∥lj( d

dt
, iξ

)
fq(t, ξ)|t=tj

∥∥∥∥n
j,q=1

, ξ ∈ R.

Якщо

∀ξ ∈ R ∆(ξ) ̸= 0, (10)

то система (9) має єдиний розв’язок

Cq(ξ) =

n∑
j=1

∆j,q(ξ)

∆(ξ)
φ̃j(ξ), q = 1, . . . , n, (11)

де ∆j,q(ξ) – алгебричне доповнення елемента, що стоїть
на перетинi j-го рядка та q-го стовпця у визначнику ∆.
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Iз формул (6), (11) випливає, що у разi виконання умо-
ви (10) задача (7), (8) має для кожного ξ ∈ R єдиний
розв’язок

ũ(t, ξ) =
n∑

j,q=1

∆j,q(ξ)

∆(ξ)
fq(t, ξ)φ̃j(ξ). (12)

Отже, формальний розв’язок задачi (1), (2) зображу-
ється рiвнiстю

u(t, x) =
1√
2π

∞∫
−∞

ũ(t, ξ)eixξdξ =

=
1√
2π

∞∫
−∞

n∑
j,q=1

∆j,q(ξ)

∆(ξ)
fq(t, ξ)φ̃j(ξ)e

ixξdξ.

(13)

Дослiдимо тепер питання про належнiсть
функцiї, зображеної рiвнiстю (13), до простору
Cn([0, T ],Eα0,β0

), якщо φ1, . . . , φn ∈ Eα,β для деяких
α, β ∈ R.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (3) та (5).
Тодi iснує таке число R > 0, що для всiх ξ, |ξ| > R
виконується оцiнка

|∆(ξ)| ≥ C1(1 + |ξ|)m1+...+mn×

×

{
eRe (λ1(ξ)t1+...+λn(ξ)tn), ξ > 0,

eRe (λn(ξ)t1+...+λ1(ξ)tn), ξ < 0.
(14)

� Доведення. Iз кожного j-го рядка, 1 ≤ j ≤ n,
визначника ∆(ξ) винесемо ξj−1. Тодi

∆(ξ) = ξm1+...+mn−1×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣
eλ1(ξ)t1 l1(λ1(ξ), i) . . . eλn(ξ)t1 l1(λn(ξ), i)
eλ1(ξ)t2 l2(λ1(ξ), i) . . . eλn(ξ)t2 l2(λn(ξ), i)

. . . . . . . . .
eλ1(ξ)tn ln(λ1(ξ), i) . . . eλn(ξ)tn ln(λn(ξ), i)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= ξm1+...+mn−1δ(ξ).

Розкриваючи визначник δ(ξ), одержимо

δ(ξ) =
∑

ω=(i1,...,in)∈Sn

(−1)signω×

×l1(λi1(ξ), i)eλi1
(ξ)t1 · . . . · ln(λin(ξ), i)eλin (ξ)tn =

=
∑

ω=(i1,...,in)∈Sn

(−1)signωl1(λi1(ξ), i) · . . . · ln(λin(ξ), i)×

×e(λi1
(ξ)t1+...+λin (ξ)tn). (15)

Iз формул (15) випливає, що визначник ∆(ξ) є ква-
зiмногочленом за змiнною ξ. Оскiльки виконуються
умови (3), то враховуючи лему 2, якщо ξ > 0, доданок

l1(λ1(ξ), i) · . . . · ln(λn(ξ), i)eλ1(ξ)t1+...+λn(ξ)tn

домiнує у розвиненнi для ∆(ξ), а якщо ξ < 0, то домiнує
доданок

l1(λn(ξ), i) · . . . · ln(λ1(ξ), i)e(λn(ξ)t1+...+λ1(ξ)tn)ξ.

Враховуючи умови (5), отримаємо оцiнку (14).
Теорему доведено. �
Теорема 2. Нехай виконуються умови (3) та (5).

Тодi iснує таке число R1 > 0, що для всiх ξ, |ξ| > R1,
для алгебричних доповнень ∆j,q(ξ), j, q = 1, . . . , n, ви-
конуються оцiнки

|∆j,q(ξ)| ≤ C2(1 + ξ)m1+...+mn−mj−1×

×

{
eRe (λ1(ξ)t1+...+λn(ξ)tn)−Reλq(ξ)tj , ξ > 0,

eRe (λn(ξ)t1+...+λ1(ξ)tn)−Reλq(ξ)tj , ξ < 0.

(16)
� Доведення. У визначнику ∆j,q(ξ) з j-го рядка

винесемо ξj−1, тодi

∆j,q(ξ) = ξm1+...+mn−mj−1δj,q(ξ),

де δj,q – алгебричне доповнення елемента, що стоїть на
перетинi j-го рядка та q-го стовпця у визначнику δ(ξ).

Застосовуючи аналогiчнi мiркування, як i у доведен-
нi теореми 1, матимемо, що у розвиненнi ∆j,q, якщо
ξ > 0, домiнуватиме доданок

l1(λ1(ξ), i) · . . . · ln(λn(ξ), i)eλ1(ξ)t1+...+λn(ξ)tn−λq(ξ)tj ,

а якщо ξ < 0 – доданок

l1(λn, i) · . . . · ln(λ1(ξ), i)eλn(ξ)t1+...+λ1(ξ)tn−λq(ξ)tj .

Враховуючи умови (5), отримаємо оцiнку (16).
Теорему доведено. �

Висновки

У статтi встановлено умови однозначної
розв’язностi багатоточкової задачi для лiнiйного ди-
ференцiального рiвняння iз частинними похiдними зi
сталими коефiцiєнтами. Описано вимоги до коренiв ха-
рактеристичного многочлена рiвняння (1) та характери-
стичних многочленiв умов (2), у разi виконання яких
дослiджувана задача буде коректною за Адамаром у
класах функцiй експоненцiйного типу.
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Багатоточкова задача у необмеженiй смузi

MULTIPOINT PROBLEM FOR A PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION IN THE
UNLIMITED STRIP

I. I. Volyanska, M. M. Symotyuk

Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics National Academy of Sciences of Ukraine
3-b, Naukova Str., 79060, Lviv, Ukraine

The conditions of the solvability of the problem with multipoint conditions by the time coordinate for
linear partial differential equation in the unlimited by spatial variable strip, in the case, when the roots of
the characteristic equation have different nonzero real parts, are established.

Key words: partial differential equation, multipoint problem.
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