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Çàïðîïîíîâàíî ãðàíè÷íî-iíòåãðàëüíèé ìåòîä àíàëiòè÷íîãî âèçíà÷åííÿ êîíöåíòðàöi¨ íà-

ïðóæåíü ïðè ïîïåðå÷íîìó çãèíi áðóñà êðóãëîãî ïîïåðå÷÷ÿ, ùî ìiñòèòü âíóòðiøíþ ïëîñêó
êðóãîâó òðiùèíó. Ââàæà¹òüñÿ, ùî òðiùèíà ðîçòàøîâàíà íà äîñòàòíié âiääàëi âiä ïîâåðõíi
áðóñà, ïðè ÿêié âïëèâîì ïîâåðõíi íà êîíöåíòðàöiþ íàïðóæåíü â îêîëi êîíòóðó òðiùèíè
ìîæíà çíåõòóâàòè. Äëÿ îòðèìàííÿ âèðàçiâ êîåôiöi¹íòiâ iíòåíñèâíîñòi íàïðóæåíü âèêîðè-
ñòàíî òåîðåìó Äàéñîíà òà ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöié ðîçêðèòòÿ òðiùèíè ó âèãëÿäi êîìáiíàöi¨
ïîëiãàðìîíi÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: òðiùèíà, êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi íàïðóæåíü, ïîëiãàðìîíi÷íèé ìíîãî÷ëåí,
ãðàíè÷íi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ

2000 MSC: 74R10

ÓÄÊ: 539.3

Âñòóï

Âiäîìî, ùî ìiöíiñòü ñòðèæíåâèõ åëåìåíòiâ êîí-
ñòðóêöié çàëåæèòü íàñàìïåðåä âiä âèäó òà âåëè÷è-
íè íàâàíòàæåííÿ, ðîçìiðiâ i ìåõàíi÷íèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ìàòåðiàëiâ öèõ åëåìåíòiâ. Ïîõèáêè ó ðîçðàõóí-
êàõ íà ìiöíiñòü, çóìîâëåíi ñïðîùåíèìè ðîçðàõóíêî-
âèìè ñõåìàìè, íàáëèæåíèìè ìåòîäàìè îá÷èñëåíü òà
âåëè÷èíàìè äiþ÷èõ íàâàíòàæåíü, êîìïåíñóþòü âiä-
ïîâiäíèìè êîåôiöi¹íòàìè çàïàñó ìiöíîñòi. Çà íàÿâ-
íîñòi ó òiëàõ òðiùèí, ÷óæîðiäíèõ âêëþ÷åíü òîùî,
íåîáõiäíî äîäàòêîâî ïðîâîäèòè ìiöíiñíi ðîçðàõóíêè
ç âðàõóâàííÿì çàçíà÷åíèõ äåôåêòiâ, ïîçàÿê îñòàííi
ìîæóòü âèñòóïàòè iíiöiàòîðàìè çíà÷íèõ êîíöåíòðà-
öié íàïðóæåíü i ïðèçâåñòè çà ïîäàëüøî¨ åêñïëóàòàöi¨
êîíñòðóêöi¨ äî ¨¨ ïåðåä÷àñíîãî ðóéíóâàííÿ [1�2]. Äî
öüîãî ÷àñó â ëiòåðàòóði ïåðåâàæàþòü ðîçâ'ÿçêè äâî-
âèìiðíèõ (ïëîñêèõ, îñåñèìåòðè÷íèõ) çàäà÷ ìåõàíiêè
ðóéíóâàííÿ áåç âðàõóâàííÿ ñïåöèôiêè íàâàíòàæåíü
åëåìåíòiâ êîíñòðóêöié òà ìàøèí [3, 4]. Ïðè öüîìó
âiäïîâiäíi çàäà÷i ðîçâ'ÿçàíi ìåòîäîì ñèíãóëÿðíèõ ií-
òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü [5, 6] òà ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëå-
ìåíòiâ [7, 8]. Çíà÷íèé iíòåðåñ äëÿ ïðàêòèêè ïðåäñòàâ-
ëÿþòü ðîçâ'ÿçêè òðèâèìiðíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíî-
ñòi äëÿ òië ç òðiùèíàìè, îñêiëüêè âîíè êîðåêòíiøå
îïèñóþòü ìîäåëü ðóéíóâàííÿ òië ç äåôåêòàìè [9, 10].
Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òðèâèìiðíèõ çàäà÷ ìåõàíiêè ðóéíó-

âàííÿ íàáóâ ìåòîä ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
[9, 11]. Ó ïðîïîíîâàíié ðîáîòi çãàäàíèé ìåòîä âèêî-
ðèñòàíî äëÿ îòðèìàííÿ òî÷íèõ àíàëiòè÷íèõ âèðàçiâ
äëÿ êîåôiöi¹íòiâ iíòåíñèâíîñòi íàïðóæåíü ó êâàäðà-
òóðàõ íà êîíòóði âíóòðiøíüî¨ òðiùèíè ãëèáîêîãî çà-
ëÿãàííÿ ó áðóñi ïiä ñòàòè÷íèì íàâàíòàæåííÿì.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî áåçìåæíå òiëî, ïîñëàáëåíå äèñêîâîþ
òðiùèíîþ ðàäióñà a, ÿêà çàéìà¹ ïëîñêó îáëàñòü S.
Ïðîòèëåæíi ïîâåðõíi S± òðiùèíè çàçíàþòü äi¨ ñòàòè-
÷íèõ çðiâíîâàæåíèõ çóñèëü σj3, j = 1, 3. Âèáåðåìî â
îáëàñòi S äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3 òàê,
ùîá òðiùèíà ëåæàëà ó êîîðäèíàòíié ïëîùèíi x1Ox2
(ðèñ. 1).

Ðèñ. 1
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Çàäà÷à âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî
ñòàíó òiëà ç äåôåêòîì çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ðóõó

(1− 2ν)∆3u+ grad div u = 0, (1)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè íà ïîâåðõíÿõ òðiùèíè

σj3(x) =
3∑
i=1

σij(x)cos (x3, xi) , j = 1, 3, x ∈ S. (2)

Òóò u (u1, u2, u3) i σij � âiäïîâiäíî âåêòîð ïðóæíèõ
ïåðåìiùåíü i êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü; ∆3 �
òðèâèìiðíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà; ν � êîåôiöi¹íò Ïóàñ-
ñîíà.

Ïiä ÷àñ íàâàíòàæåííÿ òiëà âiäáóâà¹òüñÿ ðîçêðè-
òòÿ ïîâåðõîíü òðiùèíè. Âîíî îïèñó¹òüñÿ ôóíêöiÿìè
αj(x), j = 1, 3, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü çìiùåííÿ âiäïî-
âiäíèõ òî÷îê ïðîòèëåæíèõ ïîâåðõîíü äåôåêòó â íà-
ïðÿìêó îñåé Oxj . Çàäà÷à (1), (2) çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿ-
çóâàííÿ ñèñòåìè äâîâèìiðíèõ ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëü-
íèõ ðiâíÿíü òèïó íüþòîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó âiäíî-
ñíî âêàçàíèõ ôóíêöié ðîçêðèòòÿ [12]:

∆2

∫∫
S

αj(ξ)

|x− ξ|
dSξ + (−1)jν

∂

∂x3−j

∫∫
S

[
α1(ξ)

∂

∂x2
− α2(ξ)

∂

∂x1

]
dSξ

|x− ξ|
=

1− ν

G
σj3(x), j = 1, 2,

∆2

∫∫
S

α3(ξ)

|x− ξ|
dSξ =

1− ν

G
σ33(x), x ∈ S, (3)

äå G � âiäïîâiäíî ìîäóëü çñóâó ìàòåðiàëó òiëà;

∆2 =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
� äâîâèìiðíèé Ëàïëàñiâ îïåðàòîð;

|x− ξ| =
√
(x1 − ξ1)

2
+ (x2 − ξ2)

2.

Âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ iíòåíñèâíîñòi
íàïðóæåíü (ÊIÍ)

Ïðèéìà¹ìî, ùî äîòè÷íi íàïðóæåííÿ σ13, σ23 îïè-
ñóþòüñÿ êâàäðàòè÷íèìè, à íîðìàëüíi σ33 � ëiíiéíèìè
ôóíêöiÿìè âiä êîîðäèíàò x1, x2

σj3(x) =

2∑
k=0

2−k∑
m=0

cjkmx
k
1x

m
2 , j = 1, 3, (4)

äå cjkm � âiäîìi ïîñòiéíi êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó, c302 =
c311 = c320 = 0.

Ðîçâ'ÿçêè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3) âèáèðà¹ìî ó
âèãëÿäi [12]

αj(x) =
√
a2 − x21 − x22ψj(x), j = 1, 3, (5)

äå ψj � íåâiäîìi ôóíêöi¨. Ïðåäñòàâëåííÿ (5) ïåðåä-
áà÷à¹ âiäñóòíiñòü çìiùåíü ïîâåðõîíü òðiùèíè íà ¨¨
êîíòóði. Ôóíêöi¨ ψj íà ïiäñòàâi òåîðåìè Äàéñîíà çà
àíàëîãi¹þ ç (4) âèáèðà¹ìî ó âèãëÿäi ïîëiíîìiâ

ψj(x) =
1− ν

G

2∑
k=0

2−k∑
m=0

djkmx
k
1x

m
2 , (6)

äå djkm � íåâiäîìi ïîñòiéíi êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó, ÿêi
ïiäëÿãàþòü âèçíà÷åííþ, d302 = d311 = d320 = 0.

Ïiäñòàâèâøè ïîäàííÿ (5), (6) ó ðiâíÿííÿ (3) òà âè-
êîðèñòàâøè ñïåêòðàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ïîëiãàð-
ìîíi÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ [13], ïðîâåäåíî àíàëiòè÷íå îá-
÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ. Ïðèðiâíÿâøè â ïðàâié òà ëiâié
÷àñòèíàõ îòðèìàíèõ ñïiââiäíîøåíü âèðàçè ïðè îäíà-
êîâèõ ñòåïåíÿõ çìiííèõ x1, x2 , iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ
çâåäåíî äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà-
¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ ðîç-
êëàäó djkm. Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ, îòðèìàíî ïîäàí-
íÿ äëÿ djkm ÷åðåç âiäîìi êîåôiöi¹íòè cjkm

dj00 =
2

(ν − 2)π2
[cj00 − cj ], j = 1, 2,

c{ 1
2

} = − a2

45(ν − 1)

(ν − 1)(2ν + 5)c{ 120
202

} + (7ν − 5)c{ 102
220

} + ν(ν − 2)c{ 211
111

} ,
d{ 101

210

} =
1

3(ν − 1)(ν − 2)π2

(3ν − 4)c{ 101
210

} + νc{ 210
101

} ,
d{ 110

201

} = − 1

3(ν − 2)π2

(ν − 4)c{ 110
201

} + νc{ 201
110

} , (7)
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Ãðàíè÷íî-ðiâíîâàæíèé ñòàí áðóñà êðóãëîãî ïîïåðå÷÷ÿ ç âíóòðiøíüîþ òðiùèíîþ ïiä ïîïåðå÷íèì çãèíîì

d{ 120
202

} = − 2

45(ν − 1)(ν − 2)π2

2(ν − 1)(4ν − 11)c{ 120
202

} + 2(2ν − 1)c{ 102
220

} + ν(4ν − 5)c{ 211
111

} ,
d{ 102

220

} = − 2

45(ν − 1)(ν − 2)π2

2(ν2 − 1)c{ 120
202

} − 2(7ν − 4)c{ 102
220

} + ν(ν − 5)c{ 211
111

} ,
d{ 111

211

} = − 1

15(ν − 1)(ν − 2)π2

2ν(ν − 1)c{ 202
120

} − 2νc{ 220
102

} + (ν2 − 8ν + 8)c{ 111
211

} .

Çà äîïîìîãîþ çíà÷åíü (6) ôóíêöié ψj , j = 1, 3 â
òî÷êàõ êîíòóðó îáëàñòi S òðiùèíè âèçíà÷àþòü êîå-

ôiöi¹íòè iíòåíñèâíîñòi íàïðóæåíü (ÊIÍ) âiäðèâó, ïî-
çäîâæíüîãî i ïîïåðå÷íîãî çñóâiâ [12]

KI(a, φ) = −2π
√
πaG

1− ν
ψ3(a, φ),

KII(a, φ) = −2π
√
πaG

1− ν
[ψ1(a, φ) cosφ+ ψ2(a, φ) sinφ],

KIII(a, φ) = −2π
√
πaG [ψ1(a, φ) sinφ− ψ2(a, φ) cosφ] .

(8)

Çàçíà÷åíi êîåôiöi¹íòè õàðàêòåðèçóþòü òðiùèíî-
ñòiéêiñòü òiëà ç äåôåêòîì. Ñïiââiäíîøåííÿ (7) îòðè-
ìàíi äëÿ âèïàäêó áåçìåæíîãî òiëà ç òðiùèíîþ. Âî-
äíî÷àñ íèìè ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ i äëÿ òië ñêií÷åí-
íèõ ðîçìiðiâ, ÿêùî òðiùèíà ìàëà i çíàõîäèòüñÿ íà
çíà÷íié âiääàëi âiä ïîâåðõíi òiëà. Ïðåäñòàâëåííÿ (4)
âiäïîâiäàþòü íàé÷àñòiøå âæèâàíèì íà ïðàêòèöi âè-
äàì íàâàíòàæåííÿ åëåìåíòiâ êîíñòðóêöié (ñóìiñíèé
çãèí ç êðó÷åííÿì i ðîçòÿãîì, êîñèé çãèí, ïîçàöåíòðî-
âèé ðîçòÿã òîùî) [14]. Ïðè öüîìó òðiùèíà ìîæå áóòè
äîâiëüíî îði¹íòîâàíà ÿê ïî âiäíîøåííþ äî ïîâåðõíi
òiëà, òàê i äî íàïðÿìêó äi¨ íàâàíòàæåííÿ.

Ðèñ. 2

ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíóòî ïîïåðå÷íèé çãèí áðóñà
êðóãëîãî ïîïåðå÷÷ÿ ðàäióñà R, ïîñëàáëåíèé âíóòði-
øíüîþ äèñêîâîþ òðiùèíîþ, ðîçòàøîâàíîþ ïåðïåí-
äèêóëÿðíî äî îñi áðóñà â ðîçòÿãíóòié çîíi. Ëîêàëü-
íi xj i ãëîáàëüíi yj êîîðäèíàòè ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ
ñïiââiäíîøåííÿìè y1 = x1, y2 = x2 + d, y3 = x3 (ðèñ.
2). Ó ïîïåðå÷íîìó ïåðåðiçi áðóñà äiþòü ïîïåðå÷íà ñè-
ëà Q i çãèíàëüíèé ìîìåíò M . Ðîçìið a òðiùèíè i
ãëèáèíà d ¨¨ çàëÿãàííÿ ìàëi ïîðiâíÿíî ç ðîçìiðîì R
(R >> d, R >> a). Öå äîçâîëÿ¹ ç äîñòàòíüîþ òî÷íi-

ñòþ ïiä ÷àñ ðîçðàõóíêiâ çíåõòóâàòè âïëèâîì ïîâåðõ-
íi áðóñà i çàìiíèòè éîãî áåçìåæíèì òiëîì. Ïðèêëà-
äîì òàêî¨ çàäà÷i ìîæå áóòè âàãîííà âiñü ç âíóòðiøíiì
äåôåêòîì òåõíîëîãi÷íîãî õàðàêòåðó. Íàïðóæåííÿ íà
ìiñöi ðîçòàøóâàííÿ òðiùèíè äîðiâíþþòü [15]

σ13 = − (1 + 2ν)Q

(1 + ν)πR4
y1y2 = − (1 + 2ν)Q

(1 + ν)πR4
[dx1 + x1x2],

σ23 =
(3 + 2ν)Q

2(1 + ν)πR4

[
R2 − 1− 2ν

3 + 2ν
y21 − y22

]
=

=
(3 + 2ν)Q

2(1 + ν)πR4

[
R2 − d2 − 2dx2 −

1− 2ν

3 + 2ν
x21 − x22

]
,

σ33 =
4M

πR4
y2 =

4M

πR4
[d+ x2].

Ó öüîìó ðàçi âiäìiííi âiä íóëÿ êîåôiöi¹íòè cjkm
ðîçêëàäó íàïðóæåíü äîðiâíþþòü{

c110
c111

}
= F1 ·

{
d
1

}
,


c200
c201
c220
c202

 = F2 ·


R2 − d2

−2d

−1− 2ν

3 + 2ν
−1

 ,

{
c300
c301

}
= F3 ·

{
d
1

}
,

äå F1 = − (1 + 2ν)Q

(1 + ν)πR4
, F2 =

(3 + 2ν)Q

2(1 + ν)πR4
, F3 =

4M

πR4
.

Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿìè (7), îòðèìàíî
âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ djkm ðîçêëàäó ôóíêöié ψj ,
j = 1, 3

{
d110
d111

}
= L1 ·


4(ν2 − ν − 1)d

3(ν − 2)
4(ν2 − ν − 1)

15(ν − 1)

 ,
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
d200
d201
d220
d202

 = L1 ·



2(N1 −N2)

ν − 2
4(ν2 − ν − 3)d

3(ν − 2)
8(ν2 + 4ν − 1)

45(ν − 1)
8(4ν2 + ν − 4)

45(ν − 1)


,

{
d300
d301

}
= L2 ·

{
d
2/3

}
,

L1 = − Q

(1 + ν)π3R4
, L2 = − 4M

π3R4
,

N1 =
3 + 2ν

2
·(R2−d2), N2 =

2(2ν3 − 2ν2 + 3ν − 5)

45(ν − 1)
·a2.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíi ïðåäñòàâëåííÿ ó ñïiââiä-
íîøåííÿ (6), (8), ìîæíà îòðèìàòè àíàëiòè÷íi âèðàçè
äëÿ ÊIÍ òà íà ïiäñòàâi îñòàííiõ îöiíèòè ìiöíiñòü òiëà

ç äåôåêòîì. Ó âèïàäêó ñêëàäíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó
ãðàíè÷íî-ðiâíîâàæíèé ñòàí òàêîãî òiëà îáóìîâëåíèé
âèêîíàííÿì åíåðãåòè÷íîãî êðèòåðiþ ïîøèðåííÿ òði-
ùèíè [16]

(1− ν)
(
K2
I +K2

II

)
+K2

III = C,

äå C � êîíñòàíòà ìàòåðiàëó.

Âèñíîâêè

Ðîçãëÿíóòî òðèâèìiðíó çàäà÷ó òåîði¨ ïðóæíîñòi
äëÿ òiëà ç âíóòðiøíüîþ êðóãîâîþ òðiùèíîþ ïiä äi¹þ
äîâiëüíîãî ñòàòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ. Ç âèêîðèñòàí-
íÿì ìåòîäó ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü âïåðøå
îòðèìàíi àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ iíòåí-
ñèâíîñòi íàïðóæåíü äëÿ âèïàäêó ïîïåðå÷íîãî çãèíó
áðóñà.
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Ïðåäëàãàåòñÿ ãðàíè÷íî-èíòåãðàëüíûé ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðà-
öèè íàïðÿæåíèé ïðè ïîïåðå÷íîì èçãèáå áðóñà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, ñîäåðæàùåãî âíóòðåííþþ
ïëîñêóþ êðóãîâóþ òðåùèíó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåùèíà ðàçìåùåíà íà äîñòàòî÷íîì ðàñ-
ñòîÿíèè îò ïîâåðõíîñòè áðóñà, ïðè êîòîðîì âëèÿíèåì ïîâåðõíîñòè íà êîíöåíòðàöèþ íà-
ïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè êîíòóðà òðåùèíû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèé
êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé èñïîëüçîâàíî òåîðåìó Äàéñîíà è ïðåäñòàâëå-
íèÿ ôóíêöèé ðàñêðûòèÿ òðåùèíû â ôîðìå êîìáèíàöèè ïîëèãàðìîíè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåùèíà, êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, ïîëèãàðìîíè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí, ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ.
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BOUNDARY-EQUILIBRIUM STATE OF A BEAM
WITH CIRCULAR SECTION CONTAINING AN INTERIOR

CRACK UNDER THE CROSS-BENDING
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The boundary integral method of analytical de�nition of a stress concentration at cross bendi-
ng of a beam with circular section containing an interior �at circular crack is o�ered. It is
supposed that the crack is on distance from a beam surface su�cient to neglect in�uence of a
surface on a stress concentration in a neighborhood of a crack contour. For deriving of formulas
of stress intensity factors the theorem of Dajson and representation of crack opening functions
in the form of a combination of polyharmonic polynomials is used.
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