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Розроблена методика визначення вільних коливань в просторових перехресно-
ребристих системах з багатьма степенями свободи. Використовуючи змішаний метод 
будівельної механіки, отримані загальні рівняння визначення амплітуд вільних коли-
вань в усіх вузлах перехресної стрижневої системи. 

In article  is developed a determination methods of free oscillations in spatial crossly-ribbed 
systems with many freedom degrees.  Making use of mix method of building mechanics, are got 
general amplitudes determination dressings of free oscillations in all knots of cross bar system. 

Вступ. Основні задачі динамічного розрахунку стрижневих систем полягають у визначенні 
амплітудних зусиль і переміщень, а також у порівнянні частоти вільних коливань системи з частотою 
вимушених коливань для попередження появи явища резонансу під час експлуатації споруд. 

Для динамічного розрахунку складних статично невизначених систем використаємо 
змішаний метод будівельної механіки, при цьому за основні невідомі приймаємо динамічні реакції 
в відкинутих зв’язках (метод сил) і незалежні кутові і лінійні динамічні переміщення вузлів системи 
(метод переміщень). Канонічні рівняння складаються відповідно до умов рівності нулю повних 
динамічних переміщень у напрямку відкинутих зв’язків (метод сил) і відсутності  у введених 
зв’язках динамічних реакцій (метод переміщень). 

Методика розрахунку. Розглянемо перехресно-ребристу систему, що складається з k 
поздовжніх балок, обпертих на кінцях на жорсткі опори, і u поперечних балок, які об’єднують 
поздовжні балки в просторову систему (див. рисунок). Приймемо, що нейтральні осі поздовжніх і 
поперечних балок лежать в одній горизонтальній площині XOY. 

Система володіє n = ku степенями свободи, яким відповідають частоти вільних коливань w1, 
w2,…, wn. 

За основну систему приймемо перехресно-ребристу систему матеріальних осей балок, умовно 
розрізану на прості елементи – вузли і стрижні між вузлами разом з діючими в них зовнішніми 
динамічними навантаженнями і внутрішніми зусиллями. Напружено-деформований стан балок 
такої системи при дії динамічного навантаження визначається трьома компонентами сил і трьома 
компонентами згинальних моментів, а їх деформації – трьома компонентами лінійних і трьома 
компонентами кутових переміщень. 

Розрахункову модель прогонової будови перехресної стрижневої статично-невизначеної 
системи подамо у вигляді системи взаємодіючих балок на пружно осідаючих опорах, якими 
слугують балки іншого напряму, при цьому поздовжні балки володіють u степенями свободи, 
поперечні – відповідно k  степенями свободи. 

Для балок напрямку ОХ (k-х балок) повне переміщення u мас під дією інерційних сил Ju1, 
Ju2,…,Juk можна подати у вигляді 

y1k = δ11kJk1 + δ12kJk2 +…+ δ1ukJku; 
y2k = δ21kJk2 + δ22kJk2 +…+ δ2ukJku; 

              ………………………………………                                            (1) 
yuk = δ1ukJk1 + δ1ukJk2 +…+ δuukJku, 

де δіі, δіk – відповідно переміщення точок прикладання мас, зумовлених силами Р=1; Jіk – сила 
інерції мас. 
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Розрахункова схема перехресно-ребристої системи 

 
Для балок напрямку ОУ (u-х балок) повне переміщення k мас під дією інерційних сил Ju1, 

Ju2,…,Juk можна зобразити у вигляді 
y1u = δ11uJu1 + δ12uJu2 +…+ δ1kuJku; 
y2u = δ21uJu2 + δ22uJu2 +…+ δ2kuJku; 

………………………………………                                               (2) 
yku = δ1kuJu1 + δ1kuJu2 +…+ δkkuJku, 

де δіі, δіu – відповідно переміщення точок прикладання мас, спричинених силами Р = 1; Jіu – сила 
інерції мас. 

Враховуючи, що Jik,= -miky”ik, і Jiu,= -miuy”iu рівняння типу (1) і (2) можна записати в такому 
вигляді: 

y1k  – δ11k m1ky”1k  – δ12k m2ky”2k  -… – δ1uk muky”uk =0; 
y2k  – δ21k m1ky”1k  – δ22k m2ky”2k  – … – δ2uk muky”uk =0; 
………………………………………………………                                 (3) 
yuk  – δ1uk m1ky”1k  – δ1uk m2ky”2k  -… – δuuk muky”uk =0; 

 
y1u  – δ11u m1uy”1u  – δ12u m2uy”2u  -… – δ1ku mkuy”ku =0; 
y2u  – δ21u m1uy”1u  – δ22u m2uy”2u  -… – δ2ku mkuy”ku =0; 
…………………………………………………………                             (4) 
yku  – δ1ku m1uy”1u   – δ1ku m2uy”2u  -… – δkku mkuy”ku =0. 

Система рівнянь (3)–(4) має часткові розв’язки 
 

y1k = А1k sin (ω t + λ); 
y2k = А2k sin (ω t + λ); 
…………………………                                                      (5) 
yuk = Аuk sin (ω t + λ); 
y1u = А1u sin (ω t + λ); 
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y2u = А2u sin (ω t + λ); 
…………………………                                                       (6) 
yku = Аku sin (ω t + λ), 

другі похідні яких мають вигляд: 
y”1k = – ω2 А1k sin (ω t + λ); 
y”2k = – ω2 А2k sin (ω t + λ); 

…………………………………                                                 (7) 
y”uk = – ω2 Аuk sin (ω t + λ); 
y”1u = – ω2 А1u sin (ω t + λ); 
y”2u = – ω2 А2u sin (ω t + λ); 
…………………………………                                                (8) 
y”ku = – ω2 Аku sin (ω t + λ). 

Підставивши вирази похідних (7)–(8) y”1k, y”2k,..., y”uk, y”1u, y”2u,…, y”ku в рівняння (3)–(4), 
отримуємо 
y1k  = – (δ11k m1k ω2 А1k sin (ω t + λ)  + δ12k m2k ω2 А2k sin (ω t + λ)  +… + δ1uk muk ω2 Аuk sin (ω t + λ)); 
y2k  = – (δ21k m1k ω2 А1k sin (ω t + λ)  + δ22k m2k ω2 А2k sin (ω t + λ)  +… + δ2uk muk ω2 Аuk sin (ω t + λ)); 

……………………………………………………………………………………………………   (9) 
yuk  = – (δu1k m1u ω2 А1u sin (ω t + λ)  + δu2k m2k ω2 А2k sin (ω t + λ)  +… + δuuk muk ω2 Аuk sin (ω t + λ)); 

....................................................................................................................................................... 
y1u  = – (δ11u m1u ω2 А1u sin (ω t + λ)  + δ12u m2u ω2А2u sin (ω t + λ)  +… + δ1ku mku ω2 Аku sin (ω t + λ)); 
y2u  = – (δ21u m1u ω2 А1u sin (ω t + λ)  + δ22u m2u ω2А2u sin (ω t + λ)  +… + δ2ku mku ω2 Аku sin (ω t + λ)); 

…………………………………………………………………………………………………  (10) 
yku  = – (δk1u m1u ω2 А1u sin (ω t + λ)  + δk2u m2u ω2А2u sin (ω t + λ)  +… + δkku mku ω2 Аku sin (ω t + λ)). 

Перехресно-ребриста система володіє n=ku степенями свободи і стількома ж вузлами 
перетину балок двох напрямів. У будь-якому вузлі перетину виконуються такі умови: 

– прогин в вузлі n  в напрямку OX дорівнює прогину в цьому ж вузлі в напрямку ОУ:  
yuk  = yku=yn; 

– зосереджена маса в вузлі n  в напрямку OX дорівнює зосередженій масі в цьому ж вузлі в 
напрямку ОУ: muk  = mku=mn ; 

– амплітудне значення  в вузлі n  в напрямку OX дорівнює амплітудному значенню в цьому 
ж вузлі в напрямку ОУ: Аuk  = Аku=Аn . 

Враховуючи вищезазначені умови, прирівняємо праві частини рівнянь (9) і (10), в яких рівні  
ліві частини. У результаті отримуємо 

(δ11k  -δ11u ) m1 А1   + (δ12k  – δ12u )m2 А2  +… + (δ1uk – δ1ku ) mn Аn =0; 
(δ21k  -δ21u ) m1 А1   + (δ22k  – δ22u )m2 А2  +… + (δ2uk – δ2ku ) mn Аn =0; 
……………………………………………………………………                      (11) 

(δ1uk  -δ1ku ) m1 А1   + (δu2k  – δk2u )m2 А2  +… + (δuuk – δkku ) mn Аn =0. 

Висновки. Отримана система скінченних алгебраїчних рівнянь (11) є достатньою для знаходь-
ження невідомих амплітудних значень А1, А2,..., Аn. Значення коефіцієнтів при невідомих визначаємо з 
перемноження епюр від одиничних моментів згідно зі способом введення уявних шарнірів [1]. 
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