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In this paper investigation results of concretes samples, obtained from construction
realized in Podkarpacie region, have been presented. Conformity of empirical data with
theoretical distributions has been tested with application of four distributions: normal,
lognormal, gamma, chi®.

Wprowadzenie. Rozktad prawdopodohistwa zmiennej losowej opisigiej wytrzymatdé betonu
na sciskanie byt przedmiotem wielu batda analiz statystycznych [1,3 - 11], ktérych wyniky s
zrGznicowane.

Celem artykutu jest prezentacja przeprowadzonych dotychczas analiz wynikow tegdzechy
medanicznej betonu pochogtarch z dosipnych dla autora publikacji i pratych zatageniach
nomowych [12 - 15] oraz analiza statystyczna wynikow lhadgtrzymataci betonu nasciskanie. Na
podstawie empirycznej proby statystycznej budujee siézne modele probabilistyczne. W
przeprowadzonych dotychczas analizach zaktadama@mienna losowa opisiga wytrzymatéé betonu na
sciskanie ma rozklad normalny, logarytmo-normalny, Weibulla i Pearsona. Wytragmadtonu na
sciskanie mae by opisana modelem logarytmo-normalnym lub modelem normalnym, co znalazio swoj
wyraz w przygtych zaleceniach normowych [12-15]. Rozktad gamma nie znalazt praktycznego
zagosowania jako rozkiad modelowdwiadczy to o braku danych w literaturze opigej dotychczasowe
opracowania. Interesafe wydaj sie by¢ wyniki analizy rozktadu Weibulla. W publikacji [15] mioa sé
spdkaé, ze stwierdzeniemze ,,z rozktadem Weibulla egto sé spotykamy we wszelkiego rodzaju
badaniach wytrzymatéciowych i zmeczeniowych, np. trwakg wyrobdw nieraz ma rozktad Weibulla”.

Problem rozrzutu wynikéw wytrzymatosci betonu wykonanego w laboratorium zostat
poruszony w [8], gdzie stwierdzono,ze ,zalozenie rozkiadu normalnego jest na tyle bliskie
rzeczywistogi, ze jest przydatne w obliczeniach”.

Ciekawe wyniki pracy badawczej z zakresu wytrzymalgci betonéw nasciskanie w zaktadach
prefabrykacji przedstawiono w [1]. Autorzy pracy [1] positkowali sie wynikami badan z trzech
roznych wytwoérni  produkuj acych elementy prefabrykowane. Pierwsg byta wytwoérnia piyt
stropowych charakteryzujaca sg niska mechanizacij robot, dwie pozostale wytwornie
charakteryzowaly sie duzym stopnie mechanizacji robot. Dla obu typow wytworni sporgdzono
histogramy wytrzymatosci betonu. Do wyznaczenia parametrow rozktadu zatozonoze rozkiad
wytrzymatosci betonu nasciskanie jest opisany krzyws gestosci rozktadu normalnego.

Rowniez w obszernym opracowaniu [10], gdzie do analizy statystycznej wykorzystano dane nie
tylko z przemystu budowlanego Niemiec, lecz réuwrdednglii, Belgii, Chile, Szwajcarii, Wtoch, Kanady,
USA wykazanoze rozrzut wynikow wytrzymakei betonu produkowanego w warunkach przemystowych
| przedstawionego histogramem fma opisa krzywa rozktadu normalnego.

Praca [9], dotyczca bada zmienndci wynikéw wytrzymatdci betonu jest jednz pierwszych w Polsce
Z tego zakresu. Wyniki opracowatatystycznych obly betony 4 klas: B14, B17, B20 i B25. Pochodzity one z
6 zakladéw produkujcych beton w spos6b przemystowy. Dysponowaeartie okoto 17500 wynikami. W
pracy stwierdzonoze ,,Spéréd stojcych do dyspozycji badacza krzywych rozkladu i odpowiednich mdwna
wydaje s¢ by¢ najodpowiedniejsz do badania wigiwosci betondw konstrukcyjnych, czyli betonéw o
wartosciach wytrzymateéci sredniej f=14-25MPa —Krzywa Pearsona, a zwtaszcza jej typ l1I”.
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W publikacji [4] zlazono, ze zmienna losowa opisija wytrzymaldéé betonu nasciskanie ma
rozktad normalny. Opracowanie statystycznectibjvyniki bada dwéch klas betonéw B35 i B45. Wyniki
te zebrane zostaly podczas realizacji obiektoviytmerskich w Niemczech, w latach 1991-1993.
Liczebng¢ proby dla obu klas nie byta jednakowa, dla B35 n=5706, a dla B45 n=1534. Weryfikacji
dopasowania rozktadu rzeczywistego z rozktadem normalnym wykonano tgStaaw A-Kotmogorowa.

Z przeprowadzonych analiz statystycznych wyniked®,rozktad wytrzymaléci betonu naciskanie nie
mozna opis& na poziomie istotnid a=0,05 rozktadem normalnym.

Autorzy pracy [5] objli swoimi opracowaniami betony 4 klas B17, B20, B25, B30. Obserwacjami
byly wyniki bada wytrzymalagci betonéw produkowanych w 15 zakladach prefabrykaciji podleglych
jednemu ze zjednocaenojewodztwa katowickiego w okresie 1972 — 1973r. Do opracowania statystycznego
22 betony: 4 betony klasy B17 i B20, 12 betonéw klasy B25 oraz 2 betony klasy B30. Analiza statystyczna
objeta zbior 21096 wynikdéw. Autorzy pracy postawili sobie za cel stoplepasowania rozkladéw
emprycznych do trzech rozktadéw teoretycznych, tj. rozktadu normalnego, rozktadu logarytmo-normalnego
i rozktadu Weibulla. Parametry rozkiadow szacowano metotbmentéw. Zgodn@ dopasowania
rozktadéw weryfikowano za pomadestuy?, na poziomie istotrigi o = 0,05, dla celéw poréwnawczych
przeliczapc wartdé statystykiy® na jeden stopieswobody. Dla grupy wynikéw 6 klas betonéw nie udado si
dopasowa zadnego z wymienionych rozktadéw. W pozostatych 16 przypadkach zdecydmwawag
wykazat rozkltad Weibulla. Dlatego#eve wnioskach autorzy podkiaja, ze mazna dla celdw technicznych
opisyw& stre centralm wytrzymaidici betonu za pomacrozktadu normalnego. Natomiast do celéw
nalkowych naley stosowa tréjparametryczny rozktad Weibulla.

Praca badajica zmienndé wynikdéw wytrzymatdci betonu ndciskanie jest praca [3]. Badania byly
przeprowadzone w ramach nadzoruzynierskiego w czasie wznoszenia konstrukeglbetowej
szkieletowo-ptytowej wielokondygnacyjnego kompleksu budynkéw w Szczecinie. Przedmiotembyhda
ben klasy B30 jako naje#ciej stosowany przy budowie tego obiektu. Normowe badania wytrzymatosci
bebnu nasciskanie byly przeprowadzone dlazikej partii dostarczonego betonu. Do analizy rozktadu
wytrzymataici betonu przygto wyniki srednich wytrzymatéci nasciskanie, uzyskane w wyniku bad84
patii betonu klasy B30. Do weryfikacji rozktadow przip dwa modele: normalny i Weibulla. Oba
mocele poddano weryfikacji graficznej oraz za pomadestéw y° i Kotmogorowa-Smirnowa. Na
podstawie analizy poréwnawczej modeli do rozkladéw empirycznych gieyjozklad normalny jako
najpardziej zbieny matematyczny opis badanego zjawiska. Wedtug autoréw, rozkiad wytraginato
bebnu probek kontrolnych nze by z duzym stopniem zgodrioi opisany modelem normalnym”.

Rozzut wynikéw bada wytrzymataci betonu byt przedmiotem batladéwniez w publikacji [6].
Padstawe analizy stanowity wyniki badawytrzymaldci na sciskanie wyznaczone na normowych
probkach kostkowych o boku 150 i 100 mm oraz cylindrycznych 150/300 mm. W analizieraatoe
zmienna losowa opisgga wytrzymatdé betonu naciskanie ma rozktad normalny. Zakres hadeanowi
fragment ogolniejszego programu badawczego zrealizowanego przez autorow w latach 1995 — 99,
obejmupcego problematykwyznaczania wktiwosci mechanicznych betonéw konstrukcyjnych. Badanie
wytrzymataici na sciskanie wykonywano zgodnie z nagrfil2] na kostkach o boku 150 oraz 100 mm.
Analizowano betony charakteryagie sé szerokim przedziatem wytrzymatosci raiskanie 10 — 100
MPa Wykonano i zbadano ponad 1500 probek pogrupowanych w 91 seriatla $&xia obejmowata 6 —

8 prébek. Punktem wygia do analizy rozktadu prawdopodofitwa zmiennej losowej, za jalkorzyjeto
wytrzymatai¢ betonu ndciskanie, byto wizualne poréwnanie histograméw z naniesionymiwy&resami
gestasci prawdopodobigstwa oraz ocena zgodiwd danych statystycznych na siatce prawdopodsibies.
Popgrawnai¢ wnioskowania potwierdzono testami statystycznyghioraz Kotmogorowa-Smirnowa. Z
przeprowadzonych analiz statystycznych wynikae,rozktad wytrzymaléci betonu naciskanie mana
traktowat jako zmienne losowe o rozktadzie normalnym.

W pracy [11] przedstawiono wyniki analizy statystycznej lmadeytrzymaitagci na sciskanie
wybranych pégciu mieszanek betonowych. Betony te stosowano podczas realizacji pigaiychmo
obiektow. Kady z betondéw wykonany byt przez innego wykonawbo bada wytrzymatcciowych
stosowano probki kostkowe 150 mm. Zadme klasy betonu to B20, B25, B55. Wykonano i zbadano 255
prébki. Do rzeczywistych wynikow badadopasowywano funkegjrozktadu normalnego i log-normalnego.
Weryfikacji zgodndci dopasowania wykonano testein Kotmogorowa. Wszystkie analizowane
wytrzymataici betondéw mog by¢ opisane zaréwno rozktadem normalnym, jak i log-normalnym.
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Tab. 1.
Wyniki dopasowania rozktadow teoretycznych
do danych empirycznych

Rozktad Publikacja
(1] [ (31| [A]|[5] | (6] |[8] [[9]] [10] |[11]
Normalny + + - +| +| + + +
Logarytmo-nomalny - +
Weibulla - +
Pearsona +

Rézne propozycje rozktadu zmiennej losowej, zaajgst przyjmowana wytrzymadé betonu na
sciskanie zostaty gie w tabeli 1 (,,+" przygcie testowanej hipotezy, ,-" odrzucenie testowanej hipotezy,
brak, , +" lub ,—" oznacza brak badania ze wegdl na cech o danym rozkiadzie). Z powgzej tabeli
wynika, ze rozklad normalny jest najbardziej zbigm opisem matematycznym badanej cechy
medanicznej betonu.

Badania wtasne.Do analizy wykorzystano wyniki badabetonéw stosowanych przy wznoszeniu
konstrukcji realizowanych w wojewddztwie podkarpackim. Przedmiotem rbdgyé beton B20, jako
najczgsciej stosowany. Podstgwopracowania stanowiwyniki bada wytrzymataci na sciskanie
wyznaczone na hormowych probkach kostkowych o wymiarach 150x150x150mnet®@cayjweryfikaci
zgadnasci dopasowania do danych empirycznycticpi modeli: normalny, logarytmo-normalny, gamma,
chi-kwadrat.

Pierwszym etapem statystycznego opracowania wynikéwnbagn zbudowanie histogramow.
Przy odpowiedniej szerokgi i liczbie przedziatdw przyto formuk podamn przez T.Stugesa

k=1+3,3 Ig(n) (2)
gdzie n- liczba danych; k- liczba przedziatéwedzry min i max wartécia obserwowas.

Kolejnym etapem byta ocena dopasowania modelu matematycznego, do wynikéw bada
wytrzymataici betonu. Poprawrié wnioskowania potwierdzono testami statystycznymi hipotez zgodno
% oraz Kotmogorowa-Smirnowa. Do obrébki statystycznej wynikéw wykorzystano program Statistica. Na
rysunkul przedstawiono przyktadowe histogramy wytrzyrgitbdetonu nasciskanie, odpowiadage im
krzywe rozktadu prawdopodohistwa oraz wykresy dystrybuanty empirycznej i teoretycznej.

Tab. 2
Wyniki testu x?dla betonu klasy B20 — wartosci’ < 3
( poziom istotnosci a=0,05; dlaa osi k odczytanoy? )
Lata 1991 1992 1993 1995 1996 1997 1998 199 2000
Stopnie swobody 14 9 4 14 12 14 14 14 14
K
artcé¢ statystyki| 23,685| 16,919 9,488 23,685 21,026 23,685 23,685 23,685 23|685
XZ
Rozktad
Normalny 58,87 17,02| 1,69 | 83,52 22,35 97,42 97,42 98,73 98,73
Logarytmo-normalny 38,62 22,41 2,76 | 64,23 34,55 56,90 56,89 58,09 58,09
Gamma 43,39 20,14 2,30 | 63,30 24,91 65,27 65,27 67,07 67,07
Chi-kwadrat 48,12 61,21 5,21 | 102,61| 119,19 126,01 126,00 128,98 128,98

Wizualne poréwnanie wykresu funkcjiegtasci prawdopodobigstwa i histogramu oraz w
przyblizeniu liniowego rozkiadu danych na siatce prawdopodsbiea, w odniesieniu do badanej
wytrzymatdici betonu, sklaniajdo akceptacji zatozonych rozktadéw normalnego, logarytmo-normalnego i
badanej zmiennej losowej i odrzucenia rozktadu gamma oraz chi-kwadrat. W celu analitycznego
potwierdzenia poprawroi wnioskowania dokonano weryfikacji statystycznych hipotez zgadn®
zgodndsci rzeczywistego rozktadu wytrzymdln betonu nasciskanie z zalonym teoretycznym
rozktademswiadcz, wyniki testowy? i Kotmogorowa-Smirnowa.
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B20, 1993, n=50, rozktad: Normalny
d Kolmogorowa-Smirnowa=,0383879 , p= n.i.
Chi-kwadrat:1,698989 ,df = 4, p = 7908999 (df popraw. )
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B20, 1993, n=50, rozklad: Lognormalny
d Kolmogorowa-Smirnowa=,0364959 , p= n.i.
Chi-kwadrat:2,755802 ,df = 4, p = 5994915 (df popraw. )
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B20, 1993, n=50, rozktad: Gamma

d Kotmogorowa-Smirnowa=,0340166 , p= n.i.
Chi-kwadrat:2,303319 ,df = 4, p = ,6801668 (df popraw. )
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B20, 1993, n=50, rozklad: Chi-kwadrat
d Kolmogorowa-Smirnowa=,0991844 , p= n.i.
Chi-kwadrat:5,206646 ,df = 5, p = 3912061 (df popraw. )
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Rys. 1. Wykresy funkcjesfosci i dystrybuanty dla zatmnego rozktadu
i histogramy wskanikéw zmienngci wytrzymalgci nasciskanie
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Nalezy zauwayé¢, ze na odrzucenie hipotezy w przypadku weryfikacji zgddnaozkiadu
emprycznego z teoretycznym za poradestuy’ decydujcy wplyw ma hczenie mato licznych klas. Ma
to swoje odzwierciedlenie w uzyskanych wynikach. Tylko dla jednej grupy danych z roku 1993 nie byto
podstaw do odrzucenia hipotezy, natomiast dla pozostatych okreséw test wskazywat na k&njepzno
odrzucenia. Jest to wdaie staba strona tego testu — silnie reaguje na wptywckriaych mato licznych
klas.

Tab. 3
Wyniki testu Kolmogorowa-Smirnowa dla betonu klasy B20 — wartosci A =,Nn
( pozom istotnosci a=0,05; ko osi= 1,36 dvn <)
Wartasci & = d,Vn
Rozkfad 1991 | 1992 | 1993 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000
n=449 | n=261| n=50 | n=664 | n=623 | n=650 | N=586 | n=692 | n=901
Normalny 1,19 0,40 0,27 1,83 0,45 1,71 1,62 1,92 2,19
Logarytmo-normalny 0,72 0,79 0,25 1,21 1,02 1,12 1,06 1,08 1,23
Gamma 0,83 0,58 0,24 1,13 0,77 1,35 1,28 1,37 1,56
Chi-kwadrat 1,08 1,49 0,70 1,96 2,30 2,75 2,61 2,74 3,12

W przypadku testu Kotmogorowa-Smirnowa, otrzysralf odmienne wyniki. Przewaga tego testu
nad testemy? polega widnie na tym,ze jest on niewrdiwy na dziatanie skrajnych mato licznych klas
szeegu rozdzielczego. Wyniki testowania nie potwierdzajsepnych zalaen odncgnie rozktadu
modelowego. Najkorzystniejszym do opisu rzeczywistego rozkladu wytrzyoidbetonu kdzie rozkiad
logarytmo-normalny.

Rowniez rozktad gamma zupetnie dobrze opisuje wytrzymahsibnu n&ciskanie — dla probek z 6
okreséw bada nie byto podstaw do odrzucenia hipotezy. Tylko dla 4 grup wynikéw rozkfad
wytrzymataici betonu nasciskanie mana opisa na poziomie istotri@i «=0,05 rozktadem normalnym.
Roztad chi-kwadrat charakteryzuje¢snajmniejsa zgodndcia z rozkladem danych empirycznych,
dlatego nie powinien hiyywykorzystywany do opisu badanej cechy.

Podsumowanie i wnioski koncoweNa podstawie uzyskanych wynikow analiz rozktadem, ktéry
chaakteryzowal si najwieksz zgodndcia z uzyskanymi wynikami badawytrzymatcgci betonu na
sciskanie betonow klasy B20 okazag sbzktad logarytmo-normalny.
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normowych i badé& betonu dojrzewarego w warunkach naturalnyctirrzeghid Budowlany 7/19934.
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w Polsce, Warszawa, 199I0.Risch H., Sell R., Rakwwitz RStatistische Analyse der Betonfestigkeit.
Deutscher Ausschuss fiir Stahlbeton, Berlin 19965liwizski J., Tracz T.: Jednorodsib cech betonéw
cementowych stosowanych w praktyce. Problemy naukowo-badawcze konstrukcji z betonu, Monografia 247,
Krakow 1999.12 PN-88/B-03250 Beton zwyk#B3.PN-84/B-03264 Konstrukcje betonowelbetowe i
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