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Mathematical model for stress-optimization of thermal loadings of glass bodies is 
proposed. The model is constructed on the base of mechanical and mathematical model 
for thermoviscoelastic body with consideration of residual strains and stresses arising 
in thermal loading process. The technique for reduction of optimization problem to 
that on function conditional extremum is proposed. 
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������������� ��
������� [1].�'�� ��
������ #� ���	
#�� �
�
������ ��
���� ��
������� �

���
����
������ ����
��
� �

�� ������������ ��
��� ��� ���� ��������
� ���
�������� ��� 
�����

��������
�����	�����$�!���
��	
#����������������
����������������’������
������������–����
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������� �� ������
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������� ����� �
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��	
�� ����������� ����

���� ��
���

��������
�������
�����#��������
������������� 
���� ���
������
� ��
�� �
���
���� "���� ��

���#����� 
� ������#� ����  ����������

�
���������� ����������� ���� ���������
� ������������ ��
������� ��  �
�����#�����  
���	
��

������������
���’#������� ����	
" [1]. 
(���������������
�������
���� ��
������#�������������������	��� ����������
� [2], 

��
���������� ����
������������������������������ ����	
����#����
��: 

� � � � � ��� ��
�

��
�

��
���

��
���

��
�ε ε ε ε ε ε= + + + +  ,                      (1) 

����� � ����
�

� ��ε α=  –�����
���������������
������� ����	
�; 

�
�

� ���
�

��ε
η

τ=
�

�
 –�����
������������� ����	
�����������
����
������
��������������!���

�����������������
������� �� ; 

� � ���
���

� ��ε α= − Φ  – ����
�������������
���������� ����	
���������������
�������������

��
������� �� .�)���	
�������������� ���������#��������
���������������������
: 

∂
∂

∂
∂

�

� �
=

Φ
, s –������
�����
������
������������
� ( )� � �� ��τ = ; 

� � ����
���

��ε β= –� ����
��� �������� ������������ �� ����	
��� ���� ������#� �� ��

� ����

����
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�������������β –���� 
	
#��������������� �����
������������������� ��
������ f –��

���"�
���#����
������"��������#������ ����
������� 

( )� �� 	 
= −
�

�
α α , 

���α α	 
	 –����#��
���� 
	
#��������
�������������������
�����
������
��������������
��

��������������
�������� �� ���
�������
����������
�q����
����������
������������� 

� 
 ��
− = −�

� � � ��� � 	
 � , 

��� 
�  – �����
�
�����������������������������
�; 

�
�
� �

�
����

�
�� ��ε σ= +

�

�

�

�
 – ����
��� ������������������ ����	
�����
������
� �����������

������������������������
������� �� . %��� ��� � σ  – �
����
�������
�������
���
��������������

�����������������;α�  – 

�
"��"���� 
	
#�������������������������������
�; K –�����
��

��'#������ ������; G – ����
�� �����; η –� ��� 
	
#��� �'������
; τ -���; ���  – �����
�����"�

��������"�������� 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 71 

���� ����
�����
� �������#��� ��
���
���� ���
� 
������� �������������� ��
�� �
��

������������ 
� ���"��#��� ��� ������ ������������
���� ����������"�  ���� ���� �
�����
����

���
��������
�������������������������������
��[1]. 
*
�� ������ ����������
����� �����
���� ��
������ ������� �
�� ���� �������������

����
�#��� "���� ������
����� �

���� ���� ��"��#� ��
����� Ω ���

������� ��������� 
� � 
�

��������� ����������� ��� +
���	��� ���������� ��� ,�
������ ��"����� �

���� �
�������� ���

�����

�
"������������
����������������������� �� � �� � � ��-��������������������
� Γ�  �

��

������������ ���
��#����� ���
��� �� ����
��
�� ��������!���� ������ �������� Γ� � �� �

��

���������� ��
�������	� ���
���"� ���
�� ������
���� q ( )Γ Γ Γ� �∪ = .���� ��
#��� �

�� �
����

������

��
������
������
���������
����Q. (����
��
��������
�������������#�����������

���������
� Γ� � ����
������������
��

���� �����
������
!����� � � � �= � � � �� � �
� � � , ����� 
��
"��– 

Γσ ����
���������������������������������#�������������� � � � � �= ∪ =� � � �� � ��� � � Γ Γ Γσ  

.�� ���"������ �����!���� ������

� ������������ �� �


� �����#����� �
��������

���
�����
�����
����
���: 

ρ
∂
∂τ

λ

�

� �= ∇ ∇ +� �          (2) 

������������������������
������������������: 
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∂
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Γ
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∂
∂
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

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Γ

�  ;  ( )� � ��� �= .             (3) 

%���� –�����������
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���; ρ –��������� ; τ –����; λ –���� 
	
#������
�����
�����
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α –� ��� 
	
#��� ���
����
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���
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���������������
��������
�������: 

∇ + =�
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σ
σ
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�
�                            (5) 

%��� σ �� –� ���������
����
� ����������� �������� ���������; �
�  – ���������
����
�

����������� ��’#����� ��
. ∇ �  – �����
����
����
��
���� ���������
� � � ; � �  – �����
����
�

����������� ����������� �������� ����
������ �����

� ��� �������
; ��  – ���������
����
�

����������� �������� ����
������� ������������� ��� �������
� Γσ ;��
�  –� �����
����
�

����������� ��������� �������� �����
!����� ��� �������
� Γ� ; 

Γ Γ Γ Γ Γ Γσ σ⊂ ⊂ ∩ =
 
� �	 � ���
�������j�������#������
��������������
��������� 
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%�������������������������
����� ����	
"������	�������’������
���������������

�������� �� ����	
" ε � 
� ��������� �����
!���� ( )� � � �= � � �� �  ������� �� 

�
"�����

���
�����
: 

( )ε�� � � � �� �= ∇ + ∇
�

�
.                                      (6) 

&�
��
��������� ��	� –� ��	� ��
������� ������ �������� �
������ �
�� �����������
��������������� ��
��� �������������
!����� ������
���� ����	
"� 
��������������� ��������

���������� ������������ �����
�������� ��������!� �� �� ���
������ ������� q, ���������
�

�����
��
�������
����
��Q 
�����
������������������� � . 
&���������������������
��	
�����������������������
�����
��������������������

��

������������������������
��������
���� 
�������
�����
����
�������� ������������� ������������� �� ���������� ���������
�����

������������� � � �  ���	
#�� �����

���,� ���������� ��� ����

� ������� h, ����� �����
������������ �����
�������� ��������!�� �� �� �������� ���
������ ������� q ���� ������
����

�����
������������
�����
� Q. 
$������� ���	
�������

����h���������������
���������
������: 

{ } { } [ ]� � � �∈ ∀ ∈ ∃ ∈� � �� � � ��τ τ !�        (7) 

( )��� � �� �� � � �τ = ∈Ω, 

��������������������������������������������������
��� ����	
�: 

( ) ( )� � � � �� � � �� ≤ ≤ ≤ ≤� 
 ��� � 
 ��� 
�τ σ τ σ ε ε              (8) 

[ ]� 	∈ ∈ =Ω� � � ���� ��τ τ� � �  

%��� σ ε� ��  – ��
���
� ��������� ������������������ 
��� ����	
"; σ ε
 
�  – ��������
�

�
��
� ���������� 
� �� ����	
"; �� .–� �������� �������-�����������  ���	
"�� ��� ��
"�

������#����������������� � � . 

.��������
"�������
�����
�������#����
�
��
���"���������
������������������ � � ��!��

��������������������� ����
��: 

� = ��� �τ ,                              (9) 

��� ( )��� � � �� � �τ = , � ∈Ω . 

)����
��
� ������ ��	� –� ��	������� ����"� 
�����"� ��
�������� ����
�
� � 
���#� � �����"�
������
���"� ����
�� ��
���� ��� ��
���� �

��� $
�� #� ������� ���"� ���������#� �
�
��
����

�����

��������
��� τ� �����������!��������������
"����	
��

������������������������
�����
������������ � � �� �� ����������� ��� �� ����	
��� !�� ���������� ���� 	������ ��� �������

������!�������������������
���� 

��� ����
� ���
�������� �
�� ������ �� �������
����� ������������� �
�  ��� ������ ��

�������
����� ������������� �� �  ���	
#�� �����

���� h ����� ����� ������������

����������� ��������!�� �� � ���� ��� 
	
#��� ���
��
����
 α. $������� ���	
�������

��� h 

��������������
�����������: 
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{ } { } [ ]� � � � �∈ ∀ ∈ ∃ ∈� � �� � � �τ τ  !�                             (10) 

( )��� � �� � � �� �τ = ∈Ω , 

�� ��  –����������������-������������ ���	
"�������
"�������#����������������� �� . 

����	�����������
��������������������������	� 
.��������
"�������
�����
�����������
�
���� ���	
���
�: 

( )� � �
���

�
���= ��� � �σ σ σ� .     (11) 

%���F –� ���	
���
�����"������������#��
���
���������������
�������������������
��

����������
������
������������������σ σ σ�� ��
���

�
���  –���
���
����������������
����
����-

���� ����������� ��
� �����
��
� ��
��������� �� ����	
���� ���������������� �� �������

��
�������
� 
���	
#�����
�������������������� 
%����� ������� ���
��  ���	
�� �����

���� ��� ����
� ���
�������� ��
"���#������

����������� ���� !�� ������ ��������� ���
�������� �� �


� 
���#� �����"� ������

� �������-

����������
�� 
���������
����� ������������� � � ��������������
�������� ��
"���#��������

������ �� �������
����� ������������� �� �� 0����� ���
�������� 
� "���� �����

��� τk 

������������� 
������������������������������ ������������	��
������
�������������������

������
�������������#�����
�
���"�����'������
�������������
������#������������
��������
�
��
�������� ���������� �
�
�� ���
��������� %���"� ����� ������ ��������� ��
�� � �����

����

���
��������#��������
����( )τ� → ∞ . 

$� ���
"� ��������	
� �����
��	
�� ��� ������������� �����
�� ���
������ �������������

��
����� �

� ��
���#� �� �
�
�
��	
��  ���	
���

�� ��	�� ���	� ��� �������� �������  ���	
��

�����

����h����������������� (7) –���	�����	�
��
�������	�– (6). 
������������������� ����	
"�����
������#���

�
"���� 
������������������’���������

�����
� �
������ �
�������������
���������������� ���

����*
�� ������������������ �
������

����������������������
��
��
����������������	
���� ����	
"�����
���������
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 [ ]{ } { }� � �� 	 � 	� �= . 
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In the present paper the mathematical model of the volume treatment vibration 
machine is investigated. The system of equations describing dynamics of the machine 
are received. The angular velocity of treating mixture and other parameters 
characterizing the working regime of the machine are calculated  numerically 
arguments with a help of the software package �
�����. 
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