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The mathematical model of an elastic system of the machine tool for the grooving 
of the cylindrical cog-wheels is introduced. The dynamic mock-up of the machine tool 
images elastic vibrations on the eight independent coordinates in the systems of the 
instrument and part. Time constants of dynamic equations definite it is experimentally 
for dominating harmonics of spectral of the oscillating of a system in dots on tool and 
working fulcrums. The information of the oscillating is recorded on an acoustical map 
of the computer and is treated on the basis of the theories of random functions.  

!���#���������������	�������	�������������	�����	��	���������	�����������������������-
���� ������������� ��	������� ����"��� ��� ����������	������ ������������������������� ������	��
�������
��������������������������������������	���������������	���������	���	���	������
!�������� ��	� �������� � ���	��������	�� �������	�� ������� ���������� ������ �� ������� ��	�������
��������� ��"�� ���	������	��� � ���������� ���	���	�� 8� �� ������� ���
������ ����������� #���	�
�����������	
� ���������	��������������������������"��������	����������������
����������������
����������� ��
����� �������"��	�� ������� �������� �	��� ���������  �� ����� ��� �����������
�	�����	�� ���	����� �� ���"��� �	������ ��������� ��"�� �����	�	� ���
������ .� ��������������
����	�������"�	�����	������� ��	�������"	���������������������������	�	�����	������������-
�	����������������������������������	������������������������������������������"�	���������
����������	������	��������"���������"�����	����	����������� 
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�������������������	�����������	����"����������"�������������������	�������	��
�	������	�� ������"��� ��–
��� ��������	� �������	������ ��	������ ���"�	�� ���	����
����������	�������������������������������������������������������������� 

&�	� �����������	����� �����	�	����������"�	�� �	��������������������
���������	���	�-
�����������	��
���������	������	���������������������������	�������	��������"�����–10]. 
.� ��
� "�� ����� ��	� �	�������� �����	�� ������ �	�����	� ���������� ������������� ���	��� ���
��������	����	������������������	��������������"����������� 	���������������	������	�������
��������������	���	�������������������	���	������	����	 ���	�������������	������������������
�	��������������������
���������	��������	������������	�	�	��	�	�����������������	�������
��������� ���"��� ������	���� ������ ����� ���������� ��������� ��	������ ��� ��������� ���������
������������ �� ������������ �����������&�	� �������������� ������� �	��� ������ �� ��������� ����-
#�������������������������	�����������������#���	� �� �������������������������������������������
������������	"�������"�����	���	��������	����	����������� ��������������	�����
����������-
���� �������� ����������� �	������	�� ������� ��� ���� ����� �����	���� ������	�������	��
������"������	�������	"����0����������������������������������������������������������	���
����������� ��	���� ��� ����������� �������� �� �������������"� ����"��	�	� ���������	� ���������-
�������������������������������	��	���	��������������
���� 

��������������������"�����	����	�� �������"��������	�� ���&�	
������ �����	������������
#���	������������������������������������"�����	�	������	�������	�	�����
�	�	��������	��	�	�
��#��������	� ��	����"��� ���������	��.� ����� ����� ���"��� �	������ ����#���������� ���������
��������	���������������������������������������������	�����������������������������������	��
��� �������	�� ������ ��� ���������������� �� �������� ��������� ���� ��������� ���� �����
�	��������� �	�	� ��� ����������� ����"����� ��� ����������"������� ������-���	����� �� �����	��
����� ��	����� ���
� ��������������"��	� �������� ����-� ����	����������	�������������	�����	��
���������� ������������ �� ��������	������������������	�����	���������������	����������	�	����
��������������� 
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*� ������� ���������	�����	� ������������������������������
������ ������"�	�� �	�����
�����*��������	����������������������������� ��������������������� ��������	�����	��������
��������	��	�������������	����	���������������������	��#�����
��	�������� 

*	���	��� ������ ����������� #���	�� *	������� ����������� �����	���	� ���� ��"���� ���
��������	�	�� �����������������������	����������	��������	�����
�"����������<��=��0���
�
����"��������
�����	�������"������������������������������������������������������������-
����������������Z�����������	����	���������	��1,2���������������������
���������������	�	�
��������� ��	�������� ��� ���� �����������,� ���������� �� ���������� ����� ���� �	������ +�����
���"�	�������� �����	
���������������������	����	��������������"������� �����	����
�����Z���Y������	�	����	������	�������������������	����������������������������������
����	
��������	������������	��	�������������������X�����������	 ������"���������Z����Y.  

&�����������������������	����
�#������'����������	����������������	�������������
�	����
�#�������������������������������	�����������
������	����	�������	������������	�
��������� �	����	� ��� ������� ����������� ������ �� ���	
� ���������� ����	� ������ �	������� ��
��������� ��� ������ ���� ��� ���������	�� �����	������ ��	� ����
����� ������ ��� ����������
��	�����	��������"�����	���	��	������	�	����������	���������������������	�����	������
��������� ������
�������	�	���	������������� ��� �������������	������ �����������#���	���"���
�	���	�	��	��������������� 

( ) �

�

���
��

�� � αξ �&'
�

�
(�(� � ⋅=⋅++ ;                                               (1) 

( ) �

�

���
��

�� � αν '��
�

�
(�(� � ⋅=⋅++ ∗

∗∗ ;                                             (2) 

( ) �

�

���
��

�� � αξ �&'
�

�
(�(� � ⋅=⋅++ ;                                             (3) 

( ) �

�

���
��

�� � αν '��
�

�
(�(� � ⋅=⋅++ ∗

∗∗ ,                                              (4) 

���.�,.�� –� ��	������� ����	����"��������� ����	� ������������� �	������� ��� ������ �������
�����������������������������������������	�����
��"�����������0%����Pz –���	��������	���� ��
�������������������
��
���������
��	�	����������0��
i –�������
�������	�	���	���������������
�	������	�������������� –��	������	#������������� 

2�������	��	��� �����������������"���� �	����	� ��� ��������� �������������	����������
�	���� Pz �� �������	�	� ��� ������ �� ������������ �� ��������	� �� ��������� �������� ���
��������� ��������� ������ ������������� �����	������� ��� ���
� ��� �	��� ��� �	������ �����	�
�������������&�	�����#��������������������������������������������������	�	����������������
��#�������� ��� 	�	� ���������������� ���������	��������������������	�	��� ������ �����-
��������������������������������������
�	������������� 	�	���������������	��+�������
��������������������������	�������������	���"��� �����	���� ��������	��������	��������
�����
���
���������������	�������� ������������ ���������������	�	�����������������������
���������� ����������"��� �	����	�	���� ������� �	�����������������������#���	� ���–�����!�
����������������"����������������������� ��� �������������������������� ������ ��������	��
���������Pz  ���#���������������������������	�	���������������������������	��	������ 

( ) �� �&'�&'�� ϕβλ ⋅±⋅= , 
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����	�������������������������
�	���������� 
( )��&'�� � ⋅⋅= ϖ , 

���< –��������
������	���������������������������#���	��= –��������	������������������ ��
�������������������<�±�= –���������������#��������������������

�  –����������������������	�	�
�; > –�������������������������������������#���	��> = �?�. 

*	���	����	�����������	�����������������������������	���	�@��A��$�����"������������
��������	����������� 

αξαν '���&'$ ⋅−⋅= .                                                    (5) 

!��
����	� ����������� �����	���	� ���#������ ��–
�� ��� �������	��	� ��� ��������� ��
�	���� ���� ���	������ ���	�	�	� ������ ��� �1,2 ���
���� ������ ������	� ������������ ��
����������	������������	���	�����"�����	����	� 

( ) ( ) ��

��
��

�����
��

���

� ������

�

�

�

� αα ⋅⋅












++⋅
−

++⋅
=

∗∗∗ 
�

(�(��(�(��

$ ;                 (6) 
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��
��

�����
��

���

� ������

�

�

�

� αα ⋅⋅












++⋅
−

++⋅
=

∗∗∗

�

(�(��(�(��

$ .               (7) 

$	�������� ��������	��	�	� W1, W2 ���"���� �	����	� ������� ����	� ������ �	��"����
���	�	����������������	� 

( )
( ) ( ) 












++⋅
−

++⋅
⋅==

∗∗∗ �

�

�

��

��
��

�����
��

���

��

(�(��(�(��

�
�

$
)




;                     (8) 

( )
( ) ( ) 












++⋅
−

++⋅
⋅==

∗∗∗ �

�

�

��

��
��

�����
��

���

��

(�(��(�(��

�
�

$
)




,                   (9) 

��  
��

��

�

�
�

$

�
) = ;   

�

� ��

��

�
�

'��
�

α
= .  

&��"��� �	������� ���� ���
���� ������ ����� ��	����� ��������� ��–
��� �� ���������� ��
����������� �� ��������	�� �������&����������� #������� ����� �������� ��� �������� �����
������������������������	��#�����
��������������� 

�� )))� += .                                                           (10) 

3��	���� ���� �	����� ���� �������� �� ������ �� ��"��� ������#�������������������� ����
�����������#���	� �	������ ���	������� ���� �� ����������� ���	����	������������ �������
������	
�#����	
������������� ��	�	����������������������� 

.� ������ ������� �������� ���� "���������� @ � A ��"��� �� ��� 	��� YOX�� �����������
����	�	����"�	�	����	������	������"�����OZ. &���"��������
�����	�������"����������
�������	��
�� ��������������������������	����������������	��������� 	������������������
����Z�������������������������Z������������	���������������	��3,4 �	������� 

��������� �������� �	������� �����	���	� y ��� ������
� – Pz �� ���������	�� �����	���� ��
�����������	�������	��"��������"����������'��	������������	��
��������������"��������	��
���������	�� 

( ) �

�

���
��

�� � αξ �&'
�

�
(�(� � ⋅=⋅++ ;                                        (1.1) 
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( ) �

�

���
��

�� � αν '��
�

�
(�(� � ⋅=⋅++ ∗

∗∗ ;                                          (2.1) 

( ) �

�

���
��

�� � αξ �&'
�

�
(�(� � ⋅=⋅++ ;                                          (3.1) 

( ) �

�

���
��

�� � αν '��
�

�
(�(� � ⋅=⋅++

∗
∗∗ ,                                           (4.1) 

���� .�,.�� –� ��	������� ����	���� �"��������� ������ 	�
� ����	� ������������� �	������� ��� ���
������ ���������������������������	�����
��"����������� ����"�������� 	���YOX. 

*	������	���������������������	��� ����������������	����������������������	��	������"���
���������	�����	�����������������������	��#�����
�����������������	�����
�������������� 

( )
( ) ( ) 
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���

��

(�(��(�(��

�
�

$
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;                (8.1) 
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( ) ( ) 












++⋅
−

++⋅
⋅==
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�
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��
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��
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���

��

(�(��(�(��

�
�

$
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,               (9.1) 

��  
��

��

�

�
�

$

�
) = ;   

�

� ��

��

�
�

'��
�

α⋅
= .  

8�� �� �� ������������ �	������ ������������ #������� ������ ����� ��������	�����
���"�	
��������� �����������������������	���������&�����������#��������������������
�������������������������������	����������������	��#�����
�W3���W4: 

�� )))� += .                                                      (10.1) 

0����������	������ ���� �� �������������������	������	�������������	���������������-
����	��������;&+�����#����������������������	�����������
������
�����	����������������-
�	��	�	��������������#����������"�����	����	��������������� 

( ) ( ) �

� ����

�� �
(�(��(�(��

)))

��

⋅














++⋅
−

++⋅
=+= ∑ ∗∗∗ �

�

�

�

�

��
��

��
�

,                (11) 

��� �� �� �� –� ��	
����� �������� ��������� ��������� ���"���� �	����	�� m = 4 –� ��������
���������	�������	���� 

�0/!31)!#,-�8#&�+$0�&+9!##���$�14-#8� 

�������������������� ����$���������������	��������
���������������������������	��
�����	������ ����������� ���"���� �	����	� �� ��	�����	�	� �����	�� ��� ��������� �	�������
�����	���	�����	
� ��	�� ����� ��� ���������	�� �����	������� ���� �	���������� ������	�	�
����	�"�����������������������������"��������������� ���������	�������������	���	��	��
���
�������������������*��������	����������	�	�������	�������������������Y�����������-
������ �	����	� �� �������	�	� ����������	� ���������� ����� �������������� �
� ������������
�	����	�� ���� ���
����� ���	������ �� ��������� ����� "� ���� �� ��������	� ����� ��� ��������
������ ��� �	����	�	� ������	���������� .� ����� �	������ ������������ #������� ����
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,                                     (12) 

��� ��� , ���  –� ������
��� ���	�	���	��������������������������	���	������	����������������

��"��
����������������
��	����	���m = i  = 4. 
$��������������"�����	����	���� ����	�����������������	��	���������������������	��

�������� ���������� �������	�	� ��������	� ��������� ����� ���� ��	���� ���������� ������	� ��
�������������	����	� 

;�����	��������� ������"����� ������	�	��� ��� ����#���������� ��������� ����������
�������������������	�����������	�����	�������
��������������������������������������-
���	������� ��������	�� ��� ����� ����	�	� ��	���� ()*+&,-.,-30, 16-�������	
� ���������-
�	#���	
���������������	������������-.-����� ������	�������������������	�������(.-808. 
+	����	��������"��������� ����� ������������#�������	�����������������	������	��	����
����������������������	����������������������������������������–����������������������-
�����	��	����������������	�	��
���������#���������������	������ ����	������������������-
���� ��������� ����	� ������������ &��� ���� ������	������ ������� ��� ������� �����������
������������������������������������ ������������	���	���	���	������������������������
��������	 �������"����	�������	������� 

'������������ ������� �������"����� ���������	� ���������� �� ������� ������������ ��� ����-
����	��-�����	��������������������������������	����	�����"	������	�����������	������	�������	-
�����
��������	�����������	�����������
�������������	�������������"�����������������������	���-
������ ���������� ���� �	������ ������ ��	�������� �	�	� �������� ��� ���	���
� ���"	��� �����������
#���	��0���������������������������������	�	����������������	�������������	�� s0��������%���� 
z = 29; z0� �� ������������ ����������� ������� –� ����� 
��0*������������������������������#���	�– 
��,���>������0

��$�������������������������������������������������������������������������-
�����������������������	����������������	���������������������#���	�m���	����6-+���	�
-80). 

0���	����������	�����������������	����������	������������������������������������������
�	������������	���	����������������������	�����–����������������	��������–����������������	���	�–����
����������� ����	����4������ ���	���� �����	��� �� �� ��"����� �������� ��"��� �	���	�	� ����-
�����������������������	�����������������������	��	
��������������
����������	��������������-
�	�����������	���������������!�����������������������������	���"������
�	�������
���������-
����������"������������������	�����������	��	��	��������� 

��
�� ω

�
� = .                                                             (13) 

!�� �	���� ������������ ���	������ ���� ��"����� ��������������� ��������	��	������
����������	����	��������	#����	
��������������	�������� 
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�

+
⋅≈

�

�

�

�
��

!
λ ,                                                         (14) 

�����	����	�����������
������������#����������������������� 

�� �� �� π
λ= ,                                                           (15) 

���m –���������������������������������������������4�–��������������	���� 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 58 

 
�  

 
� 

���� �� %�����'�� �������� � �
�(��� ������� ��
����� ������#� �����+���� ���#��� #��
  
� – ���� #������ � – ���� ����
������  

 
.� ����	��� �������� ��������	� ���	����� ��������� ��	�� ������������ ��� ������� ������	-

�������	�� ���	��� $��� ����	 ����� ��������� �	��������� �	������	�� ��������	��	�� ���"����
�	����	� ��� �������	�� ����"������ ���	�	� ���	���� �� ��"��
� ������ �	����	� �������������
����������	���� �� ��������	� �����������	���� ����������� ���	���� ���������	��� ��� �	��������
������	��-����������	��������	�������������������"�����������	������	��#�����
� 

�-3-)!,31��$�14-#8�(-�$0#$4#1)1�%-3)$#&�-)1�0/!�,3&4 
� 
��� 

-� ���  .� �� �  

1 37 0,0235 0,3012 0,0023 
2 25 0,0387 0,3587 0,0044 
3 26 0,0375 0,1793 0,0021 
4 15 0,0612 0,2729 0,0053 

 

!�� ���������� ����	������ �	���������� �	�������� ����	���� ��������	��	���
����#���������� ��������� �� ������� ������
� �� ��������� �	������� �����	���	� �	����	��0%���� 
+1 = 1,4⋅105��+2  = 1,15⋅105���+31 = 0,94⋅105���+41 = 0,82⋅105�������������"�������	��� 2 –���������
��"�������	�	� 4 –�������� 
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0

0,2

0,4A2/w

w� ������

P 0,07 0,41 0,038 0,036

15 37 51 63

 

-0,1

0,1

0,3

0,5

0,7
A2/w

w� ������

� 0,242 0,203 0,64 0,1 0,08

5 16 25 34 48

 
 
 

0

2

4

6
A2/w

w� ������

P 5,76 0,12 0,16 0,11

15 18 31 51

  
 

0

0,5

1

1,5

2
A2/w

w� ������

� 0,5 1,73 0,27 0,306 0,41 0,44 0,075

16 26 43 49 56 69 98

 
���� �� -���
��+�� ������� ������+
  
� – �� ��� ����
������� � – �� ��� #����� 

A2/ω 

ω� �-1 

ω� �-1 

A2/ω 

A2/ω 

ω� �-1 

ω� �-1 

A2/ω 

� 
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-�"����	����������������	��	�	������������������"�����	����	����������������	���-
���	�
�������
���"�����	���	��������������� 

( ) ( ) +++⋅⋅
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���� ++⋅⋅
+

++⋅⋅
+

((((

.             (16) 

0�� �	��� 
� ��������� 43%2� �������������� ���"���� �	����	� ��������� ��� �������� ��
��������������������������������������������#������������ 
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���� �� �������#��-/�	��� �������� ��
���
����� 0)-  

	���/
�	�
���� ��
����� C1 = C2= C3 =C4:  
1 – ���� ����� � – ����� �����  
3 – ����� ����� � – ��� ����  

 

�10#$4�1 

-�"��� ���"��� ����������� �	������ ����#���������� ��������� ��� �������	 ��� �� �������
���	������������	
��	��������	������ �����������	���	�������������"��� ���������	�	��
�	������� �� �-�	� ��������� ���������� ���� ���� ��������"�����	� ������������	�	��������
�	�������� !�����"����� ����������� ��������	�� ��������� ��� ��������� ���	���� �	����	��
�����������	�� ��������� ����������� �� ��"����� ��� ��������� �� ��	�����	�� ��� ����"�����
��������� ������ ��� ��������������� ��� ������
� ����� ��������� ��������� ������� � ������	�	�
���������	���������� ����������������������	�������	��������"�������	
����������"���
�	���	��������	���� ����	������������� �������	�����	��������	���� ����������	���������
����������� �������� ���� ������������"���� �	����	� ������������	������ ����������������� ��
�����	#�������������� �����	�����	�	������	����������"��������	��������	�� ������������
������	���������	���� 

��� ����*)� ������$�������+�� �����*������ ����%��� ������ .!�������� ��

��.�9���)�������.�,��3*����"�/�,�������–����������–�����������,�*�����/�����	����3�- 
��
�.�����������&����/����*������*�����������������������$���(��$����+����������

.����� �� ������������ – 1973. –�-� 1. –� .�� �–�� ��� 	����������� ������ 6����+�����B�����

�����%���
�B���!��*������� *����������� ������������ %�!�� *������� $���(��$����+��

����� ��� .����� �� ������������ – 1973. –�-� ��� –� .�� �–6. 4. "��3��� ��/���&����� 	�
��
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/����*������ ����%��� $���!����2�)�� �������� –� 	� ����� /����*������ $��������)-
�41����������������������������$�������������–�.������������–�	)!�����–�.���–9. 
���"��3�����/�����������*����������������������� $���!����2��+��������*���

����������� !����$��)�� ������ ��*��.�	�� –� 	� ����� /����*������ $��������)�41���
�������������������������$�������������–�.������������–�	)!������–�.���–���	��	�-
��+�*���	����� ���!���������	�������*��������������!���$��*����3����3����+���+��

!����+������%����*��������������� ���.�������������������– 1983. –�-�����–�.���	–27.  
�����*�����	����9��������������–�������	���–��	���������������	�	�����������������
����1���������������������*�1�����!�*�*�����������!��3��)����$��1��������.�������

������������– 1966. –�-�����–�.���–�����&���������	��������*�������������������-
������������2�1�����������–����� ��	���–� ������� �����������8�"�������)�!����*����
������� �!��+��� ���������� –����� ��	��� –� ��	� ��� ����.�����B�&��9����������� �����-
����������$���!��+��������������!��*�����)���!���������–�.������������–�������� 
12. "��%�� #�;�� ����$� !�������� $��$��� �� ��$!�*���� ����2����� !�*� ��� �������
���������:�(��$��$�!�!����4���$��������4�!�*��4����	�����95���3����3��!������������– 
1999. –�-� �����–�.�� ��–��������"��%�� #�;���.������	�	��.������!�������������:� $�����$��:�
(��$���� ��+�� ���3����� �%���� ���	�����95� ��3����3�� !������������ – 1999. –�-� ����� –  
.���–11. 14. "��%��#�;��������������*��3��������������������: $�������4���$����::�
$��%���� ��$� �����������������������%���������!���%����������!�������$��������
!�:$*�������������!�%3��–��3�����������–�	�!�����–�.����–57. 15. "��%��#�;����*��4�������
�!����$%��� *������� !��%���� ��$���� ������������ (��$��� $� ��$!�*������� ����*����

�������� ���	�����95���3����3��!������������– 2000. –�-������–�.����–19. 
 
 
 
���������	�� 

.��!.)-# 

����	��=������, 
�����������	�����������	������	; 

 ������6., 2001 

The characteristics of stereolitography process as a method of prototypes 
procedures has been presented. The factors which influence the accuracy of models as 
well as the quality of the surfaces have been discussed. The results of the research 
which deal with model accuracy and the roughness of the surfaces an the example of 
complex objects have been shown. 

�0,�/ 

,����	�Rapid Prototyping��������������	�����	�����	�	�����������������������������
������	�	������������	�����	�����CAD������	���	�������#�����%���	�	�������	����������
������ �� ��"��� ���	� �	������� �� ������	
� �������� ������ ��� ������ ���	��� '��	��� ����
�	���	��������	��������������������
��	�	���������	�����	�����������������	���	�������
*	���	�������Rapid Prototyping� ��	���� �	����������� ������	����� ��������� ����	�	� �����
�������	
������	�����������������	������������������������������������������������!����-
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