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Âñòóï
Ïîíÿòòÿ ðåòðàêòó íàëåæèòü äî ôóíäàìåíòàëüíèõ

ïîíÿòü òîïîëîãi¨. Îñêiëüêè ðåòðàêöi¨ � öå â òî÷íîñ-
òi âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöiîíàëüíå
ñïiââiäíîøåííÿ r ◦ r = r , òî ¨õ ÷àñòî âèêîðèñòîâóâà-
ëè ó òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï äëÿ ïîáóäîâè òîïîëî-
ãi÷íèõ içîìîðôiçìiâ ÷è ãîìîìîðôiçìiâ ç ïîòðiáíèìè
âëàñòèâîñòÿìè. Çîêðåìà âñi âiäîìi ñüîãîäíi ìåòîäè
ïîáóäîâè ïðîñòîðiâ ç òîïîëîãi÷íî içîìîðôíèìè âiëü-
íèìè òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè òàê ÷è iíàêøå ïîâ'ÿçàíi
ç ðåòðàêöiÿìè. Ó öié ðîáîòi ïðîïîíó¹ìî óçàãàëüíåí-
íÿ ïîíÿòòÿ ðåòðàêòó, ïîâ'ÿçàíå ç òîïîëîãi÷íèìè ãðó-
ïàìè. Âñòàíîâèìî âëàñòèâîñòi G-ðåòðàêòiâ, ïîäàìî
ìåòîäè ¨õ ïîáóäîâè, ðîçãëÿíåìî ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî
òåîði¨ âiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï. Â îñòàííüîìó ðîç-
äiëi íàâîäèòüñÿ óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ îðòîãîíàëüíèõ
ðåòðàêòiâ � ïîíÿòòÿ îðòîãîíàëüíèõG-ðåòðàêòiâ.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñ-
òið. Âiëüíîþ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ ïðîñòîðó X íà-
çèâà¹òüñÿ ïàðà (F (X), ηX), äå F (X) � òîïîëîãi÷íà
ãðóïà, ηX : X → F (X) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ,
òàêi, ùî:
1) ãðóïà F (X) ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ ηX(X);
2) äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿf ç òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðóX ó òîïîëîãi÷íó ãðóïóG iñíó¹ íå-
ïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì f∗ : F (X) → G ãðóïè F (X)
ó ãðóïó G, òàêèé, ùî f∗ ◦ ηX = f .

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiî-
íàëüíî ãàóñäîðôîâèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ âiä-
ìiííèõ òî÷îê x, y ∈ X iñíó¹ íåïåðåðâíà äiéñíîçíà÷íà
ôóíêöiÿ f òàêà, ùî f(x) 6= f(y). Äëÿ êîæíîãî ôóí-
êöiîíàëüíî ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó âiëüíà òîïîëîãi-
÷íà ãðóïà (F (X), ηX) iñíó¹, F (X) ¹ âiääiëüíîþ òî-
ïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ, âiäîáðàæåííÿ ηX ¹ ií'¹êòèâíèì.
ßêùî X � òèõîíîâñüêèé ïðîñòið, òî âiäîáðàæåííÿ
ηX ¹ çàìêíåíèì âêëàäåíÿì, i íàâåäåíå âèùå îçíà÷å-
ííÿ âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè çáiãà¹òüñÿ ç îçíà÷åí-
íÿì, çàïðîïîíîâàíèì À.À. Ìàðêîâèì ó [1]. Òèõîíîâ-

ñüêi ïðîñòîðè X i Y íàçèâàþòüñÿ Ì-åêâiâàëåíòíèìè,
ÿêùî òîïîëîãi÷íi ãðóïè F (X) i F (Y ) ¹ òîïîëîãi÷íî
içîìîðôíèìè.

Îçíà÷åííÿ 2. Ïiäïðîñòið Y òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ G-ðåòðàêòîì òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, ÿêùî êîæíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ó âiääiëüíó òîïîëîãi÷íó
ãðóïó G íåïåðåðâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ íàX.

I. Âëàñòèâîñòi G-ðåòðàêòiâ.
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîäà¹ âëàñòèâîñòi G-ðåò-

ðàêòiâ.
Òâåðäæåííÿ 1. à) Íåõàé ïiäïðîñòið Y ¹ G-ðåò-

ðàêòîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, ïiäïðîñòið Z ¹
G-ðåòðàêòîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y . Òîäi ïiä-
ïðîñòið Z ¹ G-ðåòðàêòîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðóX.
á) Íåõàé ïiäïðîñòið Y1 ¹ G-ðåòðàêòîì òîïîëîãi÷íî-
ãî ïðîñòîðó X1, ïiäïðîñòið Y2 ¹ G-ðåòðàêòîì òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X2. Òîäi ïiäïðîñòið Y1 ⊕ Y2 ¹
G-ðåòðàêòîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðóX1 ⊕X2.
â) Íåõàé ïiäïðîñòið Y ¹ G-ðåòðàêòîì çâ'ÿçíîãî òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Òîäi ïðîñòið Y ¹ çâ'ÿçíèì.

¤ Äîâåäåííÿ. â.) Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið Y ¹
íåçâ'ÿçíèì. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíå ñþð'¹êòèâíå âiäîá-
ðàæåííÿ h : Y → Z2 ç ïðîñòîðó Y ó äèñêðåòíó òî-
ïîëîãi÷íó ãðóïó Z2. Îñêiëüêè ïiäïðîñòið Y ¹ G-
ðåòðàêòîì ïðîñòîðó X, òî âiäîáðàæåííÿ h ïðîäîâ-
æó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî ñþð'¹êòèâíîãî âiäîáðàæåí-
íÿ h : X → Z2, òîáòî ïðîñòið X ¹ íåçâ'ÿçíèì. ¥

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé Y ¹ ïiäïðîñòîðîì ôóíê-
öiîíàëüíî ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó X. Íåõàé òàêîæ
(F (X), ηX), (F (Y ), ηY ) � âiëüíi òîïîëîãi÷íi ãðóïè
íàä ïðîñòîðàìè X òà Y . Òîäi òàêi óìîâè ¹ åêâiâà-
ëåíòíèìè:
1) Y ¹ G-ðåòðàêòîì ó X;
2) iñíó¹ ãîìîìîðôiçì h : F (X) → F (Y ), òàêèé, ùî
h(ηX(y)) = ηY (y) äëÿ âñiõ y ∈ Y ;
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3) iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿg : X → F (Y ), òàêå,
ùî g(y) = ηY (y) äëÿ âñiõ y ∈ Y .

¤ Äîâåäåííÿ. (1 ⇒ 3) Ðîçãëÿíåìî íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ηY : Y → F (Y ). Çà îçíà-
÷åííÿì G-ðåòðàêòó iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
g : X → F (Y ) òàêå, ùî g|Y = ηY , òîáòî g(y) = ηY (y)
äëÿ âñiõ y ∈ Y .

(3 ⇒ 2) Íåõàé g : X → F (Y ) � âiäîáðàæåííÿ,
òàêå, ùî g(y) = ηY (y) äëÿ âñiõ y ∈ Y . Çà îçíà÷å-
ííÿì âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè iñíó¹ ãîìîìîðôiçì
h : F (X) → F (Y ), òàêèé, ùî h ◦ ηX = g, òîáòî
h(ηX(y)) = g(y) = ηY (y) äëÿ âñiõ y ∈ Y .

(2 ⇒ 1) Íåõàé iñíó¹ ãîìîìîðôiçì h : F (X) →
→ F (Y ), òàêèé, ùî h(ηX(y)) = ηY (y) äëÿ âñiõ y ∈ Y .
Íåõàé òàêîæ f : Y → G � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó G.
Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì f∗ : F (Y ) → G
òàêèé, ùî f∗ ◦ηY = f . Ðîçãëÿíåìî êîìïîçèöiþ f∗ ◦h.
Ïðèéìåìî f1 = f∗◦h◦ηX . Òîäi f1|Y = (f∗◦h◦ηX)|Y =
= (f∗ ◦ ηY )|Y = f . ¥

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé ïiäïðîñòið Y ¹ G-ðåò-
ðàêòîì ôóíêöiîíàëüíî ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó X.
Òîäi ïiäãðóïà âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïèF (X), ïîðî-
äæåíà ìíîæèíîþ ηX(Y ), ¹ òîïîëîãi÷íî içîìîðôíîþ
âiëüíié òîïîëîãi÷íié ãðóïi F (Y ), à âiäîáðàæåííÿ
ηX |Y : Y → ηX(Y ) ¹ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèì âiä-
îáðàæåííþ ηY .

¤ Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïiäïðîñòið Y ¹ G-ðåòðàê-
òîì ïðîñòîðó X. Íåõàé òàêîæ f : Y → G � íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî Y ïðîñòîðó ó
òîïîëîãi÷íó ãðóïó G. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ h : X → G, òàêå, ùî h|Y = f . Çà îçíà÷å-
ííÿì âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè iñíó¹ ãîìîìîðôiçì
h∗ : F (X) → G ãðóïè F (X) ó ãðóïó G, òàêèé, ùî
h∗◦ηX = h. Íåõàé G(ηX(Y )) � ïiäãðóïà òîïîëîãi÷íî¨
ãðóïè F (X) ïîðîäæåíà ìíîæèíîþ ηX(Y ). Ïðèéìåìî
f∗ = h∗|G(ηX(Y )). Îòæå, äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî
âiäîáðàæåííÿ f : Y → G ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y
ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó G, iñíó¹ íåïåðåðâíèé ãîìîìîð-
ôiçì f∗ : G(ηX(Y )) → G, òàêèé, ùî f∗ ◦ (ηX |Y ) = f .
Çà ¹äèíiñòþ âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè îòðèìà¹ìî,
ùî ïàðà (G(ηX(Y )), ηX |Y ) ¹ âiëüíîþ òîïîëîãi÷íîþ
ãðóïîþ ïðîñòîðó Y . ¥

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé Y ¹ G-ðåòðàêòîì ôóíê-
öiîíàëüíî ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó X. Òîäi ïiäïðîñ-
òið Y ¹ çàìêíåíèì ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîðiX.

¤ Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïiäïðîñòið Y ¹ G-ðåòðàê-
òîì ôóíêöiîíàëüíî ãàóñäîðôîâîãî òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X. Îñêiëüêè âèâëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ I., ïiä-
ãðóïà òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè F (X) ïîðîäæåíà ìíîæè-
íîþ ηX(Y ), ¹ òîïîëîãi÷íî içîìîðôíîþ F (Y ) i ¹ ðåò-
ðàêòîì ïðîñòîðó F (X). Òàê ÿê êîæåí ðåòðàêò ãàóñ-
äîðôîâîãî ïðîñòîðó ¹ çàìêíåíèì ó öüîìó ïðîñòîði,
òî ïiäïðîñòið F (Y ) çàìêíåíèé ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñ-
òîði F (X), îòæå, ïiäïðîñòið ηX(Y ) = ηX(X) ∩ F (Y )
çàìêíåíèé ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði ηX(X). Âiäîá-
ðàæåííÿ ηX : X → F (X) ¹ ií'¹êòèâíèì, à òîìó
η−1

X (ηX(Y )) = Y . Ç íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ ηX

âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið Y ¹ çàìêíåíèì ó òîïîëîãi÷-
íîìó ïðîñòîði X. ¥

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åíü âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨
ãðóïè i G-ðåòðàêòó âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5. Êîæåí òèõîíîâñüêèé ïðîñòið
X ¹ G-ðåòðàêòîì ñâî¹¨ âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè
F (X).

ßê áóëî âñòàíîâëåíî ó ðîáîòi [5], íå êîæåí òèõî-
íîâñüêèé ïðîñòið ¹ ðåòðàêòîì ñâî¹¨ âiëüíî¨ òîïîëîãi-
÷íî¨ ãðóïè.

II. G-ðåòðàêòè ÿê óçàãàëüíåííÿ
ðåòðàêòiâ

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé r1 : X → K1 i r2 : X →
→ K2 � ðåòðàêöi¨ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, òàêi,
ùî r1 ◦ r2(X) = r2 ◦ r1(X). Òîäi ïiäïðîñòið K1 ∪K2 ¹
G-ðåòðàêòîì â X.

¤ Äîâåäåííÿ. Íåõàé f : K1 ∪ K2 → G � íå-
ïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
K1 ∪ K2 ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó G . Ðîçãëÿíåìî âiäîá-
ðàæåííÿ f1 : X → G, îçíà÷åíå ÿê f1(x) = f(r1(x))×
×f(r2(r1(x)))−1 × f(r2(x)).

Íåõàé x ∈ K1. Òîäi r1(x) = x i f1(x) = f(r1(x))×
×f(r2(r1(x)))−1 × f(r2(x)) = f(x) × f(r2(x))−1×
×f(r2(x)) = f(x).

Íåõàé x ∈ K2. Òîäi r1(x) = r1 ◦ r2(x). Îñêiëüêè
r1 ◦ r2(X) = r2 ◦ r1(X), òî r1 ◦ r2(x) ∈ K2. Îòæå, r2 ◦
r1(x) = r2◦r1◦r2(x) = r1◦r2(x) = r1(x), à òîìó f1(x) =
f(r1(x)) × f(r2(r1(x)))−1 × f(r2(x)) = f(r1(x))×
×f(r1(x))−1 × f(x) = f(x).

Îòæå, f1(x) = f(x) äëÿ âñiõ x ∈ K1 ∪K2. ¥
Íàñëiäîê 1. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðî-

ñòîðè, x0 ∈ X, y0 ∈ Y . Òîäi îïåðàöi¨ ïðîåêòóâàí-
íÿ r1(x, y) = (x0, y) i r2(x, y) = (x, y0) ¹ ðåòðàêöiÿ-
ìè ïðîñòîðó X × Y òàêèìè, ùî r1 ◦ r2(X × Y ) =
= r2 ◦ r1(X × Y ) = {(x0, y0)}. Îòæå, ïiäïðîñòið
(X ×{y0})∪ ({x0}× Y ) ¹ G-ðåòðàêòîì òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X × Y .

Ïðèêëàä 1. Íåõàé X = I = [0, 1] � îäèíè÷-
íèé âiäðiçîê çi ñòàíäàðòíîþ òîïîëîãi¹þ, Y = S =
= {0} ∪ { 1

n}n∈N � çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü. Ïîêàæåìî,
ùî ìíîæèíàK = (X×{0})∪({0}×Y ) íå ¹ ðåòðàêòîì
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X × Y .
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ðåòðàêöiÿ r : X × Y → K.
Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãîy ∈ Y \{0} ìíîæèíà X×{y}
¹ çâ'ÿçíîþ i r(0, y) = (0, y), òî r(x, y) = (0, y) äëÿ âñiõ
x ∈ X, y ∈ Y \ {0}. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü òî-
÷îê zn = (1, 1

n ). Òîäi zn → z = (1, 0), r(zn) = (0, 1
n )

i r(z) = z = (1, 0). Òîáòî, r(zn) íå çáiãà¹òüñÿ äî
r(z). Îòæå, ìè îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü ç íåïåðåðâíi-
ñòþ âiäîáðàæåííÿ r.

Çàóâàæèìî, ùî â ïðèêëàäi II. ÿêX ìîæåìî âçÿòè
äîâiëüíèé íåòðèâiàëüíèé çâ'ÿçíèé ïðîñòið, à â ÿêî-
ñòi Y � äîâiëüíèé åêñòðåìàëüíî íåçâ'ÿçíèé òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið, ùî ìiñòèòü çáiæíó ïîñëiäîâíiñòü.
Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ
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ðåòðàëüíèì, ÿêùî X ¹ ðåòðàêòîì äåÿêî¨ òîïîëîãi÷-
íî¨ ãðóïè G. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ ðåòðàëüíèì
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè X ¹ ðåòðàêòîì ñâî¹¨ âiëü-
íî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè F (X) (äèâ. [5]). Òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Ìàëüöåâà, ÿêùî
iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ M : X3 → X, òàêå,
ùî M(x, y, y) = M(y, x, x) = x äëÿ âñiõ x, y ∈ X.
Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî â êëàñi êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ
âëàñòèâîñòi áóòè ðåòðàëüíèì ïðîñòîðîì i ïðîñòîðîì
Ìàëüöåâà çáiãàþòüñÿ (äèâ. [5]).

Òâåðäæåííÿ 2. Òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè
äëÿ òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó X:
1) òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ ðåòðàëüíèì ïðîñòîðîì;
2) äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ùî ìiñ-
òèòü X ÿê G-ðåòðàêò iñíó¹ ðåòðàêöiÿ ç Y íà X.

¤ Äîâåäåííÿ. (1 ⇒ 2) Íåõàé X � ðåòðàëüíèé
ïðîñòið. Òîäi iñíó¹ ðåòðàêöiÿ r : F (X) → X (äèâ. [5]).
Íåõàé X ¹ G-ðåòðàêòîì ïðîñòîðó Y . Çà òâåðäæåí-
íÿì I. iñíó¹ ãîìîìîðôiçì h : F (Y ) → F (X), òàêèé,
ùî h(x) = x äëÿ âñiõ x ∈ X. Êîìïîçèöiÿ r ◦ h áó-
äå ðåòðàêöi¹þ ç ïðîñòîðó F (Y ) íà ïiäïðîñòið X, à ¨¨
çâóæåííÿ íà Y áóäå ðåòðàêöi¹þ ç Y íà X.

(2 ⇒ 1) Ç òâåðäæåííÿ I. ìà¹ìî, ùî êîæåí òèõî-
íîâñüêèé ïðîñòið X ¹ G-ðåòðàêòîì ñâî¹¨ âiëüíî¨ òî-
ïîëîãi÷íî¨ ãðóïè F (X). Îòæå, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
X ¹ ðåòðàêòîì òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè F (X). ¥

Óçàãàëüíþþ÷è âiäîìó òåîðåìó Áðàóåðà, ìîæåìî
âiäçíà÷èòè, ùî êîëî íå ¹ G-ðåòðàêòîì êðóãà, ÿêèé
îáìåæó¹òüñÿ öèì êîëîì.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé K=(X×{0})∪({0}×Y ) �
ïðîñòið, îïèñàíèé ó ïðèêëàäi II.. Ïðîñòið K ¹
G-ðåòðàêòîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðóX×Y , àëå íå ¹
ðåòðàêòîì öüîãî ïðîñòîðó, îòæå, çà òâåðäæåííÿì II.
ïðîñòið K íå ¹ ðåòðàëüíèì. Ïðîñòið I ¹ ðåòðàëüíèì,
îñêiëüêè âií ¹ ðåòðàêòîì òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè äiéñíèõ
÷èñåë ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ. Ïðîñòið S ¹ ðåòðàëü-
íèì, îñêiëüêè âií ¹ ðåòðàêòîì òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè ðà-
öiîíàëüíèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ. Îñêiëüêè
ñóìà ðåòðàëüíèõ ïðîñòîðiâ ¹ ðåòðàëüíèì ïðîñòîðîì
(äèâ. [5]), òî ïðîñòið K1 = I ⊕ S ¹ ðåòðàëüíèì. Ïî-
êàæåìî, ùî ïðîñòîðè K i K1 ìàþòü òîïîëîãi÷íî içî-
ìîðôíi âiëüíi òîïîëîãi÷íi ãðóïè. Íàãàäà¹ìî [6], ùî
ðåòðàêöi¨ r1 : X → T1 i r2 : X → T2 òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X íàçèâàþòüñÿ ïàðàëåëüíèìè ÿêùî âèêî-
íàíî óìîâè r1 ◦ r2 = r1 i r2 ◦ r1 = r2. Îáðàçè òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðóX ïðè éîãî ïàðàëåëüíèõ ðåòðàêöiÿõ
íàçèâàþòüñÿ ïàðàëåëüíèìè ðåòðàêòàìè ïðîñòîðóX.
ßê áóëî âñòàíîâëåíî ó ðîáîòi [6] ôàêòîðïðîñòîðè
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X çà éîãî ïàðàëåëüíèìè
ðåòðàêòàìè ìàþòü òîïîëîãi÷íî içîìîðôíi âiëüíi òî-
ïîëîãi÷íi ãðóïè.
Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Z = S ⊕ I i íåõàé z1 � äî-

âiëüíà òî÷êà ç I, z2 � ãðàíè÷íà òî÷êà ç S , z3 �
äîâiëüíà íåãðàíè÷íà òî÷êà ç S. Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñ-
òîðè T1 = {z1, z2}, T2 = {z1, z3}. Ïiäïðîñòîðè T1

i T2 ¹ ïàðàëåëüíèìè ðåòðàêòàìè ïðîñòîðó Z, îò-
æå, ôàêòîðïðîñòîðè Z/T1 i Z/T2 ìàþòü òîïîëîãi÷íî

içîìîðôíi âiëüíi òîïîëîãi÷íi ãðóïè. Çàëèøà¹òüñÿ çàó-
âàæèòè, ùî ïðîñòiðZ/T1 ãîìåîìîðôíèéK, à ïðîñòið
Z/T2 ãîìåîìîðôíèé K1.

Íàñëiäîê 2. Âëàñòèâîñòi áóòè ðåòðàëüíèì
ïðîñòîðîì òà ïðîñòîðîì Ìàëüöåâà íå çáåðiãàþòüñÿ
Ì-åêâiâàëåíòíiñòþ ó êëàñi êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ.

Ãðóïà öiëèõ ÷èñåë ç äèñêðåòíîþ òîïîëîãi¹þ ¹ òî-
ïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ. Áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ ÷åðåç Z.
Ñêàæåìî, ùî ãîìîìîðôiçì h : F (X) → F (Y ) ¹ ñïå-
öiàëüíèì, ÿêùî êîìïîçèöiÿ e∗Y ◦ h ¹ ïîñòiéíèì âiäîá-
ðàæåííÿì íà X, äå e∗Y : F (Y ) → Z � ãîìîìîðôiçì,
ùî ïðîäîâæó¹ ôóíêöiþ eY : Y → Z, ùî òîòîæíüî äî-
ðiâíþ¹ 1.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé X � òèõîíîâñüêèé ïðîñ-
òið, Y � éîãî G-ðåòðàêò. Òîäi iñíó¹ ñïåöiàëüíà ãîìî-
ìîðôíà ðåòðàêöiÿ f∗ : F (X) → F (Y ).

¤ Äîâåäåííÿ. Íåõàé h : X → F (Y ) � íåïåðåðâ-
íå âiäîáðàæåííÿ, òàêå, ùî h(y)=y äëÿ âñiõ y ∈ Y .
Íåõàé eY : Y → Z � ôóíêöiÿ, òîòîæíüî äîðiâíþ¹ 1
íà Y , e∗Y : F (Y ) → Z � ¨¨ ãîìîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ.
Ðîçãëÿíåìî êîìïîçèöiþ g = e∗Y ◦ h. Ïîçíà÷èìî Xn =
= g−1(n). Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ äèñêðåòíîþ ñó-
ìîþ ñâî¨õ ïiäïðîñòîðiâ Xn. Ïîçíà÷èìî hn = h|Xn .
Äëÿ êîæíîãî n ∈ Z îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ fn(x),
ïðèéíÿâøè fn(x) = hn(x) × a1−n, äå a ∈ Y . Ðîç-
ãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : X → F (Y ) îçíà÷åíå ÿê
f(x) = fn(x), ÿêùî x ∈ Xn. Ïðîäîâæèìî âiäîáðàæå-
ííÿ f äî ãîìîìîðôiçìó âiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï
f∗ : F (X) → F (Y ). Ïîêàæåìî, ùî f∗ � ñïåöiàëüíèé
ãîìîìîðôiçì. Íåõàé x ∈ Xn. Òîäi e∗Y ◦ f(x) = e∗Y ◦
fn(x) = e∗Y (hn(x)×a1−n) = e∗Y ◦hn(x)+(1−n)eY (a) =
= n + 1− n = 1. ¥

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé ïiäïðîñòið Y ¹ G-ðåò-
ðàêòîì òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó X, Z � òèõîíîâ-
ñüêèé ïðîñòið òàêèé, ùî Z ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì,
àáî ïðîñòið Y × Z ¹ k-ïðîñòîðîì. Òîäi ïiäïðîñòið
Y ×Z ¹ G-ðåòðàêòîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðóX ×Z.

¤ Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïiäïðîñòið Y ¹ G-ðåò-
ðàêòîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðóX. Çà òâåðäæåííÿì I.
iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ g : X → F (Y ), òàêå,
ùî g(y) = y äëÿ âñiõ y ∈ Y . Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæå-
ííÿ gZ : X × Z → F (Y × Z), ïðèéíÿâøè g(x, z) =
= (y1, z)ε1(y2, z)ε2 ...(yn, z)εn , ÿêùî g(x) = yε1

1 yε2
2 ...yεn

n .
ßêùî Z ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì àáî ïðîñ-
òið Y ×Z ¹ k-ïðîñòîðîì, òî âiäîáðàæåííÿ gZ ¹ íåïå-
ðåðâíèì (äèâ. [2]). Çàóâàæèìî, ùî gZ(y, z) = (y, z),
äëÿ âñiõ y ∈ Y , z ∈ Z òîáòî, çà òâåðäæåííÿì I. ïiä-
ïðîñòið Y ×Z ¹ G-ðåòðàêòîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
X × Z. ¥

III. Îðòîãîíàëüíi G-ðåòðàêòè

Íàãàäà¹ìî, ùî ðåòðàêöi¨ r1 : X → K1 i r2 : X → K2

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëü-
íèìè, ÿêùî ìíîæèíè r1 ◦ r2(X) i r2 ◦ r1(X) ¹ îä-
íîòî÷êîâèìè. Îáðàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðóX ïðè
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Óçàãàëüíåíi ðåòðàêòè, ïîâ'ÿçàíi ç òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè

îðòîãîíàëüíèõ ðåòðàêöiÿõ íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëü-
íèìè ðåòðàêòàìè ïðîñòîðó X. Ó ðîáîòi [7] âñòàíîâ-
ëåíî âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíèõ ðåòðàêòiâ, à òàêîæ
ïîäàíî ¨õí¹ çàñòîñóâàííÿ äî ïîáóäîâè ïðîñòîðiâ ç
òîïîëîãi÷íî içîìîðôíèìè âiëüíèìè òîïîëîãi÷íèìè
ãðóïàìè.

Îçíà÷åííÿ 1. Ñêàæåìî, ùî ïiäïðîñòîðè K1 i
K2 ¹ îðòîãîíàëüíèìè G-ðåòðàêòàìè òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X ÿêùî :
à) äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿf : K1 →
→ G ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðóK1 ó òîïîëîãi÷íó ãðó-
ïó G iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿf1 : X → G òàêå,
ùî f1|K1 = f i f1|K2 = const;
á) äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿh : K2 →
→ G ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðóK2 ó òîïîëîãi÷íó ãðó-
ïó G iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿh1 : X → G òàêå,
ùî h1|K2 = h i h1|K1 = const.

Òâåðäæåííÿ 1. Ïiäïðîñòîðè K1 i K2 òèõîíîâ-
ñüêîãî ïðîñòîðó X ¹ îðòîãîíàëüíèìè G-ðåòðàêòàìè
ïðîñòîðó X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü ãîìî-
ìîðôiçìè R1 : F (X) → F (K1) i R2 : F (X) → F (K2)
òàêi, ùî R1(x) = x äëÿ âñiõ x ∈ K1, R2(x) = x äëÿ
âñiõ x ∈ K2, à ìíîæèíè R1(K2) i R2(K1) ¹ îäíî-
òî÷êîâèìè.

¤ Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ïiäïðîñòî-
ðè K1 i K2 òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó X ¹ îðòîãî-
íàëüíèìè G-ðåòðàêòàìè ïðîñòîðóX. Òîäi âêëàäåííÿ
t1 : K1 → F (K1) òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ó K1 òîïî-
ëîãi÷íó ãðóïó F (K1) ìîæåìî ïðîäîâæèòè äî íåïå-
ðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ r1 : X → F (K1) òàêîãî, ùî
r1|K2 = const. Ïðîäîâæèìî âiäîáðàæåííÿ r1 äî ãî-
ìîìîðôiçìó âiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ãðóïR1 : F (X) →
→ F (K1). Îñêiëüêè R1|X = r1, òî R1(x) = x äëÿ
âñiõ x ∈ K1 i R1|K2 = r1|K2 = const. Àíàëîãi÷íî
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ ãîìîìîðôíà ðåòðàêöiÿ
R2 : F (X) → F (K2) òàêà, ùî R2|K1 = const.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé iñíóþòü ãîìîìîðôiçìè
R1 : F (X) → F (K1) i R2 : F (X) → F (K2) òàêi, ùî
R1(x) = x äëÿ âñiõ x ∈ K1, R2(x) = x äëÿ âñiõ
x ∈ K2, à ìíîæèíè R1(K2) i R2(K1) ¹ îäíîòî÷êî-
âèìè. Íåõàé f : K1 → G � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåí-
íÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó K1 ó òîïîëîãi÷íó ãðó-
ïó G. Ïðîäîâæèìî âiäîáðàæåííÿ f äî ãîìîìîðôi-
çìó òîïîëîãi÷íèõ ãðóï F : F (K1) → G. Ïðèéìåìî
H = F ◦ R1 : X → G. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ
f1 = H|X : X → G � çâóæåííÿ ãîìîìîðôiçìó H íà
ïiäïðîñòið X. Òîäi f1|K1 = H|K1 = (F ◦ R1)|K1 =
= F |K1 = f i f1|K2 = H|K2 = (F ◦R1)|K2 = const.

Ïóíêò á) ç îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíèõG-ðåòðàêòiâ
äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. ¥

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé X � ôóíêöiîíàëüíî
ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið, K1 i K2 � éîãî çàìêíåíi ïiä-
ïðîñòîðè, p1 : X → X/K1, p2 : X → X/K2 � ôàêòîð-
íi âiäîáðàæåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá ïiäïðîñòîðèK1 i K2

áóëè îðòîãîíàëüíèìè G -ðåòðàêòàìè â X íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè :
à) |K1 ∩K2| ≤ 1,

á) ïiäïðîñòið p2(K1) ¹ G-ðåòðàêòîì ôàêòîð-ïðîñ-
òîðó X/K2,

â) ïiäïðîñòið p1(K2) ¹ G-ðåòðàêòîì ôàêòîð-ïðîñ-
òîðó X/K1.

¤ Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü.Íåõàé ïiäïðîñòî-
ðè K1 i K2 ¹ îðòîãîíàëüíèìè G-ðåòðàêòàìè òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ
ïóíêò à). Ïðèéìåìî |K1 ∩ K2| > 1 . Íåõàé a, b ∈
∈ K1 ∩K2 � äîâiëüíi âiäìiííi òî÷êè. Îñêiëüêè ïðî-
ñòið K1 ôóíêöiîíàëüíî ãàóñäîðôîâèé, òî iñíó¹ íåïå-
ðåðâíà äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ f : K1 → R, òàêà, ùî
f(a) 6= f(b). Íåõàé f1 : X → R � íåïåðåðâíå ïðîäîâ-
æåííÿ âiäîáðàæåííÿ f . Òîäi f1|K2 6= const îñêiëüêè
f1(a) = f(a) 6= f(b) = f1(b). Ïîêàæåìî, ùî âèêî-
íó¹òüñÿ ïóíêò á). Íåõàé f : p2(K1) → G � íåïåðåðâ-
íå âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó p2(K1) ó
òîïîëîãi÷íó ãðóïó G. Ïðèéìåìî h = f ◦ p2 : K1 → G.
Âiäîáðàæåííÿ h ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî âiä-
îáðàæåííÿ h1 : X → G òàêîãî, ùî h1|K1 = h i h1|K2 =
= const. Îñêiëüêè h1|K2 = const, òî iñíó¹ âiäîáðàæåí-
íÿ f1 : X/K2 → G òàêå, ùî h1 = f1◦p2. Íåïåðåðâíiñòü
âiäîáðàæåííÿ f1 âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi âiäîáðà-
æåííÿ h1 i ôàêòîðíîñòi âiäîáðàæåííÿ p2. Îñêiëüêè
f1 ◦ p2|K1 = h1|K1 = h = f ◦ p2, òî âiäîáðàæåííÿ f1 ¹
ïðîäîâæåííÿì âiäîáðàæåííÿ f . Ïóíêò â) äîâîäèòüñÿ
àíàëîãi÷íî.

Íåîáõiäíiñòü. Ïîêàæåìî, ùî ïiäïðîñòið p2(K1)
çàìêíåíèé ó ôàêòîð-ïðîñòîði X/K2. Ñïðàâäi, ÿêùî
K1 ∩K2 = ∅, òî p−1

2 (p2(K1)) = K1 � çàìêíåíèé ïiä-
ïðîñòið ó ïðîñòîði X. ßêùî K1 ∩ K2 ¹ îäíîòî÷êî-
âîþ ìíîæèíîþ, òî p−1

2 (p2(K1) = K1 ∪K2 � çàìêíå-
íèé ïiäïðîñòið ó ïðîñòîði X. Îñêiëüêè ïiäìíîæèíà
p2(K1) ¹ çàìêíåíîþ ó ôàêòîð-ïðîñòîðiX/K2, òî çâó-
æåííÿ p2|p−1

2 (p2(K1))
¹ ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿì. ßêùî

K1 ∩K2 = ∅, òîäi p2|p−1
2 (p2(K1))

= p2|K1 , îòæå, âiäîá-
ðàæåííÿ p2|K1 ¹ ôàêòîðíîþ ái¹êöi¹þ, òîáòî ãîìåî-
ìîðôiçìîì. ßêùî K1 ∩ K2 ¹ îäíîòî÷êîâîþ ìíîæè-
íîþ, òî p2|p−1

2 (p2(K1))
= p2|K1∪K2 . Ó öüîìó âèïàäêó

âiäîáðàæåííÿ p2|K1∪K2 ¹ ôàêòîðíèì. Îñêiëüêè îá'-
¹äíàííÿ K1 ∪K2 ¹ áóêåòîì, òî çâóæåííÿ âiäîáðàæå-
ííÿ p2|K1∪K2 íà ïiäïðîñòið K2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì [3,
Âïð 2.4.12]. Îòæå, âiäîáðàæåííÿp2|K1 ¹ ãîìåîìîðôi-
çìîì. Íåõàé f : K1 → G � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó K1 ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó G.
Îñêiëüêè ïðîñòiðp2(K1) ãîìåîìîðôíèé ïðîñòîðóK1,
à ïiäïðîñòið p2(K1) ¹ G-ðåòðàêòîì ôàêòîð-ïðîñòîðó
X/K2, òî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ f1 : X/K2 → G, ùî ïðî-
äîâæó¹ âiäîáðàæåííÿ f = p2 ◦f . Ðîçãëÿíåìî âiäîáðà-
æåííÿ f2 = p2 ◦ f1. Òîäi f2|K2 = (p2 ◦ f1)|K2 = const.

Íåõàé X � òèõîíîâñüêèé ïðîñòið, f : X → Y �
ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Íàéñèëüíiøà ç óñiõ òèõî-
íîâñüêèõ òîïîëîãié íà ìíîæèíi Y , ùîäî ÿêèõ âiäîá-
ðàæåííÿ f ¹ íåïåðåðâíèì, íàçèâà¹òüñÿ R-ôàêòîðíîþ
òîïîëîãi¹þ íà ìíîæèíi Y (ïîðîäæåíîþ âiäîáðàæåí-
íÿì f). Ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íà-
çèâà¹òüñÿ R-ôàêòîðíèì, ÿêùî òîïîëîãiÿ ïðîñòîðóY
çáiãà¹òüñÿ ç R-ôàêòîðíîþ òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ
âiäîáðàæåííÿì f . ¥
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Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé X � òèõîíîâñüêèé ïðîñ-
òið, K1 i K2 � îðòîãîíàëüíiG -ðåòðàêòè âX, p1 : X →
→ X/K1, p2 : X → X/K2 � R-ôàêòîðíi âiäîáðàæå-
ííÿ. Òîäi ïiäïðîñòið p2(K1) ãîìåîìîðôíèé K1 i ¹
G-ðåòðàêòîì R-ôàêòîðíîãî ïðîñòîðóX/K2, ïiäïðîñ-
òið p1(K2) ãîìåîìîðôíèé K2 i ¹ G-ðåòðàêòîì R-ôàê-
òîðíîãî ïðîñòîðó X/K1.

¤ Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïiäïðîñòîðèK1 i K2 ¹ îð-
òîãîíàëüíèìè G-ðåòðàêòàìè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
X. Ïîêàæåìî, ùî ïðîñòið p2(K1) ãîìåîìîðôíèé K1.
Çà òâåðäæåííÿì III. ìà¹ìî, ùî |K1 ∩ K2| ≤ 1. Òîá-
òî, âiäîáðàæåííÿ p2 : K1 → p2(K1) ¹ ái¹êòèâíèì. Ïî-
êàæåìî, ùî öå âiäîáðàæåííÿ ¹ R-ôàêòîðíèì. Íåõàé
u : p2(K1) → R � íåïåðåðâíà äiéñíîçíà÷íà ôóíê-
öiÿ òàêà, ùî êîìïîçèöiÿ u1 = u ◦ p2 ¹ íåïåðåðâíîþ.
Îñêiëüêè ïiäïðîñòîðè K1 i K2 ¹ îðòîãîíàëüíèìè ¹
G-ðåòðàêòàìè ïðîñòîðóX, òî iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíê-
öiÿ v1 : X → R, òàêà, ùî v1|K1 = u1 i v1|K2 = const.
Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ v1 ¹ ñòàëèì íà ïiäïðîñòîði

K2, òî iñíó¹ ôóíêöiÿ v : p2(X) → R, òàêà, ùî v1 =
= v ◦ p2. Ôóíêöiÿ v ¹ íåïåðåðâíîþ, îñêiëüêè âiäîá-
ðàæåííÿ p2 ¹ R-ôàêòîðíèì, à îòæå i ôóíêöiÿ u =
= v|p2(K1) ¹ íåïåðåðâíîþ.

Îñêiëüêè R-ôàêòîðíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ çà-
äàíå íà òèõîíîâñüêîìó ïðîñòîði, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì
(äèâ. [6]), òî ïðîñòið p2(K1) ãîìåîìîðôíèé K1.

Ïîêàæåìî, øî ïiäïðîñòið p2(K1) ¹ G-ðåòðàêòîì
R-ôàêòîðíîãî ïðîñòîðó X/K2. Íåõàé f : p2(K1) →
→ G � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó p2(K1) ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó G. Ïðèéìå-
ìî h = f ◦ p2 : K1 → G. Âiäîáðàæåííÿ h ïðîäîâ-
æó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ h1 : X → G
òàêîãî, ùî h1|K1 = h i h1|K2 = const. Îñêiëüêè
h1|K2 = const, òî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ f1 : X/K2 → G
òàêå, ùî h1 = f1 ◦ p2. Íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåí-
íÿ f1 âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ h1 i
R-ôàêòîðíîñòi âiäîáðàæåííÿ p2 (äèâ. [2]). Îñêiëüêè
f1 ◦ p2|K1 = h1|p2(K1) = h = f ◦ p2, òî âiäîáðàæåííÿ
f1 ¹ ïðîäîâæåííÿì âiäîáðàæåííÿ f . ¥
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In the paper we consider generalized retracts related to topological groups. Methods for const-
ructing examples of generalized retracts are presented and their applications to the theory of
the free topological groups is given.
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