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�����#��)��)�4#�	�$)������������'���
�����$1�����������!����4$�#������������������4#�	�$
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�����4+"/,&��������#���������������3%*%#%1 
!���"��������������-����������������&�� 

�����������7���������������5�����5�6���4��

3�����������4�������2��52���4������� 

 :#��;��������%��	����	��������,�����"��������

� 

��-'	/�+(�� ���#'�(�)���� 0�(�"� 0%(�0%(�)��'�� ���*+� 1%'%(�0%*�&�9� �#+$��-
-&�/-%��9� *�*(�0�� :�� 1%-+,(
*/� �%� &���#�*(%�� � # &�/�
� �%'#%�$%� "#+'�'�� #�"+��
�%&�"�����#��	%"�� *�	%"%��/�# &�/�
�#+9+�+�	 � ���9�#�$�0%9�#�1�(���%*�&��9�  �
%�(�&��9�"&�0%*�&�9�*�*(�0���*(+�%	
��'�� ��1�#(%	
��'��(�� &� 

An energy method of mathematical description on multi-mass and elastically 
connected mechanical systems, based on the use of Lagrang equations of second family, is 
considered. The composition of equations of motion in linear regimes of work in passive and 
active two-mass systems of progressive and rotatory types are given as examples. 

4���&��&��	��������	���&������	���	��&��������	&�&������	&���#����&� ��5 �
����	�� ��	������ (������ �������� ������������� ����	��	
� &����  �–4]. ��	� ���&��
���(��������%���	��&����������������&�	&������������	&� �� ������	&���#����&�� ������
���������� �������� ����� �-��� �&���� ���&��	������ �������� (�����&�����"� �	��&	��%��
������$����� �� �� ��������!����	��&�����&���� �	���	��������� ������������������ ��������
����������������������	����� 

������ �	�
���� ��=∀++=  ,                                     (1) 

�� � ( )��� �� =  —�����������������'����	����������$���� �-
��&������&��	��������������

�������
������	���������� 
4�� �����"� ����	�	� ��� �������� �����
��� ���� �� ������
��� �
� � �� �	�	���	��� �	�  

�	�	�����������������-
������
�	
��&����	��&	�������������������������	�	�Qi : 
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������U –����������������	������������
�������"�(�����&�����"��	��&	��7 –��������%��
�������$����������(����������'�����	���������������	��&����	�	���	������������+����qi 
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� ���  –�����������������	���	�������������������������&�%���������������"�'�	��������-

����&�������&��	�������������� 

�*��&� �#�-#%9+���& � *� && "��.���/��#���	���� �������� �	�����$������	��&��-
�	&	� ������&	��%�� �������� ����&���������� ����� �������	�� �����
�	��&�����	�-
���"� ������������"� ��&	� �	��&	�� �����"� U �� 7� �������� ���� �����������"� �	��&	� ��
��#������ ��� ��� ����	��	&	�� ���� �� �� �	��&���	&	� ������&	��%�� �	��������� ����� �	���	��
�����	���������������������������#�����	�������
����&��	���	�������	&� 

��	� �����������&�� �����&�$&��� ������ �������� === �  –� ����������� ����
��� �	����

��&�%���� ��'�	����������	��(�������&�������� ������ ������ ω=ϕ== �  –������������

����	���	
�&�&����������������� ���������'�	������� i-��� �����
������&�����)���������
�������	��������������	��������������W����������!�����"��	��&	�����	&�$&� 
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��mi – ���������&�����-��������
������&�����	��&	�� �−= ��  – �������������	��	��
����������(��	�(�����&�����"��	��&	��������
������	������������ 

��	��(�������&������ 

�
���

�

�
�

�



�

������

�

�

��

∑

∑

=

++

=

ϕ−ϕ
=

ω=

�

�
��

�

�

�

�
 

    ∑
=

++ ω−ωβ
=



�

������
�

��
�

�

�
��

�
                                                    (4) 

��Ji –�&�&��������"��-����&�������&��	�����������������	���������������&�����&���
����������"� �(�������"� ��&	� (�����&�����"� �	��&	�� �� ++ β �������� ��  –� �����������

����	���������������� �� �#���� ����� �����&�����&��� ��#��������� � �-
� ��� ��$�-
� � �����
���
�&��	��(��������������� 

����
��&��(�������	�����&���	�������&����	������ �/���������������������������
���	��������	���	�	����������������&��	���	  ��� �� =   ��(�������	����� 

!���"
��

��
� ��

�
���� �=∀==                                            (5) 

( )�����
 ����� −=  
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( ) ( ) ����������� �����������
 ������ −=∀−+−−= ++−−  

( )!���� ������
 −−= −− ��                                                    (6) 

( )����	 ����� −β=  

( ) ( ) ��������� �����������	 ������ −=∀−β+−β−= ++−−  

( )���� ������	 −β−= −− ��                                                   (7) 

���ai  –�����
����	���������-����&�������&��	�������������� 

4���(�������	��������/���(��������������������
�	
��	� � ,  ������
������
 � 
�� �	�	���	��	
� �� � &�&��	� �(������� �� ����������&� ��� ��	� ��� �� � = � &�����

���������	
��	����� 

!����
��

�
�� ��

�
���� �=∀ε=ω=                                             (8) 

( )
( ) ( ) �������
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�������������
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������

�����

−=∀ϕ−ϕ+ϕ−ϕ−=

ϕ−ϕ=

++−−
 

( )��� �������
 ϕ−ϕ−= −− ��                                                  (9) 

( )
( ) ( ) �����

��

������������	

�	

������

�����

−=∀ω−ωβ+ω−ωβ−=

ω−ωβ=

++−−
 

( ) �� �������	 ω−ωβ−= −− ��                                                (10) 

���εi � –���������	���������-��������
������&������������ 
4	��&���� �-��� �����
����� �&���� ��������!�����"� �	��&	� �	�����$����� 
����

����	���������$���,  ��&������������
�	&	��	��&	��(��&�&���&	��4���������������
����	������F	� �   �  (1)  ���	&�$&���������� 

( ) �������� �	�
���� �=∀+−=                                      (11) 

��� ������� ��	�� �� ����������&� ��–��� &����� ������	� ��������� ����� ���$"� ����
��"�
(�����&�����"��	��&	� 

 ������$&�����&��	���–����������������������������������&����	� (n = �����	��	��
( �� �� =≠ ��� �������	��	���� �� �� ≠≠ ��� ��&������	���	��&����5 � 

�%*�&� � "&�0%*�& � *�*(�0�. ��	�&���������� �	��&��	� ��(��	��&�����&��� �+5) 
�	��&� ����������� ������ ����	�� ���&	����	�� &������� ��(������ �	��	�	� ���(�	������
����������&��	� �mi ,  ����������	����	������	��&���������������� �f  (�(����������	��� µ 
���������(�����������������	������	��&��	������'�������������'��������(#$������	���������
F�, ���� �	�	����� ���� ���� ��(��	�� ������ &������� ���	����� �������� +5� ������	���
����(����������	��&��������������������	����&��,��(�	������������(���$�&����-
������ ������"� ������� ���	��� &��� ������	&	� ����	��&	� (�����&�������� /�� ��-
���&�������"��	��&	��5���������������	&���$������������������������, �#������������
�β, ������	��	���	���������	�������������������	���—�����������∆ϕ��&�������"�����	�	. 
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��	����������	��&��	�&�������"�����	�	������	
�&�����&����5 ���&������������-

���������	����������������������&����%��������$����� ��� �������	�� �����
�	��

�&������ �������	�� &��� ��(��� �����	&	� ��#����&	�� �� ��������	
� ���	&� �� ���-

�	��	&�������&���������������	��&�� 

!� ��������&���	������(�������	������������
�����/����	�������&����������-

������������� ��#�����	������������������&��������������	�	�����
�	����	����������-

���� ������������� ��&�� �������������� ����� �������	��$����� �	��&	� � Fi�� &���&	� mi, 

����
����������������ci  ���#���	&�����&�βi. 

 ���&���&������������	�� �����	������������
�����/���������	����������������-

��������������(��� [5],�������$������������
�	������–�������	������	��������������
�	��

�	������	�� ��	������ ��4�� �� ��4��� ���#����	�� &��� ��(��� �����%�� ��&�%������� ���

���������������&	� &�������������������������&��4��������	��������/����&��������"�

����������	���(����������������������������������������	��� �������� ������	���4��

(Q2 = F2 = 0, ����	������������	&������������	����&�%���+5� �&���� �������	�	 

����
�������	��������&��������	��&�����	�� 1). 
 

 
 

���. 1. ��������	��� ����� ����#��� �������  ��������� ���
��� 
 

����	�� ������������m1 –�&�����������"�����	�	���4�� �� ���������&���4���m2 – 

&���� ������� +5� ����
����� �������	����� �� ��������� ����	������4��  �"� F1 – 5+� 

��	������	��%������	��$�������4���F�12 –��	���������"����$&���"���(��������"���������

%�� ����	��$����� ���� &��� ��'��� �� ������� &����� ���� ��$�� ��	������"� ��	����"�

�����'���"��	�	�F1 – Fc1; Fc1,  Fc2 –��	�	���������&�%���������	�������	�	������'������

������ ���	���� �� (���� ������&���� �� ��	&��� &�����(��(�	� ��%��� ���� �� ��'�&��

��(�	����� ���(��������� ����
�	&	�� V1, V2 –�'�	������� ����
����� ��&�%���� �����-

��������'�"��������"�&��� 

4���������������"���&	�����
��"��	��&	���	����	����������������	����	&����� 

����� 	
�� ���� +=≡  

� 

����� 	
�� ���� +=−≡  
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�	�	�������"����$&���"�&�����'��� �m1� ��������� �m2�&���&	��)������������� (5)–(7), (11) 
���	'&����������������������������������
��"����&�����"��	��&	 

( ) ( )











==

−β+−=−=

−−=

−−=

��"��"

��������

���"

����"

��

��

��

����

����������

����

�����

��

                                       (12) 

���F��  ���F��  –��	�	���������&�%�������	���������������������'�"��������"�&��	� 
��� �	�� 2 ��(������ ������������� ��&�� ���	���"� �Q2 = M2 = 0� ���&�����"�&�������"�

�	��&	� �(���������� ����� ���5 ��%�� ���������$� ��������!�����&��/�� ��	����� ������������
�	���������������������	������
���$�������������	��������&������	
����� 

 

 
���. 2. ��������	��� ����� ����
��"��� �������  ��������� ���
���� 

%�� �����
 ������ ���&�� �� ���� ������ ��� ���� ����� ����
	�# ����  
'� �������&
"�� ��� ��� ��(�� �  ����� ������� ������ 

�  �&� ��	�� ����� ���� ����� �����(�"��� �����
� %1 – %�� 

 

4��� ������������"� ��&	� ���&�����"� ��������!�����"� �(�������"� �	��&	� ��	�� 
�	�����������������	����	&����� 

��� 	
�� ���� +=≡  

� 

��� 	
�� ���� +=−≡  

&�&��	�������"����$&���"�����������	
�����&�����'������������&����	&	�&���&	��%��
������$���	���	&	�&�&���&	������"�������������J1  ���J2���)���������������������������� 
(8)–�������	'&������������(������������������������"����&�����"��	��&	 

( ) ( )











ω=εω=ε

ω−ωβ+ϕ−ϕ=−=

−−=ε

−−=ε

��

����

����

�����

����

��

��

����

����������

����

�����

��

                         (13) 

��M�1  ���M�2  –�&�&��	��������(����������	���������������������'�"��������"�&����	��
&�����M1  –��(������	
�&�&�����'������	������ 
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��	���������������������&�������
�����	���∆ϕ�  ��	����	�� �������M�  ���	&�$&��  

( )










ϕ∆
<ϕ−ϕ=

ϕ∆
>ϕ−ϕω−ωβ+





 ϕ∆

−ϕ−ϕ=

#����

������

�
�

�
�

�
��

�
�

��

��

����������

 

��(�&�%� "&�0%*�&%� *�*(�0%�� "&�"&�'+����� 	 � ����� ��� -� ��2� "	/� �	��(#�-
�#�&�" &���"%). �����&�� ����������� ������������� ��&�� �� ���	&�$&�� ����������	��-
&��	�+5��������	����	&�����
�	&�/�������������������	������������&�����(��(�	� 
��������� ����	%��"� ���������� )��	
�/�� ���5 � ���������� �� ��(����  �"� �� ����%��� �(��

��������������(�	����
�����������"��������	
�����	�� 1. 
����
�������(�������
������&�������"��	��&	����5 �–��������������&��(#$��	����

�������	� ����� ���#����� �� ����&� ��	��"� ���������� ���������� ���� ����&���"� �� ������

�����������-��&�%����� /� ��(����  �"� ���������� %�� &��	���� ���	����� &�������"� �	��&	��

�������������	����$��	�����������������������
�������	���������	�����������%����	���������

���	������� ,����� ���� ����������� &�����&��  �"�� %�� ��������$������ &���	������ ����
�����

������������ �	���������	�� �������� ����� �������&	� �� �� (���	� �� +5� ���� �&��	� ����
�����

��(�	�������	���	���	��������F��, i %���� ���	���	��� �����������	��	�����(�	����
�+5� ��

��	��%����������	��	�����&�����������	����∆X2 = -∆:���������!�����"�&�������"��	��&	�
���� ��������� ���
��"� ��������	� :2 = :1� ��� �����	����� ����� +5� �� ��&������	�� ��	&���

&�����(��(�	�� 2� �������$� �����
������ ��(����	�� ������$����� ����������� �i = c = const 

���� ��= �����#������������βi  = β  =  const  ���� ��= ��������������∆X2�������	������&���
����� 

 �����������&�������(��&����	������	��%������������	
��������	���"��Q1 = F1 ≠ 0, 

Q2 = F2 ≠ �����&�����"��	��&	������������"�+5��%����������$����������'�&����(�	��-
���&�������	���	�����
�	&	��	���������	&	���������&	������������������"�������������"�

��&	��	��&	�$��������	�	&���	��	���������	��"��������	�����	��� 
+������������ ��&�� +5�� �������� �� ����������&� ���(�	����
� ����������"� �����	���-

���������
�������������!��������/���������������������	������	�� 1, ��(����������	�� 3. 
����	���	���������������	���������������F2 – 5+����	������	��%��������$�������4���

F�1� �� F�2 –� �	�	� ������"� ���$&���"�� %�� ����	������ ���� &��� ��'��� m1� ��� ������� m2 
&���&	� ���� ��$�� ��	�����	�� ��� �	�� ���������	�� ��	���	�� �����	�� ���	��� F1- Fc1� �� 

F2- Fc2; c, β –  ������$��	���������������#����������������$"�����	�	������%��������$�����

�� ���	����� �������	�� ����	�� ��	� ���&�� ���&��	&��� �������	� ��������� �� ��4�� �����&��

��������	
� ��� �������&�� ����������� ���#�����
� �� ��������� ����	������4��� ��� ��	� ������

���������"�5+��F2, ��	������"����(���	����&����m2������������������&	�&�����	�����������&��

���&����m1�(�������	��	����-F2��������������$��F2������	�	����������	������������&�� 
4������������������������������������+5����������������
���&�����	���"����&�����" 

�	��&	�� ��� ��'�� ������������� �����	����� �1 ��	
���� ��������� �(������� ��-
&�%���� �:1  �&������� ������ ��������� �������&	� �� �&���� m1): �1� ��:1,� �� ��� ������ �2 – 
�(�������������������������  :2  �&����������������������(���	� ��+5� �&����m2), 
��(����2 =�:2. 
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���. 3. ��������	��� ����� �%  

�  �� �������� ����#��� �������	������ )�  
 
)��������������	���	�������������&��������	&�$&���	��&�����������������������������+5 
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������ β=β ′′+β′=β=′′+′= �� ����  (14) 

���x11, v11 ��x12, v12 –�����
�����&�%������'�	���������'�"�&��	 m1�������$����	�����	��
�	�����	���	����������������&��	�m1���������&	�����&��	�m2 �(��������x21, v21 $��22, v22 – 
����
��� ��&�%���� �� '�	������� �����"� &��	� m2� ��� ��$�� ��	�����	�� �	��� ��	���	��
��������������&��	�m1�� m2; c12, β12 –�������$��	���������������#���������������� 

��	��	�	� �� ��	����	� ������	������ ��'���� �������� ����� &������	�� ������-
��!����	���	��&����������&�������&	����(��	����������������(����� ����"� 
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��*��&���� �����	��	
� &���� ���������� �������� ����� (�����&����	�� ������-
��!����	���	��&����������	
�����	���	��������������������������������������$����������-
�	&� �����	�������
�	&������(�&�&�����������	��&��	�&������	���	��&������"������-
����������	���������5�����������$����	��������������������������	&����	�&��&��	����
&�����������	��	������������	��	��&������	���	��&����5 ������������������(����������
������������
�	����	&�����(��	��)��	
����������������� ������������	�����&����������
�������������&��&���������
�	���	��&����&	����	����(�������&������	���	��&����5 �
����	�� ��	������� ����&�� (�������	����	�� ������
�	�� ����
�	�� �� �(������	�� �����-
��	��������������������������	�������������	
 +5. 

1. &#��1��������/�	���������*�����	�� ������� #���������������#���������� – ����

1971. – 304 �� 2. %����� 8�%��� ����0����� ��7��� <��	���!� �/�������#���������� ��"�����

������	�� �� ���������� – ���� ������ – 400 �� 3. *�����	�� #���������� ��"������ �� ����&�������
��%���	���!������������4���������;�%��������8�5�=����!���– �������	��– 336 �� 4. &�!��	�����%���

����������������������� #���������� ���	�������������� – &��������	�� ������ – 144 �� 5.�:#��- 
;�� ������ %��	����	�� ������ ,�����"� ����� *������#���
� �$�$
��
� ��	����!�
� ������$
� $��
��#(���������$!���������	����������	���������$���������"��"�����������$���$���0���)�
��!����$�� –�&��� ������ ���%����	��.�-���-#"������5�5�� ���
!������� �� 	���"����� #��#����
�������������������	����������������	������1�"	���–���, 1987. – 352 �� 7. %����	��.�-���

����������������'�������!��	���	���"���
�� !�"������"��������#�����– ����������– 256 �� 
 
 
 

����������� 

��7.��%1%������.�?�'�"�������.��%"%� 
����������	
�������	���“��������������������”, �������) � 

�����5��5����������������������5� 
������������������6��4������ 

��9�"�����>���2���������3�������
�������

� 

2%�#�����&%����%� &��	
�&+�0%(�0%(�)�+�0�"�	
���	%0 ��&%��'���	��(#�-
0%'��(%� *�	
��9� ��	 &�� � $��	;*���� �#�0 $��� ���*+,(
*/� # &�/��/0�� �&%- -
*(% ��%#��'�� �	��(#�0%'��(��'�� ��	/�� %� #�.(%� ���*(#+� !� –� # &�/��/0��
�	��(#�0%'��(��9�� 	���%&�"����#�-+	
(%(����0�’;(�#��!�*�0+	/ !� 

Mathematical model for nonlaminated high field electromagnet is proposed. 
Electromagnetic state of the electromagnet air gap is characterized by quasi-stable 
electromagnetic field equation and state of the rest of the electromagnet body – by 
electromagnetic circuits equations. Computer simulation results are submited. 

/	&��������� ������	�� ����&����� &���������	�� &��������� ���������� ��� ��������
��
������'	����&��	��	�����&���������������	����������&����&��&������&��������
�	���	�������	� �����&����� �����
����� ����&�� �� ���������� &��	&� &��������	&�

���&����&� ���–	�� &&� �� ��������� �����������$�� ������	�� �������	����� #�����������
�����&���������	������(�������	�������������&��������������H = 2000–������*&&��

�	�����
�������������������&���������&� ���&����� �". 
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