
ÂIÑÍÈÊ ÍÀÖIÎÍÀËÜÍÎÃÎ ÓÍIÂÅÐÑÈÒÅÒÓ
�ËÜÂIÂÑÜÊÀ ÏÎËIÒÅÕÍIÊÀ�

�Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè�
� 518, 2004, c. 35�36

JOURNAL OF LVIV POLYTECHNIC
NATIONAL UNIVERSITY

�Physical and mathematical sciences�
� 518, 2004, p. 35�36

ÄÎ ÏÈÒÀÍÍß ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖI� ÎÄÍÎÃÎ ßÄÐÀ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ
IÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß

Ì. Êðèâöóía, Ì. Ôèña, *, I. Ëèñèéa, Ì. Ãðèëèöüêèéb

aÍàöiîíàëüíèé óíiâåpñèòåò �Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà�
âóë. Ñ.Áàíäåpè 12, 79013, Ëüâiâ, Óêðà¨íà

bÄíiïðîïåòðîâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò
çàëiçíè÷íîãî òðàíñïîðòó

(Îòðèìàíî 18 ëèñòîïàäà 2004 ð.)
Óòî÷íåíî àïðîêñèìàöiþ ÿäðà ñèíãóëÿðíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ïiâïëîùèíè ç

ïðÿìîëiíiéíîþ òðiùèíîþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî ãðàíèöi.
Êëþ÷îâi ñëîâà: àïðîêñèìàöiÿ, ÿäðî, ñèíãóëÿðíèé, ôóíêöiÿ, iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ.
2000 MSC: 34A37
ÓÄÊ: 519.2, 517.9

Âñòóï
Ïðîáëåìà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèíãóëÿðíèõ iíòåðã-

ðàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ðîäó çà äîïîìîãîþ àï-
ðîêñèìàöi¨ ÿäðà ¹ àêòóëüíîþ, îñêiëüêè ïðè âäàëié
àïðîêñèìàöi¨ ìîæíà çíàéòè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ, òîáòî ôîðìóëó îáåðíåííÿ. Ïóáëiêàöi¨, â
ÿêèõ äîñëiäæåíî çàëåæíiñòü òî÷íîñòi ðîçâ'ÿçêó ñèí-
ãóëÿðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿííü âiä òî÷íîñòi àïðî-
êñèìàöi¨ ÿäðà, àâòîðàì íå âiäîìi. Ó öié ðîáîòi çàç-
íà÷åíó ïðîáëåìó ïåâíîþ ìiðîþ ïðîàíàëiçîâàíî.

ßäðî ñèíãóëÿðíîãî ðiâíÿííÿ çàäà÷i òåðìîïðó-
æíîñòi äëÿ ïëîùèíè iç ïðÿìîëiíiéíîþ òðiùèíîþ,
ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî ãðàíèöi, ìà¹ âèãëÿä [1]

K (t, x) =
8t2x

(t− x) (t + x)3
, t ≥ 0, x ≥ 0. (1)

Ôóíêöiÿ tK (t, x) ¹ îäíîðiäíîþ ôóíêöi¹þ íóëüî-
âîãî ïîðÿäêó, òîáòî ¹ ïî ñóòi ôóíêöi¹þ îäíi¹¨ çìiííî¨

tK (t, x)=f (u)=
8u

(1− u) (1 + u)3
, u =

x

t
, u ≥ 0. (2)

Íàáëèçèìî ôóíêöiþ f(u) íàéïðîñòiøîþ ôóíêöi¹þ
ϕ(u), ùî àäåêâàòíî âiäòâîðþ¹ ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ f(u)
íà êiíöÿõ ïðîìiæêiâ íåïåðåðâíîñòi, à îòðèìàíà ïðè
öüîìó àïðîêñèìàöiÿ ÿäðà (1) äà¹ ìîæëèâiñòü îáåð-
íåííÿ ñèíãóëÿðíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî
ðîäó, òîáòî

f (u) ≈ ϕ (u) =
aub

1− uc
, (3)

äå a, b, c � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ïðè÷îìó b<c.
Ôóíêöiÿ f(u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâóf

(
1
u

)
= −u2f (u),

âíàñëiäîê ÿêî¨
1∫

0

f (u) du = −
∞∫

1

f (u) du. Âèìàãàþ÷è

âèêîíàííÿ àíàëîãi÷íî¨ óìîâè äëÿ ôóíêöi¨ϕ(u), îòðè-
ìó¹ìî, ùî b =

c

2
− 1.

Ïàðàìåòðè a i c çíàéäåìî iç óìîâè ðiâíîñòi äåÿêèõ
iíòåãðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ôóíêöié f(u) i ϕ(u),
ÿêèìè, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi öèõ ôóíêöié, ëîãi-
÷íî âèáðàòè îá÷èñëåíi iç òî÷íiñòþ O(ε2) íåâëàñíi
iíòåãðàëè

I (ε, f) =

1−ε∫

0

f (u) du = ln
(

2
ε

)
− 1

2
− ε

2
+ O

(
ε2

)
,

I (ε, ϕ) =

1−ε∫

0

ϕ (u) du =
a

c

[
ln

(
2
ε

)
− ln

( c

2

)
− ε

2
+ O

(
ε2

)]
.

(4)

Âèìàãàþ÷è ðiâíîñòi öèõ iíòåãðàëiâ, iç âêàçàíîþ
òî÷íiñòþ çíàõîäèìî, ùî a=c, c = 2

√
e.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è (2) i (3), çíàõîäèìî

K (t, x) ≈ cx0.5c−1t0.5c

tc − xc
. (5)

Ïî ñóòi ñïðàâè, àíàëîãi÷íó àïðîêñèìàöiþ ÿäðà
îòðèìàíî iíøèì ñïîñîáîì â ðîáîòi [1]. Àëå ëåãêî ïå-
ðåêîíàòèñü, ùî ïðè çíàéäåíié ó öié ðîáîòi ñòàëié
c =

2π2

π2 − 4
÷ëåíè ïîðÿäêó Î(1) â iíòåãðàëàõ (4) íå

çáiãàþòüñÿ. Õî÷à ïîðiâíÿíî çc = 2
√

e âiäíîñíà ïîõèá-
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êà öi¹¨ ñòàëî¨ ñòàíîâèòü òiëüêè 2%.
Ç ìåòîþ äîñëiäæåííÿ âïëèâó âåëè÷èíè ñòàëî¨ íà

òî÷íiñòü àïðîêñèìàöi¨ (4) îá÷èñëèìî ñåðåäí¹ êâàä-
ðàòè÷íå âiäõèëåííÿ ôóíêöi¨ f(u) âiä ϕ(u), ÿêå ç óðà-
õóâàííÿì ¨õ âëàñòèâîñòåé ìîæíà çàïèñàòè òàê:

I (c) =

1∫

0

[f0 (u)− ϕ0 (u)]2 · (1 + u2
)
du,

äå

f0 (u) =
u2 + 4u− 1

(1 + u)3
, ϕ0 (u) =

c · u0.5c−1

1− uc
− 1

1− u
.

Ïðè îá÷èñëåííÿõ äëÿ ôóíêöi¨ϕ0(u), ÿêà ìà¹ â òî-
÷öi u=1 óñóâíó îñîáëèâiñòü, âèêîðèñòîâóâàëîñü àñèì-
ïòîòè÷íå çîáðàæåííÿ

ϕ0 (1− ε) ∼= 1
2

+
10− c2

24
ε + O(ε2).

Âíàñëiäîê îá÷èñëåíü çíàéäåíî, ùî

I (2
√e) = 0.001523, I

(
2π2

π2 − 4

)
= 0.001773, (6)

òîáòî ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ àïðîêñèìàöi¨,
çíàéäåíî¨ â ðîáîòi [1] â 1.18 ðàçiâ ¹ áiëüøèì, à âiäíî-
ñíà ïîõèáêà ñòàíîâèòü 18%. Òîìó çíàéäåíó â ðîáîòi
àïðîêñèìàöiþ ìîæíà ââàæàòè òî÷íiøîþ. Ïðî öå òà-
êîæ ñâiä÷àòü îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ iíòåíñèâíîñòi
íàïðóæåíü

k1 =

√
2c

π

1∫

0

tndt√
1− tc

, n = 0, 9, (7)

äëÿ êðàéîâî¨ òðiùèíè, íà áåðåãàõ ÿêî¨ çàäàíi íàïðó-
æåííÿ xn, òî÷íi çíà÷åííÿ ÿêèõ çíàéäåíî â ðîáîòi [2].

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Òî÷íå 1.1213 0.6828 0.5254 0.4409 0.3867 0.3484 0. 3196 0.2968 0,2782 0,2627

c = 2
√e 1,1198 0,6828 0,5269 0,4420 0,3870 0,3486 0,3197 0,2969 0,2784 0,2629

c =
2π2

π2 − 4
1,1256 0,6851 0,5269 0,4420 0,3876 0,3491 0,3201 0,2972 0,2786 0,2631

Íàâåäåíi â òàáëèöi çíà÷åííÿ k1 äëÿ ñòàëî¨
c =

2π2

π2 − 4
îòðèìàíi â ðîáîòi [1], à äëÿ ñòàëî¨

c = 2
√ e îá÷èñëåíi ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè

1∫

0

tndt√
1− tc

=
c + 2 (n + 1)

c

1∫

0

tn
√

1− tcdt. (8)

ïðè öüîìó çíà÷åííÿ k1 äëÿ c =
2π2

π2 − 4
, çíàéäåíi çà

ôîðìóëîþ (8), çáiãàþòüñÿ iç îòðèìàíèìè â [1].

Âàðòî âiäçíà÷èòè òîé ôàêò, ùî ñòàëi âiäðiç-
íÿþòüñÿ çíà÷íî áiëüøå, íiæ êîåôiöi¹íòè iíòåíñèâ-
íîñòi. Àíàëiç ïîêàçó¹, ùî ìàêñèìàëüíà âiäìiííiñòü
k1 ïðè n=0 ñòàíîâèòü âñüîãî 0,5%.
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