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Наведено результати дослідження методу визначення динамічних характеристик 
стрижневих металевих конструкцій та їхнього розрахунку при посиленні. 

In the article there are the resulted results of research of method of determination of 
dynamic descriptions of bar metallic constructions and method of their calculation at 
strengthening. 

 
Актуальність проблеми. В процесі ремонту, реконструкції та посилення конструкцій 

можуть істотно змінюватись їхні динамічні характеристики. Внаслідок збільшення мас елементів 
посилюваних конструкцій, зміни статичних схем та регулювання зусиль, попереднього напруження 
в результаті посилення змінюються частоти і форми їхніх власних коливань. Виявлення законо-
мірності таких змін внаслідок регулювання зусиль вимагає проведення додаткових досліджень, що 
необхідно для отримання даних для практичних розрахунків з метою уникнення при динамічних 
навантаженнях явищ резонансу. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Посилення металевих конструкцій розглядається в 
багатьох науково-технічних публікаціях. Найефективнішими методами посилення є зміна конструк-
тивної схеми [1] та регулювання зусиль [2,7]. Методи розрахунку динамічних характеристик 
сталевих конструкцій, посилених з регулюванням зусиль, в існуючій технічній літературі відсутні. 
Загальну оцінку існуючих методів дослідження частот і форм власних коливань стрижневих систем 
наведено в роботі [3], де порівняно їхні переваги та недоліки і запропоновано методику визначення 
частот власних коливань рам з нерухомими вузлами, за якою можна отримати точніші результати. 

Не вирішена раніше частина проблеми. Для стрижневих систем посилених з регулюванням 
в них зусиль, складання розрахункових схем і визначення динамічних параметрів вимагає деталь-
нішого вивчення їх роботи з метою встановлення частот і форм власних коливань сталевих конст-
рукцій з вузлами, що переміщуються, ускладнених в результаті їх посилення. Регулювання зусиль в 
сталевих конструкціях зменшує їхню деформативність при статичних навантаженнях [7]. Кількіс-
ний вплив на динаміку сталевих конструкцій регулюванням зусиль детально не встановлений.  

Мета роботи. Метою роботи є дослідження закономірності виникнення форм і визначення 
частот власних коливань стрижневих систем, які посилюються збільшенням перерізів та зміною 
конструктивної схеми з регулюванням зусиль (попереднім напруженням). 

Виклад основного матеріалу. Регулюванням зусиль можна впливати на деформативність 
системи, що дає можливість регулювати частоти і форми її власних коливань. Стержнева система 
розглядається як набір невагомих пружних елементів, з’єднаних між собою у вузлах, які 
переміщуються в результаті її коливань. Переміщення і-го вузла (і = 1,2,3, ... , і) визначається ni 

незалежними узагальненими координатами 
Tn

iii
i

x,...,xx 


= 1
. Загальна кількість переміщень 
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(ступенів свободи) N визначається співвідношенням: ∑
=

=

I

i
inN

1

, де ni – кількість незалежних 
узагальнених координат, що визначають переміщення і-го вузла системи (і=1,2,3,…І). Вектор 
узагальнених координат системи Z  складається з векторів узагальнених переміщень вузлів системи 

TT
I

TT
X,...,X,XZ 


= 21 , до яких прикладені узагальнені ( )N,...,,jf j 21=  сили, зокрема реактивні 

сили від регулювання зусиль (попереднього напруження). Переміщення вузлів   ∑
=

=

N

k
kjkj fZ

1

δ , 

де δjk – матриця податливості посиленої (відрегульованої) системи, елементи якої являють собою 
зміщення системи вздовж  j-го  ступеня свободи, викликані одиничним навантаженням, що діє 
вздовж k–го ступеня свободи. Аналогічно розглядаємо непосилену систему. Нехай µj  (j =1,2, … , N) – 
міра інерції системи відносно j-го ступеня свободи (µj >0). Згідно з принципом Д’Аламбера 
складено рівняння руху  

  ( ) ( )∑
=

−=

N

k
kjkj tZtZ

k
1

&&δµ .                                                   (1) 

Розглянемо випадок, коли частина узагальнених мас µj дорівнює нулю. Тоді можна понизити 
порядок системи диференціальних рівнянь (1). Нехай 0≠

qkµ  і 0≠
pj
µ , а 0=

ljµ  і 0=
rkµ  

(p,q=1,2, … , M ; r,l = 1,2, … , N-M), тоді система (1) розпадається на дві системи диференціальних 
рівнянь порядку 2М для визначення узагальнених координат )M,...,,p(Z

pj
21=  

( ) ( )∑
=

−=

M

q
kkjkj tZtZ

qq,pqp
1

&&δµ ,                     (2) 

та 
ljZ  (і=1,2,…,N-M), відносно яких система інерцією не володіє  

( ) ( )∑
=

−=

M

r
kjklj

tZtZ
rrk,lq

1

&&δµ .                                                             (3) 

Після введення нових позначень 
qqpp kqkjpqjp mZy µδδ === ;; ,  (2) набуде вигляду 

  ( ) ( ) ( )∑
=

=−=

M

q
qpqqp M,...,,,p,tYmty

1

321&&δ                                    (4) 

Розв’язок системи (4) шукаємо у вигляді суперпозиції гармонічних коливань 
  ( ) ( )∑

=

+=
J

j
jjj,ii tsinYty

1

ϕω ,                                   (5) 

де jω  – кругова частота коливань, jϕ  – фаза, J – певне ціле позитивне число. 
Підставляючи величину ( )tyi , згідно з (5), у співвідношення (4), отримаємо J систем лінійних 

однорідних алгебраїчних рівнянь М – го порядку відносно амплітуд коливань  
∑
=

+=
M

k
jkjikkij YmY

1

2ω∆   ;          ( )J,...,,j;M,...,,iYij 2121 == .                                       (6) 

Якщо визначники цих систем дорівнюють нулю, з (6) випливає рівняння для визначення 
величин параметра 

2

1

j
j ω

λ = , при яких система (6) має нетривіальний розв’язок     

0=− EA jλ ,                                                                          (7) 
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де (7) є характеристичним рівнянням матриці А = D·M; тут D i M відповідно матриці одиничних 
переміщень і одиничних мас, Е – одинична матриця. У розгорнутому вигляді: 

0

2211

22222211

11221111

=

−

−

−

=

)m(...mm

............................................

m...m)m(

m...m)m(

jMMMMM

MMj

MMj

λδδδ

δδλδ
δδλδ

∆                 (7’) 

Після розкриття визначника отримаємо рівняння М-го степеня відносно λj, а розв’язавши 
його, отримаємо M значень jλ . Кожному значенню jλ  відповідатиме свій вектор Yj. Оскільки 

2

1

ω
λ = , то розв’язок рівняння (7’) дає можливість отримати спектр з М частот власних коливань. 
Отже, ми отримали рівняння частот (вікове рівняння). Перша нижча частота спектра є основною. 

Значення параметра 
2

1

ω
λ = , що задовольняють рівняння (7), є власними числами матриці А, 

максимальним значенням яких відповідають нижчі частоти власних коливань. Оскільки (7) є алгеб-
раїчним рівнянням порядку М відносно параметра λ , воно має М коренів jλ . Розв’язанням ijY  систем 

(6) отримуємо власні вектори матриці А, що відповідають власним числам jλ . Стосовно ступеня 
визначеності власних векторів, відповідних власному значенню кратності r системи лінійно незалежних 
власних векторів ( )r,...,,jX j 21=

r

, що відповідають кратному власному значенню, можна вважати, що 

вектор Z
r

, який є лінійною комбінацією векторів jX
r

: ∑
=

=

r

j
jj xcZ

1

r

r

, де jc  – довільні постійні, також є 
власним вектором, що відповідає тому самому власному значенню. Тому власні вектори, що відпо-
відають кратним власним значенням, отримані за допомогою різних методик, взагалі не обов’язково 
відповідають одне одному, навіть за умови, що вони однаковим чином нормовані. Несиметрична 
матриця А подібна в розумінні власних значень до симетричної матриці, що гарантує сутність її 
власних значень. Помножимо матрицю А зліва на діагональну матрицю F, справа на матрицю 1−F , де 

  

















=

Mm

...

m

m

m

F 3

2

1

.                                                     (8) 

Замість матриці А отримуємо матрицю В: FDFFDMFFAFB ===
−− 11 , котра симетрична в 

розумінні симетрії матриці D. Власні числа матриці В збігаються з власними числами матриці А, тому що  
  ( ) EAFEAFEBFEAF λλλλ −=⋅−⋅=−=−

−− 11 .                (9) 

Власні вектори iU
r

 матриці В пов’язані з власними векторами iX
r

 матриці А співвідношенням  

( )M,...,,iUFX ii 211
==

−
rr

, 

дійсно ( ) ( ) ( ) ( )XEAXEAFUEBUFEAF
rrrr

λλλλ −=−==−=−
− 01 . Враховуючи діагональність мат-

риці F, перепишемо співвідношення (10) покомпонентно у вигляді ( )M,...,,j,iU
m

X ij
i

ij 21
1

== . 

Визначення власних чисел і власних векторів симетричних матриць зручно проводити поетапно. 
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Спочатку за допомогою перетворення Хаусхольдера [5] матриця В замінюється еквівалентною в 
розумінні власних значень симетричною тридіагональною матрицею, а потім за допомогою QL 
алгоритму [6] матриця приводиться до діагонального вигляду. Для визначення власних векторів 
вихідної матриці, власні вектори тридіагональної матриці як стовпці матриці QL перетворення 
перетворюються за допомогою перетворення Хаусхольдера [5], знайденого на першому етапі 
обрахунків. Якщо А=А1 – симетрична матриця порядку n, то привести її до тридіагонального вигляду 
можна за допомогою послідовності ортогональних перетворень ( )1121 ,...,n,niPAPA iiii −−==+  .          

Приведення складається з n-2 кроків, на і-му із яких виходять нулі в і-му рядку і j-му стовпці , 
причому зберігаються нулі, отримані на попередніх кроках.  

Матрицю Рі і-го перетворення можна подати у вигляді  





 −=


=

E

VVE
E

Q
P

T
iii

i
0

02
0

0
rr

,     де iV
r

 – вектор одиничної довжини, що має і компонент. 

Відповідно, маємо 













==

−

−

−

0

0

1

1

1
i

T
i

iiii

іііі CC

CQBQ

РАРА , де 1−= iii bQC
rr

. Якщо вибрати iV
r

 так, 

що iC
r

 буде нульовим за винятком першої компоненти, то Аі в перших і+1 рядках та стовпцях буде 
тридіагональною. Введемо для зручності вектор iU

r

, що визначають так 







±=
−−

0,...,0,,,...,, 2

1

1,2,2,1, illllll
T
i aaaaU δ

r

, де ( )2211 −=+−= n,...,,iinl , тоді        

( ) ( )i
T
iiii

T
iii HUUEAH/UUEA

rrrr

−−=+1 , при цьому T
iii UUH

rr

2

1
= . Введемо позначення 

iiiiii
T
iiiiii UKPq;HPUk;HUAp

rr

r

rr

r

−=== 2 , тоді T
ii

T
iiii UqqUAA

r

rr

r

−−=+1  .  

Вектори T
iq

r

 і T
ip

r

 формуються так [ ]0021 ,...,,P,...,P,PP l,i,,i,i
T
i =
r

, 

[ ]001111 ,...,,P,UKP,...,UKPq l,il,iil,i,ii,i
T
i −−

−−=
r

. Якщо Z
r

 – власний вектор тридіагональної матриці 
1−nA , то ZP...PP n

r

121 −
 – власний вектор матриці А1. Для приведення тридіагогнальної матриці А1 до 

трикутної форми, діагональні елементи котрої являють собою власні значення матриці А1, 

використовується наступне перетворення .QLA;L)EKA(Q T
sssssss == +1 Якщо Аs – тридіагональна 

матриця, то Qs визначається добутком ( ) ( ) ( )s
n

ss
s P...PPQ 121 −
= , де матриці ( )s

iP  вираховуються в такому 
порядку : ( ) ( )ss

n P,...,P 11− . Матриця ( )s
iP  відповідає оберненою в площині (і, і+1).  

( )























−=

1

1

1

1

...

CS

SC

...

P
ii

iis
i , 

 
 
 
 
 
 
 
і опускаючи верхній індекс, отримаємо 

 

 

  ( ) TT
nsssssn P...PLA;LEKAP...PP 111121 −+− ==− .                                       (11) 
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При цьому матриця Ls має вигляд 























=

−−

−

nnn

nn

n

s

rwz

rw...

r......

.........

......z

...wz

rwz

rw

r

L

11

2

5

44

333

22

1

 . 

подальше перемноження на добуток TT
n P...P 11−  зліва визначить симетричну матрицю Аs+1 і оскільки 

елементи другої піддіагоналі матриці Ls в цьому перетворень участі не беруть, то при формуванні 
матриці Ls вираховувати їх не потрібно. 

Визначення матриць Ls i As+1 можна виконувати одночасно. Кожна ітерація містить такі операції. 
Позначимо діагональні елементи тридіагональної матриці через d(s)(i=1,2…,n). Тоді, відкинувши верхній 

індекс у всіх змінних, крім d i e, отримаємо ;S,C,kdP nns
)s(

nn 01 ==−=  ( ) ;ePr )s(
iin

2

1
22

11 


 += ++  

;eCg )s(
ii ⋅= ++ 11  ;PCh iii 111 +++ = ;r/PC iii 11 ++=  ;r/eS i

)s(
ii 1+=  ( ) ;gSkdCP iis

)s(
iii 1+−−=  

( )( );kdSgeShd s
)s(

iiiiii
)s(

i +++= ++
+
+ 11

1
1  .PCd,PSe )s()s(

11
1

111
1

1 ==
++  

Розглянемо вибір величини зсуву sk  на кожному кроці алгоритму. Покладемо, що на певному 
кроці оброблювана підматриця починається з рядка з номером r . Тоді sk  вибирають таким,             

що дорівнює тому власному значенню матриці 





+
)s(

r
)s(

r

)s(
r

)s(
r

de

ed

1

, яке ближче до )(s
rd . Перед 

початком ітераційного процесу для визначення r -го власного значення вираховується            
величина ,edh )s(

r
)s(

rr  += ε  де )(s
rd  і )(s

re  – поточні значення елементів матриці, а ε –         

точність обчислення, а всі елементи )(s
ie , модуль яких менший ніж величина i

r

i
r hb

1
max
=

= , можна 
вважати досить малими. 

Власні вектори тридіагональної матриці є стовпчиками результуючої матриці QL перетво-
рення )(

,

s

si
іПРQ = . Ортогональність матриці Q за відсутності помилок заокруглення гарантує 

ортогональність власних векторів, що відповідають як різним, так і кратним власним значенням. 

Нехай z
r

 – власний вектор тридіагональної матриці, тоді власний вектор висхідної матриці x
r

 

можна вирахувати за формулою ZP...P,PХ n 121 −
= . Оскільки матриці 121 −nP...,P,P  ортогональні, влас-

ні вектори висхідної матриці теж ортогональні з точністю, що визначається помилками заокруглення. 
Алгоритм розрахунку складається з шести пунктів. 1. Визначення елементів ijδ  матриці D. 

Для цього необхідно визначити переміщення вузлів системи, в яких розміщені зосереджені маси від 
одиничних статичних впливів, прикладених в напрямку коливань зосереджених мас. 2. Формування 
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матриці В. 3. Визначення власних чисел і векторів матриці В. 4. Визначення частот і форм коливань 
дискретної системи за формулами: ;

1

i
i λ

ω = ;
1

ij
i

ij U
m

Х =   ( )M,...,,j,i 21= . 5. Оцінка точності 
вираховування власних чисел і векторів матриці В за допомогою нерівності: 

,UBUUB iiii
rrr 310−<− λ  де 2

1

2 



 ∑= j

M
bb

r

 ( )M,...,,i 21= . 6. Перевірка ортогональності форм 

коливань за допомогою нерівностей:  
j

T
ij

T
i XMXXMX 310−<  ( ).M,...,i,ij;M,...,,i 2121 ++=−                            (12) 

 
Висновки 
1. Викладений метод визначення частот і форм власних коливань стрижневих систем можна 

застосовувати для розрахунку сталевих конструкцій з регулюванням їх напружено-деформованого 
стану. 2. Виходячи з того, що при розрахунку сталевих стрижневих конструкцій обмежуються, як 
правило, декількома мінімальними частотами коливань, викладена в роботі методика є прий-
нятною. Випадків невиконання нерівностей (12) не виявлено. 
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