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За результатами аналізу можна зробити висновок, що вибором наповнювача оболонки з 
відповідними теплофізичними характеристиками можна суттєво впливати на розподіл напружень у 
циліндричній оболонці та на величину її критичних параметрів під час контактного зварювання. 
Зокрема, збільшуючи теплопровідніть наповнювача, можна зменшити колові стискувальні зусилля 
Nβ (рис.1) і тим самим підвищити стійкість термопружної рівноваги оболонки (рис. 2). 
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Досліджено вплив кута між осями секцій стріли колінчастого підіймального 
пристрою на зведену кутову жорсткість механізму підіймання верхньої секції. Формулу для 
визначення зведеної жорсткості одержано у вигляді добутку лінійної жорсткості 
гідроциліндра з трубопроводом і змінного коефіцієнта. Показано, що максимальне значення 
досліджуваного параметра може в декілька разів перевищувати його мінімальне значення, 
що істотно впливає  на динаміку підіймального пристрою. Характер зміни зведеної 
жорсткості у процесі підіймання верхньої секції стріли суттєво залежить від розташування 
осей шарнірів, що з’єднують елементи підіймального механізму з секціями стріли. 

Influence of a corner between axes of sections boom of the elbow  the elevating device on the 
resulted angular rigidity of the mechanism of rise of the top section is investigated. The formula for 
definition of the resulted rigidity it is received as product of linear rigidity of the hydrocylinder 
with the pipeline and variable factor. It is shown, that the maximal value of the researched 
parameter can in exceed some times its minimal value, that essentially influences dynamics of the 
elevating device. Character of change of the resulted rigidity during rise of the top section boom 
essentially depends from disposition axes of hinges to which help elements of the elevating 
mechanism with  sections of  the boom are connected. 

Вступ. У багатьох мобільних підіймально-транспортних пристроях, роботах-маніпуляторах, 
екскаваторах, бульдозерах, сільськогосподарських машинах тощо використовують стріли у вигляді 
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складених металоконструкцій, секції яких шарнірно зв’язані між собою  [1, 3, 6]. Одна з цих секцій 
шарнірно з’єднується з основою машини. Для підіймання чи опускання стріли як єдиного цілого, а 
також для зміни взаємного розташування її секцій здебільшого слугує гідравлічний привід з 
виконавчими органами у вигляді гідроциліндрів  [5, 12]. У більшості випадків гідроциліндри 
шарнірно з’єднують корпусом і штоком безпосередньо з елементами машини, для зміни взаємного 
положення яких вони призначені. Винятком є механізм підіймання верхньої секції стріли 
колінчастого підіймального пристрою, в якому  шток з металоконструкцією стріли з’єднується за 
допомогою важелів, що полегшує приведення стріли з неробочого стану в робочий  [8]. 

Під час дослідження динаміки складених стрілових конструкцій виникає потреба урахування 
пружно-інерційних властивостей гідроприводу, обумовлених стисливістю рідини та її рухом у 
трубопроводах. Труднощі аналізу взаємодії елементів системи пов’язані з нелінійною залежністю 
відносного обертального переміщення секцій від лінійного переміщення штока гідроциліндра. Саме 
тому в літературі значну увагу приділяють питанням механіки підіймально-транспортних і 
технологічних машин, обладнаних складеними стріловими металоконструкціями. Досліджуються, 
зокрема, геометричні властивості руху секцій стрілових конструкцій [3, 13], детально вивчаються 
пружно-інерційні і дисипативні характеристики гідроприводів [2, 5, 14], у працях  [4, 9, 12] 
нелінійні властивості елементів гідроприводу враховують для побудови математичних моделей 
динамічних процесів у підіймальних пристроях. Значну увагу приділяють питанням оптимізації 
режимів руху машин і механізмів  [7]. 

Із застосуванням технічної теорії згину у праці [10]  побудовано математичну модель вільних 
коливань двосекційної стріли колінчастого підіймального пристрою. З урахуванням деформацій 
зсуву і інерції  повороту поперечних перерізів секцій згідно з теорією балок С. П. Тимошенка 
згадану модель поширено на випадок коротких секцій, або секцій, виконаних у вигляді складених 
металоконструкцій [11]. Однак, вплив геометричних параметрів механізму підіймання верхньої 
секції стріли на його зведену кутову жорсткість та на динамічні характеристики механічної системи 
є маловивченим і потребує детальнішого розгляду. 

Метою статті є визначення зведеної кутової жорсткості механізму підіймання верхньої секції 
стріли колінчастого підіймального пристрою та дослідження впливу на цю жорсткість взаємного 
розташування секцій і розташування шарнірів кріплення важелів механізму до елементів 
металоконструкції. 

Визначення зведеної кутової жорсткості механізму. З’єднані частини двох секцій та 
механізм підіймання верхньої секції стріли колінчастого підіймального пристрою зображено на рис. 
1. Нижня секція нахилена до горизонту під кутом  α1, а верхня – під кутом  α 2, кут між осями секцій 
становить α = α 1 + α 2. Секції розглядатимемо як абсолютно тверді тіла. Якщо нижню секцію 
закріпити нерухомо, а до верхньої прикласти пару сил моментом М, то на зображену частину 
нижньої секції діятиме такий самий за абсолютним значенням, але напрямлений у протилежний бік 
реактивний момент. Завдяки податливості гідравлічної системи, що містить гідроциліндр з 
трубопроводом, верхня секція повернеться відносно шарніра С на кут Vα. 

Кутова жорсткість механізму піднімання верхньої секції 
M

c 



.                                                                      (1) 

Для встановлення зв’язку моменту М із силою стиску гідроциліндра F розглянемо рівновагу 
важільного механізму ВСDE (рис. 2).  

Проектуючи сили, що діють на вузол Е, на вісь х, одержуємо 

sin

cos( / 2 )DЕ

F
F




  
.                                                               (2) 

З умови рівноваги ланки СD знаходимо  

cos( / 2 )EDM F r   .                                                            (3) 
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Рис. 1. Схема механізму піднімання верхньої секції 
стріли колінчастого підіймального пристрою 

 

 

Рис. 2. Схема зусиль для встановлення взаємозв’язку 
моменту М і сили штока гідроциліндра F 

 
Взявши до уваги, що FED = FDE, після підстановки залежності (2) до виразу (3) одержимо  

sinM Fr  .                                                                  (4) 

Аналізуючи переміщення ланок і шарнірних вузлів механізму AВCDЕ, записуємо 

sin
s

r


 


,                                                                    (5) 

де Δs – переміщення штока гідроциліндра.  
З урахуванням залежностей  (1), (4) і (5) визначаємо зведену кутову жорсткість механізму 

підіймання верхньої секції стріли  
2 2sinc cr   ,                                                                       (6) 

де с = F/Δs – лінійна жорсткість гідроциліндра .  
Для того, щоб визначити кут γ, що фігурує у формулі (6), як функцію кута  α запишемо 

геометричне співвідношення, яке випливає з рис. 1: 
[ cos( )] tg sin( )h l r r      ,                                                (7) 

звідки 

sin( )
arctg

cos( )

r h

l r

  
 

 
.                                                            (8) 
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Кут γ знаходимо у вигляді  

    .                                                                (9) 

Підставляючи залежність (8) до формули (9), одержуємо 

sin( )
arctg

cos( )

r h

l r

  
   

  
.                                                  (10) 

Кут δ подаємо у вигляді 

0    ,                                                                  (11)  

де δ0 – значення кута δ, у випадку, коли стріла знаходиться у складеному положенні, тобто, коли α = 0. 
Для визначення кута δ0 розглянемо з’єднання секцій у складеному положенні стріли (рис. 3). 

Для цього положення запишемо геометричне співвідношення 

0 2arcsin
2

BD

r
  ,                                                            (12) 

причому 

cos

a
BD


,                                                                 (13) 

де а – перепад висот осей шарнірів В і D у складеному положенні стріли; ψ – кут між лінією осей 
шарнірів В і D та вертикаллю. Геометричні параметри а і ψ позначені на рис. 3. 
 

 

Рис. 3. Схема для визначення кута між ланками ВС і CD 
у складеному положенні стріли 

 
Кут ψ знаходимо у вигляді  

0

2


   .                                                                 (14) 

Із сумісного розгляду  залежностей (12) – (14) одержуємо трансцендентне рівняння  

0
0

2arcsin
2 cos

2

a

r
 

  
 

,                                                 (15) 

з якого числовим методом визначаємо кут δ0.  
Зауважимо, що  коли виконується співвідношення ψ = 0, тобто, cos ψ = 1, залежність (13)  

набуває вигляду  
ВD = a.                                                                    (16) 

У цьому  випадку  необхідність розв’язування трансцендентного рівняння  (15) відпадає, 
оскільки з (12), (14) та (16) одержуємо формулу для обчислення кута δ0: 

0 2arcsin
2

a

r
  .                                                             (17) 
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Формулу (6) для визначення зведеної кутової жорсткості механізму підіймання верхньої 
секції стріли подаємо у вигляді 

cc k c  ,            (18) 

де kc – коефіцієнт зведення жорсткості:  
2 2sinck r  .               (19) 

Результати розрахунку та висновки. Для прикладу визначимо за формулою (19) з 
урахуванням залежностей (8), (9) коефіцієнт зведення жорсткості механізму підіймання верхньої 
секції стріли колінчастого підіймального пристрою BRONTO SKYLIFT 30–3 вантажністю 3500 Н. 
Вихідні дані:  r = 1,02 м;  l = 3,62 м;  h = 0,316 м. Кут α  змінювали в межах від 00 до 800, а кут φ – в 
межах від 00  до 400 . 
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Рис. 4. Залежності коефіцієнта зведення жорсткості гідроциліндра 

з трубопроводом від кута між осями секцій стріли, одержані для φ = 0° (крива 1), 
φ = 10° (крива 2),  φ = 20° (крива 3), φ = 30° (крива 4), φ = 40° (крива 5) 

 
Результати розрахунку подано на рис. 4. Як видно з графічних залежностей, на зведену 

кутову жорсткість механізму підіймання верхньої секції стріли суттєво впливає взаємне 
розташування секцій, а також положення осей шарнірів, за допомогою яких кріпляться важелі 
механізму до елементів стріли. Кращим з розглянутих випадків кріплення механізму вважають 
випадок, коли φ=00. При цьому забезпечується найбільша зведена кутова жорсткість механізму. 
Однак, навіть у цьому випадку коефіцієнт зведення kс  змінюється залежно від кута α у діапазоні 
0,6…1,04 м2. Це свідчить про необхідність докладного урахування жорсткісних властивостей 
механізму піднімання верхньої секції у дослідженнях динамічних явищ, що виникають під час 
роботи привідних систем і утримувальних конструкцій машини.  Залежності (10), (11), (17)–(19) 
дають можливість визначати зведену жорсткість згаданого механізму під час проектування 
колінчастих підіймальних пристроїв. 
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Узагальнюючи, на основі використання періодичних Ateb-функцій, асимпто-
тичний метод Крилова–Боголюбова–Митропольського на один клас диференціальних 
рівнянь з частинними похідними, отримано залежності, які визначають вплив 
кінематичних і фізико-механічних параметрів динамічних систем на їх амплітудно-
частотну характеристику.  

Generalizing, on the basis of use of periodic Ateb-functions, asymptotic method of Krylov-
Bogolyubov-Mitropolsky on one class of the differential equations with partial derivatives, it is 
received dependences which define agency of kinematic and physicomechanical parameters of 
dynamic systems on their amplitude-frequency characteristic. 

Актуальність і постановка задачі. Питання застосування одночастотного методу нелінійної 
механіки [1, 2] для розв’язання диференціальних рiвнянь з частинними похідними, які описують 
коливні процеси одновимірних однорідних тіл, матеріал яких задовольняє нелінійний закон 
пружності,  розглядались, наприклад, у [3]. Такі задачі є актуальними [3–5], проте їх вивчення через 
відсутність загальних підходів до їх розв’язання пов’язане із значними математичними трудно-
щами. Нижче, на основі використання спеціальних Ateb-функцій [6, 7] поєднано з асимптотичним 
методом КБМ, методом одночастотних коливань [2], викладено підхід до дослідження деяких 
класів із них (зокрема систем, які характеризуються поздовжнім чи обертальним рухом: рухомих 
валів, стрижнів, канатів тощо). Вважають, що пружні властивості матеріалу досліджуваних тіл 
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