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I. Âñòóï

Îäíi¹þ ç öåíòðàëüíèõ ïðîáëåì ñó÷àñíîãî
òåîðåòèêî-ãðóïîâîãî àíàëiçó íåëiíiéíèõ áàãàòîâèìið-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-
ìè ¹ âiäáið iç âñiõ ìîæëèâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäå-
ëåé (ðiâíÿíü ÷è ñèñòåì) òèõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü òîé
÷è iíøèé ïðèíöèï âiäíîñíîñòi (Ãàëiëåÿ, Ïóàíêàðå�
Åéíøòåéíà òà iíøèõ). Îäíèì ç êðèòåði¨â òàêîãî âiä-
áîðó, çîêðåìà, ìîæå áóòè ñèìåòðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü. �¨ øèðîêî çàñòîñîâóþòü äëÿ çíàõîäæåííÿ ¨õ
iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Îñíîâè òàêîãî çàñòîñóâàí-
íÿ çàêëàâ íàïðèêiíöi ÕIÕ ñò. âèäàòíèé íîðâåðçüêèé
ìàòåìàòèê Ñîôóñ Ëi. Òåîðiþ Ñ. Ëi ðîçâèâàëè òà âäîñ-
êîíàëþâàëè â ïðàöÿõ áàãàòî âèäàòíèõ ìàòåìàòèêiâ
ÕIÕ�ÕÕ ñò.

Îäíèì ç òàêèõ âäîñêîíàëåíü ìåòîäó Ëi ¹ ìåòîä
óìîâíèõ ñèìåòðié. Ïåðøi êðîêè â öüîìó íàïðÿìêó
áóëè çðîáëåíi Áëþìåíîì i Êîóëîì ùå ó 1969 ð.[13].
Ïðîòå, íåòðèâiàëüíi ïðèêëàäè òàêèõ ñèìåòðié äëÿ
íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííè-
ìè ïîõiäíèìè ç'ÿâèëèñü çíà÷íî ïiçíiøå â ðîáîòàõ
Ï. Îëâåðà, B.I. Ôóùè÷à. Öi ïðàöi, ðàçîì ç ðîáîòàìè
B.I. Ôóùè÷à òà éîãî ó÷íiâ (1989 p.), çàïî÷àòêóâà-
ëè ìåòîä äîñëiäæåííÿ óìîâíî¨ ñèìåòðié íåëiíiéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðîçâ'ÿçóâàííþ çàçíà÷åíèõ
âèùå çàäà÷ ïðèñâ'ÿ÷åíà öÿ ðîáîòà.

Óñi îñíîâíi ðiâíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè (ðiâ-
íÿííÿ Íüþòîíà, Ëàïëàñà, ä'Àëàìáåðà, Øðåäiíãåðà,
Ëióâiëëÿ, Äiðàêà, Ìàêñâåëëà i ò.ä.) iíâàðiàíòíi âiä-
íîñíî äîñòàòíüî øèðîêèõ ãðóï ïåðåòâîðåíü. Ñàìå öÿ
âëàñòèâiñòü âèäiëÿ¹ ¨õ iç ìíîæèíè iíøèõ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü. Îäíèìè ç òàêèõ ðiâíÿíü ¹ íåëiíiéíi
ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ÿêi âíàñëiäîê ñâîãî øè-
ðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ¹ öiêàâèì îá'¹êòîì äîñëiäæåí-
íÿ. Çàäà÷åþ äîñëiäæåííÿ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé
ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi çàéìàâñÿ ùå Ñî-
ôóñ Ëi. Íà ïðèêëàäi ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-
íîñòi Áëóìåí i Êîóë [13] ââåëè ïîíÿòòÿ íåêëàñè÷íî¨
ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Çàäà÷ó äîñëiäæåííÿ Q-óìîâíî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿí-
íÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ðîçãëÿäàëè áàãàòî àâòîðiâ.
Òàê, Q-óìîâíà iíâàðiàíòíiñòü ëiíiéíîãî îäíîâèìið-
íîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi âèâ÷åíà â ðîáîòàõ
[14, 17]. Çàäà÷à ïðî Q-óìîâíó ñèìåòðiþ ëiíiéíîãî
n-âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ðîçâ'ÿçàíà â
[5]. Ó ðîáîòàõ [6, 8, 9, 10, 15, 11] äîñëiäæåíà óìîâíà
òàQ-óìîâíà ñèìåòðiÿ îäíîâèìiðíèõ (1+1) íåëiíiéíèõ
ðiâíÿíü òåïëîïðîâiäíîñòi

H(u)u0 + u11 = F (u). (1)

Öÿ ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþQ-óìîâíî¨ ñè-
ìåòði¨ íåëiíiéíèõ (1+2)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü òåïëîïðî-
âiäíîñòi:

H(u)u0 +△u = F (u), (2)

äå u = u(x) ∈ R1, x = (x0, x⃗), x⃗ ∈ R2,H(u) òà F (u) �
äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨. Áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ (2) çà äî-
ïîìîãîþ çàìiíè u →

∫
H(u)du ìîæíà ïðèçâåñòè äî

âèãëÿäó
u0 +∇(g(u)∇u) = f(u), (3)

äå g òà f âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç F òà H.
Q-óìîâíó ñèìåòðiþ ðiâíÿíü (2) âiäíîñíî îïåðàòî-

ðà
Q = A(x, u)∂0 +Ba(x, u)∂a + C(x, u)∂u, (4)

âèâ÷åíî â ðîáîòi [3], â ÿêié äîêëàäíî îïèñàíî îïå-
ðàòîðè (4), âiäíîñíî ÿêèõ çà óìîâè H ̸= 0, ðiâíÿí-
íÿ (2) ¹ Q-óìîâíî iíâàðiàíòíèìè. Çàçíà÷èìî, ùî ëi-
¨âñüêà ñèìåòðiÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òåïëîïðîâiäíîñòi
ó âèãëÿäi (3) äîáðå âèâ÷åíà äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi
ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ. Öié òåìi ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî ðî-
áiò [1, 2, 7, 4], äå çíàéäåíî ÌÀI ðiâíÿíü (3) çàëåæíî
âiä âèãëÿäó ôóíêöié g, f òà çíà÷åííÿ n. Ó ðîáîòi [3]
íàâåäåíî ðåçóëüòàòè âè÷åðïíî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨
â êëàñi ðiâíÿíü (2) ç ïîãëÿäó ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåí-
òíîñòi, íàâåäåíèõ â òåîðåìi 1.

Òåîðåìà 1 Ìàêñèìàëüíîþ ëîêàëüíîþ ãðóïîþ G∼

òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿíü (2)
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Iíâîëþòèâíi ìíîæèíè ç äâîõ îïåðàòîðiâ óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òåïëîïðîâiäíîñòi

¹ ãðóïà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

x0 → β0x0 + α0, xa → β1γabxb + αa, u→ β2u+ α3,

H → β0β
−2
1 H, F → β2β

−2
1 F,

(5)
äå β0β2 ̸= 0, β1 > 0, αl, γab � ñòàëi, (γab) ∈ O(2),
a, b = 1, 2, l = 0, 3.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè, îäåðæàíi â ðîáîòàõ [2,
16, 3] äëÿ ðiâíÿíü (3), íàâåäåìî ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨
êëàñèôiêàöi¨ â âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2 Äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü ôóíêöié H òà
F ç òî÷íiñòþ äî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi (5) ãðóïîâà
êëàñèôiêàöiÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü (2) âè÷åðïíî îïèñó-
¹òüñÿ âèïàäêàìè, ùî íàâåäåíi â òàáë. 1.

Çàóâàæåííÿ. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ëîêàëüíèìè ïå-
ðåòâîðåííÿìè

u→ eλ0x0u, x0 → 1
λ0k

eλ0kx0

òà
u→ u− λ0x0, x0 → − 1

λ0
e−λ0x0

(6)

ðiâíÿííÿ uku0 + △u = λ0u
k+1 + λu, euu0 + △u =

λ0e
u + λ çâîäÿòüñÿ, âiäïîâiäíî, äî ðiâíÿíü uku0 +

△u = λu, euu0 + △u = λ. Òîìó â òàáë. 1 âèïàäêè,
ùî ìàþòü îäèí íîìåð çâîäÿòüñÿ îäèí äî äðóãîãî, à
ñàìå 3a → 3 (k = 1, m = 0), 4a → 4 (m = 1), 6a → 6,
7a→ 7.

Tàáëèöÿ 1

� H(u) F (u) Ëi¨âñüêà ñèìåòðiÿ Çàóâàæåííÿ

1 ∀ ∀ A = ⟨∂0, ∂a, J12 = x1∂2 − x2∂1⟩

2 ∀ 0 A+ ⟨D = 2x0∂0 + xa∂a⟩

3 eku λemu A+ ⟨D1 = 2(m− k)x0∂0 +mxa∂a − 2∂u⟩ m ̸= k

3a eu λ0e
u + λ A+ ⟨D4 = eλ0x0(∂0 + λ0∂u)⟩ λ ̸= 0

4 uk λum A+ ⟨D2 = 2(m− k − 1)x0∂0 + (m− 1)xa∂a − 2u∂u⟩ (k,m) ̸= (0, 0),
m ̸= k + 1

4a uk λ0u
k+1 + λu A+ ⟨D5 = e−λ0kx0(∂0 − λ0u∂u) λ ̸= 0

5 1 λu lnu A+ ⟨eλx0(∂a + λ
2
xau∂u), eλx0u∂u⟩

6 uk 0 A+ ⟨D, D3 = kxa∂a − 2u∂u⟩ k ̸= 0

6a uk λ0u
k+1 A+ ⟨D3, D5⟩ k ̸= 0

7 eu 0 ⟨∂0, x0∂0 + ∂u, ξa(x⃗)∂a − 2ξ11∂u⟩ ξ12 + ξ21 = 0,
ξ11 = ξ22

7a eu λ0e
u A+ ⟨D4, ξa(x⃗)∂a − 2ξ11∂u⟩ ξ12 + ξ21 = 0,

ξ11 = ξ22

Òóò λ ̸= 0,m, k � ñòàëi, λ ∈ {−1; 1} mod G∼. Ó âèïàäêó 3 ñòàëà k ∈ {0; 1} mod G∼ òà m ∈ {0; 1} mod G∼. Ó âèïàäêàõ
1 òà 2, íàâåäåíi àëãåáðè ¹ ìàêñèìàëüíèìè, ÿêùî ðiâíÿííÿ íå ¹ åêâiâàëåíòíèì ðiâíÿííÿì, íàâåäåíèì ó âèïàäêàõ 3�7.

Ó öié ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à: äîñëiäèòè Q-
óìîâíó iíâàðiàíòíiñòü äàíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òå-
ïëîïðîâiäíîñòi âiäíîñíî iíâîëþòèâíî¨ ìíîæèíè äâîõ
îïåðàòîðiâ:

Qa = Aa(x, u)∂0 +Bab(x, u)∂b + Ca(x, u)∂u, (7)

äå A, Ba, C, Aa, Bab, Ca � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨,
a = 1, 2.

Áóäü-ÿêèé îïåðàòîð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ¹ òà-
êîæ îïåðàòîðîì Q-óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi, ç iíøîãî
áîêó, äîñëiäæåííÿ áóäå ïðîâîäèòèñÿ ç ïîãëÿäó ïåðå-
òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, òîìó ìè øóêà¹ìî îïåðàòî-
ðè Q-óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi, ÿêi íå ¹ åêâiâàëåíòíèìè
ëi¨âñüêèì.

Ôóíêöi¨ H òà F , ïðè ÿêèõ ðiâíÿííÿ (2) çâîäÿòüñÿ

ëîêàëüíîþ çàìiíîþ äî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðî-
âiäíîñòi, òàêîæ íå ðîçãëÿäà¹ìî, îñêiëüêè öå ðiâíÿííÿ
äîñëiäæåíî â [5].

Ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi ìíîæèí îïåðàòîðiâ
Q-óìîâíî¨ ñèìåòði¨ ìîæëèâi òðè ðiçíi âèïàäêè :

1. ßêùî êîîðäèíàòè îïåðàòîðiâ Qa ïðîïîðöiéíi,
òî ìíîæèíà (7) åêâiâàëåíòíà îäíîìó îïåðàòîðó
(4);

2. ßêùî △ =

∣∣∣∣ B11 B12

B21 B22

∣∣∣∣ ̸= 0, òî ìíîæèíà (7)

åêâiâàëåíòíà ìíîæèíi îïåðàòîðiâ âèãëÿäó

Q⃗ = A⃗∂0 + ∂⃗ + C⃗∂u, (8)

äå A⃗ = A⃗(x, u), C⃗ = C⃗(x, u) � äîâiëüíi ãëàäêi
ôóíêöi¨;
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3. ßêùî △ = 0, òî ìíîæèíà (7) åêâiâàëåíòíà ìíî-
æèíi îïåðàòîðiâ

Q1 = ∂0 + C∂u, Q2 = B∂1 + ∂2 +D∂u, (9)

äå C = C(x, u), B = B(x, u), D = D(x, u) � äî-
âiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨.

Ó öié ðîáîòi äîñëiäæåíà Q-óìîâíà iíâàðiàíòíiñòü
ðiâíÿííÿ (2) âiäíîñíî iíâîëþòèâíî¨ ìíîæèíè îïåðà-
òîðiâ âèãëÿäó (9).

II. Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ

Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ iíâàðiàíòíîñ-
òi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî îïåðàòîðiâ Q-óìîâíî¨ ñèìåòði¨
[12] òà âiäíîñíî iíâîëþòèâíèõ ìíîæèí Q-óìîâíèõ
îïåðàòîðiâ [19]. Íàâåäåìî îñíîâíi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1 [20]. Ìíîæèíà äèôåðåíöiàëüíèõ
îïåðàòîðiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó

Qa =

n∑
i=1

ξai(x, u)
∂

∂xi
+ ηa(x, u)

∂

∂u
, a = 1, . . . ,m,

(10)
íàçèâà¹òüñÿ iíâîëþòèâíîþ, ÿêùî iñíóþòü ãëàäêi
ôóíêöi¨ µcab(x, u), a, b, c = 1, . . . ,m, òàêi, ùî
[Qa, Qb] =

∑m
c=1 µ

c
ab(x, u)Qc.

Îçíà÷åííÿ 2 [19]. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè S ¹ Q-óìîâíî iíâàðiàíòíèì
âiäíîñíî iíâîëþòèâíî¨ ìíîæèíè äèôåðåíöiàëüíèõ
îïåðàòîðiâ (10), ÿêùî

Q
r
a S = 0,

S = 0,M

äå M � ìíîæèíà âñiõ äèôåðåíöiàëüíèõ íàñëiäêiâ
ðiâíÿíü Qa[u

b] = 0, ïîðÿäîê ÿêèõ ÿê äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü íå ïåðåâèùó¹ ïîðÿäêó ðiâíÿííÿ S.

Îçíà÷åííÿ 3 [19]. Ìíîæèíè äèôåðåíöiàëüíèõ
îïåðàòîðiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó Q = {Qα} òà Q̃ = {Q̃α}
íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó Q̃ = A(x, u)Q, äå A(x, u) � íåâèðî-
äæåíà ôóíêöiîíàëüíà ìàòðèöÿ.

Îçíà÷åííÿ 4 [5]. Äâi iíâîëþòèâíi ìíîæèíè íà-
çèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè âiäíîñíî ãðóïè ïåðåòâî-
ðåíü, ÿêùî iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè, ùî ïåðåòâî-
ðþ¹ îäíó iíâîëþòèâíó ìíîæèíó â åêâiâàëåíòíó ií-
øié.

III. Iíâîëþòèâíi ìíîæèíè ç äâîõ îïå-
ðàòîðiâ Q-óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi

Äîñëiäèìî ñèìåòðiþ ðiâíÿííÿ (2) âiäíîñíî îïåðà-
òîðiâ (9). Ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3 Ðiâíÿííÿ (2) ¹ Q-óìîâíî iíâàðiàí-
òíèì âiäíîñíî îïåðàòîðiâ (9), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ
òàêi óìîâè:

B0 + CBu = 0, (B2 + 1)Buu = 2BB2
u,

BC1 + C2 −D0 = CDu − CuD;

(B2 + 1)Duu = 2BBuDu − 2(BB2u −B1u)+
+4BBu

B2+1 (BB2 −B1);

Cuu = 0, C1u = BC2u, CḞ − FCu =

= C2Ḣ + C0H +△C + 2DC2u;

3(F −HC)Bu +△B − 2BBaBa

B2+1 =

= 2(D2Bu −BD2u +D1u)+

+ 2D
B2+1 [2B(BB2u −B1u)− (B2 + 1)B2u]−

− 2
(B2+1)2 [2DBBu − (B2 + 1)Du][2B(BB2 −B1)−

−(B2 + 1)B2];
(11)

D(Ḟ − CḢ)−DuF −D0H = △D + 2DD2u+
+D2Duu − [1ex]− 2

B2+1 [D1(B2 +BB1 +DBu)+

+(BB2 −B1 +DBBu)(D2 +DDu + CH − F )].

Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíîñòåé Qau = 0 âèïëèâà¹, ùî

u0 = C, u2 = D −Bu1. (12)

ßêùî âèêîðèñòàòè óìîâè iíâàðiàíòíîñòi, (12), äèôå-
ðåíöiàëüíi íàñëiäêè âiä (12), ÿêi íå ïåðåâèùóþòü ïî-
ðÿäîê ðiâíÿííÿ (2), u22 =
= F −Hu0 − u11, ôîðìóëè ïðîäîâæåííÿ òà âçÿòè äî
óâàãè òå, ùî ôóíêöi¨ B⃗, C⃗, D⃗, H òà F íå çàëåæàòü
âiä ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u, òî îäåðæèìî ðiâíîñòi (11).
Òåîðåìà 3 äîâåäåíà.

Ó öié ðîáîòi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè D = 0. Òî-
äi ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (11) ñïðîùó¹òüñÿ
i ñòà¹ ìîæëèâèì çíàéòè ¨¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Âñi
îïåðàòîðè êëàñó (9) îïèñóþòüñÿ ìíîæèíîþ îïåðàòî-
ðiâ

Q1 = ∂0 + C(x, u)∂u, Q2 = B(x, u)∂1 + ∂2, (13)

à âèçíà÷àëüíà ñèñòåìà (11) íàáóâà¹ òàêîãî âèãëÿäó:

B0+CBu=0, BC1+C2=0, Cuu = 0, C1u = BC2u;

Buu(1 +B2) = 2BB2
u, B1u −BB2u = 2(B1−BB2)BBu

B2+1 ;

(B1 −BB2)(F −HC) = 0, ḞC − FCu =

= C2Ḣ + C0H +△C;
3Bu(F −HC) +△B = 2BBaBa

B2+1 .

(14)

Òåîðåìà 4 Áóäü-ÿêà ìíîæèíà äâîõ îïåðàòîðiâ
Q-óìîâíî¨ ñèìåòði¨ âèãëÿäó (13) íåëiíiéíîãî ðiâíÿ-
ííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi (2) àáî ¹ åêâiâàëåíòíîþ ìíî-
æèíi îïåðàòîðiâ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ öüîãî ðiâíÿííÿ,
àáî ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü ãðóïè åêâiâàëåíòíî-
ñòi (5) òà äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü (6) ¹ åêâiâà-
ëåíòíîþ îäíié ç ìíîæèí ç òàáë. 2.
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Iíâîëþòèâíi ìíîæèíè ç äâîõ îïåðàòîðiâ óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òåïëîïðîâiäíîñòi

Tàáëèöÿ 2

� H(u) F (u) Îïåðàòîðè Çàóâàæåííÿ

1 ∀ λ2H Q1 = ∂0 + λ2∂u, △β = 0
Q2 = tg [λ3ω + β(x⃗)]∂1 + ∂2 ω = u− λ2x0

2 ∀ (λ1u+ λ2)H Q1 = ∂0 + (λ1u+ λ2)∂u, △β = 0, λ1 ̸= 0

Q2 = tg [λ3ω + β(x⃗)]∂1 + ∂2 ω = (λ1u+ λ2)e
−λ1x0

3 ∀ (λ1u+ λ2)(H + λ0) Q1 = ∂0 + (λ1u+ λ2)∂u, Cab + Cba = 0, a = 1, 2
Q2 = (Cabxb + da)∂a (λ1, λ2) ̸= (0, 0)

4 u λ2u
2 + λ1u+ λ0 Q1 = ∂0 + (λ2u+ z(ω))∂u, (2C12ω + d⃗ 2)z̈ + 2C12ż =

Q2 = C12J12 + da∂a = λ1z − z2 − λ2λ0,

ω = C12
2

x⃗ 2 + d⃗⊥x⃗

5 u λu Q1 = ∂0 + z(ω)∂u, ż2 = C1 + λz2 − 2
3
z3

Q2 = da∂a ω = d⃗⊥x⃗, C1 ̸= 0

6 u 0 Q1 = ∂0 − ℘(ω)∂u, ℘̈ = ℘2, ω = d⃗⊥x⃗
Q2 = da∂a ℘ � ôóíêöiÿ Âåé¹ðøòðàññà

7 u u Q1 = (ch ω + 1)∂0 + 3∂u, ω = d⃗⊥x⃗
Q2 = da∂a

8 u −u Q1 = (cosω − 1)∂0 + 3∂u, ω = d⃗⊥x⃗
Q2 = da∂a

Òóò λ, λ0, λ1, λ2, C1, Cab, da, d⊥a � äîâiëüíi ñòàëi, z � ãëàäêà ôóíêöiÿ, d⃗, d⃗⊥ � îðòîãîíàëüíi âåêòîðè.

Äîâåäåííÿ. Ç ñüîìîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (14) îäåð-
æó¹ìî, ùî ìîæëèâi äâà ðiçíi âèïàäêè: F = CH,
F ̸= CH. Ðîçãëÿíåìî êîæåí ç öèõ âèïàäêiâ îêðåìî.

I. Íåõàé F = CH, à öå îçíà÷à¹, ùî C = C(u). Ç
òðåòüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (14) ìà¹ìî C = λ1u+ λ2,
äå λ1, λ2 � äîâiëüíi ñòàëi. Òîäi ñèñòåìà (14) íàáóäå
âèãëÿäó:

(λ1u+ λ2)Ḟ − λ1F = (λ1u+ λ2)
2Ḣ,

B0 + (λ1u+ λ2)Bu = 0;

Buu(1 +B2) = 2BB2
u,

B1u −BB2u = 2(B1−BB2)BBu

B2+1 ;

△B =
2BBaBa
B2 + 1

.

(15)

Ïðè F = (λ1u + λ2)H ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (15)
ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â òîòîæíiñòü. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
äðóãîãî ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè çàëåæíî âiä çíà÷åííÿ
ñòàëî¨ λ1 ìà¹ âèãëÿä B = B(ω, x⃗), äå

ω = u− λ2x0, ïðè λ1 = 0; (16)

ω = (λ1u+ λ2)e
−λ1x0 , ïðè λ1 ̸= 0. (17)

Ïiäñòàâèâøè B â òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (15),
îòðèìà¹ìî

B = tg α, α = γ(x⃗)ω + β(x⃗), (18)

äå γ, β � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, ω ìà¹ âèãëÿä (16)
àáî (17). Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (18) â ÷åòâåðòå òà ï'ÿòå
ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (15) îòðèìà¹ìî, ùî γ = λ3 = const,
△β = 0.

Ôîðìóëè (18), (16), (17) çàëåæíî âiä ω çàäàþòü
îïåðàòîðè ç ïóíêòiâ 1 òà 2 òàáë. 2 (âiäïîâiäíî).

II. Íåõàé B1 = BB2, òîäi ç øîñòîãî ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè (14) îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ B2Bu = 0.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî Bu ̸= 0, òîäi B2=B1=0.
Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (14) âèïëèâà¹, ùî
Bu(F − HC) = 0. Îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó
F−HC ̸=0 i Bu ̸=0, òî ñèñòåìà (14) íåñóìiñíà.

Îòæå, Bu = 0, òîäi ç òðåòüîãî ðiâíÿííÿ ñè-
ñòåìè (14) îòðèìà¹ìî, ùî C = y(x)u + z(x), äå
y, z � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨. Äèôåðåíöiàëüíèé íà-
ñëiäîê ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî çìiííié u ç äðóãîãî ðiâ-
íÿííÿ ðàçîì ç ÷åòâåðòèì ðiâíÿííÿì ñèñòåìè (14) çà-
äàþòü óìîâó y = y(x0). Òîäi ç (14) âèïëèâà¹:

B0 = 0, B1 = BB2, Bz1 + z2 = 0, △B = 2B1B2,

(yu+ z)Ḟ − yF = (yu+ z)2Ḣ + (ẏu+ z0)H +△z.
(19)

Ç óìîâ ñóìiñíîñòi äðóãîãî òà ÷åòâåðòîãî ðiâíÿíü
ñèñòåìè (19) îäåðæèìî óìîâó B22 = 0, òîäi
B = α(x1)x2 + β(x1), äå α, β � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíê-
öi¨. Ïiäñòàâèâøè B â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (19),
îòðèìà¹ìî

B =
C12x2 + d2
−C12x1 − d1

, (20)

äå C12, da � äîâiëüíi ñòàëi, a = 1, 2. Âèêîðèñòàííÿ
(20) äà¹ çìîãó ïðîiíòåãðóâàòè òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòå-
ìè (19):

z = z(x0, ω), ω =
1

2
C12 x⃗

2 + daxa. (21)

Îñêiëüêè ôóíêöi¨, ùî âõîäÿòü äî îñòàííüîãî ðiâíÿ-
ííÿ (19), çàëåæàòü âiä ðiçíèõ íåâiäîìèõ, òî, ââiâøè

Mathematics 57

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Ì.I. Ñ¹ðîâ, Í.Â. I÷àíñüêà

ïðèïóùåííÿ

y = m1φ(x), z = m2φ(x), ẏ = m3φ(x) + k3φ
2(x),

z0 = m4φ(x) + k4φ
2(x), △z = m5φ(x) + k5φ

2(x),
(22)

äå mi, ki � äîâiëüíi ñòàëi, à φ(x) � äîâiëüíà ãëàäêà
ôóíêöiÿ, i = 1, 5, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

(m1u+m2)Ḟ −m1F − (m3u+m4)H −m5 =

= φ(x)[(m1u+m2)
2Ḣ + (k3u+ k4)H + k5].

Öå ðiâíÿííÿ íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x â âèïàäêàõ
(y, z) = const àáî H =const. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàä-
êó, ïiñëÿ éîãî ðîçùåïëåííÿ ïî ôóíêöi¨ φ(x), îäåðæè-
ìî ñèñòåìó äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

(m1u+m2)Ḟ = m1F + (m3u+m4)H +m5,

(m1u+m2)
2Ḣ + (k3u+ k4)H + k5 = 0.

(23)

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî òàêi iñòîòíî ðiçíi âèïàäêè:
(y, z) = const; H = const; (y, z) ̸= const,

H ̸= const.
Ðîçãëÿíåìî êîæåí ç îòðèìàíèõ âèïàäêiâ îêðåìî.

II.1. Íåõàé (y, z) = (λ1, λ2) = const, òîäi îñòàíí¹
ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (19) ìà¹ âèãëÿä (λ1u+λ2)Ḟ−λ1F =
(λ1u+ λ2)

2Ḣ, ÿêå iíòåãðó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíi¨ ôóíêöi¨
H: F = (λ1u+λ2)(H+λ0), äå λ0 � ñòàëà iíòåãðóâàí-
íÿ. Îïåðàòîðè (13) åêâiâàëåíòíi íàñòóïíèì îïåðàòî-
ðàì Q1 = ∂0+(λ1u+λ2)∂u, Q2 = (Cabxb+da)∂a, ùî
âiäïîâiäà¹ ïóíêòó 3 òàáë. 2.6.

II.2. Íåõàé H = const, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi,
ââàæàòèìåìî H = 1. Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (19)
ìà¹ âèãëÿä

(yu+ z)Ḟ − yF = ẏu+ z0 +△z.

Ïðîàíàëiçóâàâøè éîãî ñòðóêòóðó âiäíîñíî çìií-
íî¨ u, îòðèìà¹ìî äâà ðiçíi âèïàäêè: à) F � äîâiëü-
íà ãëàäêà ôóíêöiÿ, y = z = 0, Q1 = ∂0, Q2 =
Cabxb + da∂a òà á) F = λu lnu, z = 0, y = C1e

λx0 ,
Q1 = ∂0 + C1e

λx0∂u, Q2 = Cabxb + da∂a. Çíàéäåíi
îïåðàòîðè � öå ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ òiëüêè ëi¨âñüêèõ
îïåðàòîðiâ.

II.3. Íåõàé H ̸= const, (y, z) ̸= const. Ïðîàíàëiçó-
âàâøè ñòðóêòóðó äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (23) âiä-
íîñíî çìiííî¨ u, îòðèìà¹ìî òàêi ïàðè ôóíêöié:

H = eu + λ1, F = λ2e
u + λ3u+ λ4; (24)

H = λum, F = λu, m ̸= 0, 1; (25)

H = u, F = λ1u
2 + λ2u+ λ3. (26)

Ðîçãëÿíåìî êîæíó ïàðó ôóíêöié îêðåìî.
II.3.1. Ïiäñòàâèâøè ôóíêöi¨ (24), (21) â îñòàíí¹

ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (19) òà ðîçùåïèâøè ïî ñòåïåíÿõ
çìiííî¨ u, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ y = 0, z0 + z2 = λ2z
òà λ1z0 + (2C12ω + (d⃗ )2)zωω + 2C12zω = λ3z. Ïðî-
iíòåãðóâàâøè äðóãå ðiâíÿííÿ, çíàéäåìî z = λ2(1 +
β(ω)eλ2x0)−1, äå β � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ. Ïiä-
ñòàâèâøè z â òðåò¹ ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî óìîâè λ1 =

λ3 = 0, β̇ = 0, ÿêi ðàçîì ç (24) çàäàþòü ðiâíÿí-
íÿ euu0 + △u = λ2e

u + λ4, ùî ïåðåòâîðåííÿìè (5) i
(6) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ euu0 +△u = λ4. Îòðèìàíi
îïåðàòîðè ç òî÷íiñòþ äî (5), (6) ïîðîäæóþòü ëiíiéíó
êîìáiíàöiþ òiëüêè ëi¨âñüêèõ îïåðàòîðiâ.

II.3.2. Ïiäñòàâèâøè ôóíêöi¨ (25), (21) â îñòàíí¹
ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (19), îòðèìà¹ìî

λz = m(yu+ z)2um−1 + (ẏu+ z0)u
m+

+(2C12ω + (d⃗ )2)zωω + 2C12zω.
(27)

Ïðè ðîçùåïëåííi ðiâíÿííÿ (27) ïî ñòåïåíÿõ çìiííî¨
u âèíèêàþòü îñîáëèâi ñòåïåíi m = −1 òà m = 1.

Íåõàé H = λu−1. Òîäi ç ðiâíÿííÿ (27) ìà¹ìî
z = 0, y = −(x0 + d0)

−1,
äå d0 � äîâiëüíà ñòàëà. Ïiäñòàâèâøè z òà y â
(13), îòðèìà¹ìî îïåðàòîðè, ÿêi ç òî÷íiñòþ äî ïåðå-
òâîðåíü (5), (6) åêâiâàëåíòíi ëi¨âñüêèì îïåðàòîðàì
Q1 = (x0 + d0)∂0 − ∂u, Q2 = (Cabxb + db)∂a.

Íåõàé H = λu. Òîäi ç ðiâíÿííÿ (27) îòðèìà¹ìî

ẏ + y2 = 0, z0 + 2yz = 0,

λz = z2 + (2C12ω + (d⃗ )2)zωω + 2C12zω.
(28)

Ðîçâ'ÿçêîì ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (28) ¹
y = 0 àáî y = (x0 + d0)

−1.
Ïðè y = 0 ç (28) âèïëèâà¹, ùî z0 = 0, à òàêîæ(

2C12ω + (d⃗ )2
)
z̈ + 2C12ż = λz − z2. (29)

Çàëåæíî âiä ñïiââiäíîøåíü ìiæ êîåôiöi¹íòàìè C12 òà
da iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿííÿ (29) çâîäèòüñÿ äî iíòåãðó-
âàííÿ ðiâíÿíü

2C12(ωz̈ + ż) = λz − z2, ïðè C12 ̸= 0, d⃗ = 0;

(d⃗ )2z̈ = λz − z2, ïðè C12 = 0, (d⃗ )2 ̸= 0.
(30)

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (30) çàäàþòü Q-óìîâíi îïåðàòîðè
iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (2), ÿêi íàâåäåíî â òàáë. 2.6
â ïóíêòàõ 4�8.

Êîëè y = (x0 + d0)
−1, ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè

(28) îòðèìà¹ìî z = β(ω)(x0+d0)
−2, äå β � äîâiëü-

íà ãëàäêà ôóíêöiÿ. Ïiäñòàâèâøè z â òðåò¹ ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè (28), îäåðæèìî, ùî β = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî
z = 0 i îïåðàòîðè (13) ¹ åêâiâàëåíòíi ëi¨âñüêèì, ÿêi
íàâåäåíî â òàáë. 2.1 â ïóíêòi 6.

Íåõàé H = λum, m ̸= 0,±1. Òîäi ç ðiâíÿííÿ (27)
çíàõîäèìî z = 0, y = (mx0+d0)

−1, äå d0 � äîâiëüíà
ñòàëà, ïiäñòàâèâøè ÿêi â (13), îòðèìà¹ìî îïåðàòîðè
ùî åêâiâàëåíòíi ëi¨âñüêèì

Q1 = (mx0 + d0)∂0 + ∂u, Q2 = (Cabxb + db)∂a.
II.3.3. Ïiäñòàâèâøè ôóíêöi¨ (26), (21) â îñòàíí¹

ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (19) òà ðîçùåïèâøè ïî ñòåïåíÿõ
çìiííî¨ u, îòðèìó¹ìî

ẏ + (y − λ1)y = 0, z0 + 2(y − λ1)z = 0, (31)

(2C12ω + (d⃗ )2)zωω + 2C12zω + z2 + λ3y = λ2z. (32)

ßêùî y = const, òî ç (31) îòðèìó¹ìî, ùî y = λ1,
z0 = 0, ïðè öüîìó ôóíêöiÿ z = z(ω) ïîâèííà çà-
äîâîëüíÿòè òàêå çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿí-

íÿ
(
2C12ω + (d⃗ )2

)
zωω + 2C12zω + z2 + λ3λ1 = λ2z.
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Iíâîëþòèâíi ìíîæèíè ç äâîõ îïåðàòîðiâ óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òåïëîïðîâiäíîñòi

Ðîçâ'ÿçêè ÿêîãî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â (13), çàäàþòü
îïåðàòîðè, íàâåäåíi â ïóíêòi 4 òàáë. 2.

Ïðèïóñòèìî, ùî y ̸= const. ßêùî äîäàòè ïåðøå
ðiâíÿííÿ (31), äîìíîæåíå íà 2z, òà äðóãå ðiâíÿííÿ
(31), äîìíîæåíå íà −y, òî, ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ïî
çìiííié x0, îòðèìà¹ìî z = β(ω)y2. Ïiäñòàâèâøè z
â (32) òà ðîçäiëèâøè çìiííi, îòðèìà¹ìî z = const òà
y = const, ùî ïðîòèði÷èòü íàøîìó ïðèïóùåííþ. Òå-
îðåìà 4 äîâåäåíà.

IV. Âèñíîâêè

Ó ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ iíâîëþ-
òèâíèõ ìíîæèí Q-óìîâíèõ îïåðàòîðiâ iíâàðiàíòíîñòi
(1+2)-âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Äîêëàä-
íî îïèñàíî ìíîæèíè äâîõ îïåðàòîðiâ (13) Q-óìîâíî¨
iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (2). Ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ
íàâåäåíî â òàáë. 2.
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