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Вступ

Математичне моделювання дискретно-неперерв-
них природних процесiв приводить до проблеми роз-
в’язування диференцiальних рiвнянь iз узагальнени-
ми функцiями в коефiцiєнтах (напр., [1]), якi iз-за ви-
никнення проблеми множення розривних i узагальне-
них функцiй прийнято називати квазiдиференцiаль-
ними. Значний поштовх пiд час дослiдження таких
рiвнянь дав розвиток теорiї узагальнених функцiй та
розвиток концепцiї квазiпохiдних, яку започаткував
Д. Шин у 40-х роках минулого столiття [2]. Практич-
ний iнтерес становлять такi класи квазiдиференцi-
альних рiвнянь (КДР), розв’язок яких можна записа-
ти у явному виглядi. Узагальнена однорiдна система
першого порядку iз кусково-сталими коефiцiєнтами
вивчалась в [3], де було одержано вигляд елемен-
тiв вiдповiдної фундаментальної матрицi. У статтi [4]
введено класи вироджених та частково-вироджених
(однорiдних i неоднорiдних) КДР та отримано зобра-
ження розв’язкiв, зокрема, задачi Кошi та крайової
задачi. Застосування таких КДР можна знайти, на-
приклад, в [4]–[6]. Оскiльки дослiдження КДР зводи-
ться до дослiдження вiдповiдної узагальненої систе-
ми першого порядку [7], то доцiльно розглянути вла-
стивостi саме такої системи, що є предметом нашого
дослiдження. У цiй роботi розглядається неоднорiдна
узагальнена система першого порядку, коефiцiєнти i
права частина якої мiстять, окрiм дискретної компо-
ненти – мiри [8], ще й кусково-неперервну.

Позначення

I – вiдкритий iнтервал дiйсної осi R; [a; b] ⊂ I –
вiдрiзок дiйсної осi; Θk – характеристична функцiя

промiжку [xk; xk+1); δk(x) = δ(x − xk) – функцiя Дi-
рака з носiєм у точцi x = xk; R

m×m – простiр дiйсних
m × m матриць; R

m – простiр m-вимiрних дiйсних
векторiв; E – одинична матриця порядку m; C(I) –
простiр неперервних на I функцiй; BV +

loc(I) – про-
стiр неперервних справа функцiй локально обмеже-
ної на I варiацiї; Cm(I), BV +

loc,m(I) – простори мат-
ричних функцiй A : I → R

m×m, всi елементи яких
належать вiдповiдно просторам C(I) та BV +

loc(I),
вiдповiднi простори вектор-функцiй позначатимемо
Cm(I), BV

+

loc,m(I).

I. Iснування та єдинiсть розв’язку

Розглянемо неоднорiдну узагальнену систему пер-
шого порядку вигляду

Y
′
(x) =

(
n−1∑
k=0

Ak(x)Θk +
n∑

k=1

Ckδk(x)

)
Y (x)+

+
n−1∑
k=0

Rk(x)Θk +
n∑

k=1

Skδk(x), (1)

де Y (x) – невiдома m-вимiрна вектор-функцiя;
a ≡ x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn ≡ b; Ak(x) ∈ Cm(I),
Rk(x) ∈ Cm(I), k = 1, . . . , n−1; Ck ∈ R

m×m, Sk ∈ R
m,

k = 1, . . . , n.
Систему (1) розглядатимемо разом iз початковою

умовою
Y (x0) = Y 0. (2)

Зауважимо, що рiвнiсть (1) розумiється в сенсi тео-
рiї узагальнених функцiй [9]. Система (1) є системою
вигляду

Y
′
(x) = C ′(x)Y (x) + F

′
(x), (3)
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де

C ′(x) =
n−1∑
k=0

Ak(x)Θk +
n∑

k=1

Ckδk(x),

F
′
(x) =

n−1∑
k=0

Rk(x)Θk +
n∑

k=1

Skδk(x).

Для того, щоб система (3) була коректною, необхiдно
i досить, щоб виконувалися умови коректностi [9]:

∀xk ∈ I [ΔC(xk)]2 ≡ 0, ΔC(xk)ΔF (xk) ≡ 0.

Очевидно, що ΔC(xk) = Ck, ΔF (xk) = Sk. Отже,
для того, щоб система (1) була коректною, необхiдно
i досить, щоб виконувалися умови

C2
k ≡ 0, CkSk ≡ 0, k = 1, . . . , n. (4)

Зауваження 1. Надалi вважатимемо умови
(4) виконаними.

Оскiльки система (1) є частковим випадком сис-
теми вигляду (3) iз коефiцiєнтами з простору
BV +

loc(I), то наступна теорема є наслiдком результа-
тiв роботи [9].

Теорема 1. Розв’язок задачi (1)–(2) iснує i
єдиний в класi BV

+

loc,m(I), причому стрибки цього
розв’язку породжуються винятково стрибками ко-
ефiцiєнтiв самої системи, а саме:

∀xk ∈ I ΔY (xk) = CkY (xk −0)+Sk, k = 1, . . . , n. (5)

Означення 1. Систему

Y
′
(x) =

(
n−1∑
k=0

Ak(x)Θk

)
Y (x),

вiдповiдну системi (1), називатимемо визначальною.
Фундаментальну матрицю (матрицю Кошi) виз-

начальної системи на промiжку [xk; xk+1) (тобто сис-
теми Y

′
(x) = Ak(x)Y (x)), позначатимемо B̃k(x, s)

i вважатимемо її вiдомою для довiльного k =
= 0, 1, . . . , n − 1.

Позначимо C̃k = E + Ck, k = 1, . . . , n.

Означення 2. Для двох довiльних точок
xp, xq ∈ I таких, що xp > xq, позначимо

B(xp, xq) =
p−q−1∏

i=0

C̃p−iB̃p−i−1(xp−i, xp−i−1). (6)

Покажемо, що при наведених вище припущеннях
розв’язок задачi Кошi (1)–(2) можна подати в замк-
ненiй формi.

II. Розв’язок неоднорiдної системи

Теорема 1. Розв’язок задачi (1)–(2) подає-
ться у виглядi

Y (x)=
n−1∑
k=0

⎧⎨⎩B̃k(x, xk)

⎛⎝B(xk, x0)Y 0+
k∑

j=0

B(xk, xj)Zj

⎞⎠+

+

x∫
xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds

⎫⎬⎭Θk, (7)

де для j = 1, . . . , n

Zj = C̃j

xj∫
xj−1

B̃j−1(xj , s)Rj−1(s)ds + Sj , (8)

а Z0 = 0.
� Доведення. На iнтервалi [xk; xk+1) система

(1)має вигляд

Y
′
k(x) = Ak(x)Y k(x) + Rk(x), (9)

а фундаментальна матриця, вiдповiдна цiй системi –
B̃k(x, s). Розв’язок системи (9) можна записати у
формi Кошi [9]:

Y k(x) = B̃k(x, xk)P k +

x∫
xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds, (10)

де P k – деякий (невiдомий) вектор з простору R
m.

Аналогiчно на промiжку [xk−1; xk) розв’язок систе-
ми (9) запишеться у виглядi

Y k−1(x) = B̃k−1(x, xk−1)P k−1+

+

x∫
xk−1

B̃k−1(x, s)Rk−1(s)ds (11)

з невiдомим вектором P k−1. Як було зазначено ви-
ще, розв’язок задачi Кошi (1)–(2) належить до класу
BV +

loc(I) i в точцi x = xk виконується умова спряжен-
ня (5). Врахуємо, що Y (xk) та Y (xk − 0) обчислю-
ються за формулами (10) i (11) вiдповiдно, тодi пiсля
спрощення одержимо

P k = C̃kB̃k−1(xk, xk−1)P k−1+

+ C̃k

xk∫
xk−1

B̃k−1(xk, s)Rk−1(s)ds + Sk

або згiдно з позначенням (8)

P k = C̃kB̃k−1(xk, xk−1)P k−1 + Zk, k > 1.

Приймаючи в рекурентному спiввiдношеннi початко-
ве значення P 0 = Y 0, методом математичної iндукцiї
отримуємо, що

P k = B(xk, x0)Y 0 +
k∑

j=1

B(xk, xj)Zj .
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Прийнявши Z0 = 0, враховуючи (10) i зображення

Y (x) =
n−1∑
k=0

Y k(x)Θk, одержимо (7).

Оскiльки в точцi x = xn згiдно з (5) розв’язок
системи має розрив, то формула (7) не охоплює зна-
чення розв’язку в цiй точцi. Враховуючи зображення
(6) та формули (7), (8), одержимо

Y (xn)=B(xn, x0)Y 0+
n∑

j=0

B(xn, xj)Zj .

�
Наслiдок 1. Розв’язок вiдповiдної (1)–(2) од-

норiдної задачi (при Rk ≡ 0, k = 0, 1, . . . , n−1, Sk ≡ 0,
k = 1, . . . , n) має вигляд

Y0(x) =
n−1∑
k=0

B̃k(x, xk)B(xk, x0)Y 0Θk.

Наслiдок 2. Розв’язок задачi Кошi (1)–(2) за
нульової початкової умови (Y 0 = 0) має вигляд

Y
∗
(x) =

n−1∑
k=0

⎧⎨⎩B̃k(x, xk)
k∑

j=1

B(xk, xj)Zj+

+

x∫
xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds

⎫⎬⎭Θk. (12)

Наслiдок 3. Для розв’язку задачi Кошi (1)–(2)
справедливе зображення

Y (x) = Y0(x) + Y∗(x).

III. Застосування

Розглянемо на вiдрiзку [0; 1] квазiдиференцiальне
рiвняння

(fy′)′ + 16
(
f +

1
3
δ
(
x − 1

4

)
+

1
4
δ
(
x − 1

2

)
+

+
1
4
δ
(
x − 1

2

)
+

1
2
δ
(
x − 3

4

)
+

1
6
δ
(
x − 1

))
y =

= xΘ0 + 5Θ1 − 3
2
x2Θ2 + sin xΘ3 +

1
4
δ
(
x − 1

4

)
−

− 2
5
δ
(
x − 1

2

)
+

1
2
δ
(
x − 3

4

)
− 1

4
δ
(
x − 1

2

)
, (13)

де

f(x) =

{
4, x ∈ [0; 1

4

) ⋃ [
1
2 ; 3

4

)
2, x ∈ [ 1

4 ; 1
2

) ⋃ [
3
4 ; 1
]

Θ0,Θ1,Θ2, Θ3 – характеристичнi функцiї iнтервалiв[
0; 1

4

)
,
[

1
4 ; 1

2

)
,
[

1
2 ; 3

4

)
та
[

3
4 ; 1
)
вiдповiдно.

Для зручностi позначимо x0 = 0, x1 = 1
4 , x2 = 1

2 ,
x3 = 3

4 , x4 = 1.
Введемо квазiпохiдну [7]

y[1](x) = fy′ (14)

Рiвняння (13) розглядатимемо разом з крайовими
умовами

y[1](0) = y[1](1) = 0. (15)

За допомогою вектора Y =
(
y, y[1]

)�
рiвняння

(13) зводимо до системи вигляду (1) з такими кое-
фiцiєнтами:

C1 =
(

0 0
− 8

3 0

)
, C2 =

(
0 0

− 16
3 0

)
,

C3 =
(

0 0
−4 0

)
, C4 =

(
0 0
− 8

3 0

)
,

R0(x) =
(

0
x

)
, R1(x) =

(
0
5

)
,

R2(x) =
(

0
− 3

2x2

)
, R3(x) =

(
0

sin x

)
,

S1 =
(

0
1
4

)
, S2 =

(
0
− 2

5

)
, S3 =

(
0
1
2

)
, S3 =

(
0
− 1

6

)
.

Для вiдповiдної системи крайовi умови (15) запише-
мо у виглядi

PY (0) = QY (1),

де P =
(

0 1
0 0

)
, Q =

(
0 0
0 1

)
.

Визначальною в цьому випадку буде система(
y

y[1]

)′
=
(

0 1
−16f 0

)(
y

y[1]

)
.

З врахуванням вигляду квазiпохiдної (14) та струк-
тури фундаментальної матрицi [10] побудуємо матри-
цi Кошi B̃k(x, s, p), k = 0, 1, 2, 3. Безпосередньою пе-
ревiркою можна переконатися, що

B̃0(x, s) =
(

cos 4(x − s) sin 4(x−s)
16−16 sin 4(x − s) cos 4(x − s)

)
,

B̃1(x, s) =
(

cos 4(x − s) sin 4(x−s)
8−8 sin 4(x − s) cos 4(x − s)

)
.

Зауважимо, що

B̃2(x, s) = B̃0(x, s), B̃3(x, s) = B̃1(x, s).

Знайдемо початковий вектор Y 0 для задачi (13), (15)
за формулами (див., наприклад [4]):

Y (0) = [P − QB(1, 0)]−1QY
∗
(1).

Використовуючи формули (12), обчислимо Y
∗
(1) i

одержимо

Y 0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(
−15126 sin 1 cos 1 + 2400 sin 1 cos3 1−

−1827 sin 1 − 13986 cos 1 − 1450 cos4 1−
−20772 cos2 1 + 31620 cos3 1 + 5758+

+18410 sin 1 cos2 1 + 320 sin
(

7
4

)−
−192 sin

(
1
4

)
+ 576 cos

(
1
4

)− 960 cos
(

7
4

))//(
2560

(
240 cos4 1 + 145 sin 1 cos3 1−

−225 cos2 1 − 86 sin 1 cos 1 + 30
))

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
На основi результатiв теореми 1 знайдемо розв’я-

зок задачi (13), (15). Через громiздкiсть точних фор-
мул для розв’язку наведемо його з точнiстю 10−5.
Зауважимо, що внаслiдок властивостi неперервно-
стi розв’язку квазiдиференцiального рiвняння (13)
можна було не виокремлювати його значення при
x = 1.
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y(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1.5626 · 10−2x − 3.9062 · 10−3 sin 4x + 6.2077 · 10−2 cos 4x, x ∈ [0; 1
4 )

,−1.2211 · 10−1 cos(4x − 1) − 9.2405 · 10−2 sin(4x − 1) + 1.5625 · 10−1, x ∈ [ 14 ; 1
2 ),

−2.3438 · 10−2x2 + 4.1253 · 10−3 sin(4x − 2) + 1.5463 · 10−2 cos(4x − 2) + 2.9297 · 10−3, x ∈ [ 12 ; 3
4 ),

3.3333 · 10−2 sin x + 2.1793 · 10−2 sin(4x − 3) + 1.5785 · 10−3 cos(4x − 3)−
+1.2500 · 10−2 sin(4x − 3.75) − 2.0833 · 10−2 sin(4x − 2.25), x ∈ [ 34 ; 1),
2.9830 · 10−2, x = 1.

IV. Висновки

Конкретний вигляд коефiцiєнтiв узагальненої си-
стеми першого порядку вигляду (1) дає змогу до-
слiдити властивостi вiдповiдної фундаментальної ма-
трицi та конструктивно побудувати розв’язки зада-
чi Кошi для такої системи. Узагальненi системи iз

кусково-змiнними коефiцiєнтами виникають пiд час
дослiдження явищ дискретно-неперервної природи
(наприклад, побудова математичної моделi струни,
яка мiстить зосередженi точковi маси [11]). Також та-
кi системи становлять практичний iнтерес у разi на-
ближеного розв’язання узагальнених квазiдиферен-
цiальних рiвнянь [5]–[6].
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The conditions of existence and uniqueness of solutions of Cauchy’s problem for
nonhomogeneous generalized differential system first order with particulary-various coefficients
are researched. The representation of this solutions is obtained in constructed form. Illustrative
example is given.
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