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ВСТУП 
 

Актуальність теми. Широке використання у промисловості та будів-

ництві композитних матеріалів, функціональні властивості яких істотно зале-

жать від дифузійних процесів, що в них протікають, вимагає вивчення основ-

них закономірностей масоперенесення, зокрема, з метою оцінки надійності, 

оптимальності і довговічності складних інженерних конструкцій. В існуючих 

промислових системах очистки питної води та забруднених стоків широко ви-

користовують багатошарові фільтри з різною пористістю шарів. Ефективність 

їх роботи істотно залежить як від пористості, так і геометричних параметрів 

структур. Оскільки при моделюванні фільтрів, геологічних об’єктів, шаруватих 

композитів, інженерних конструкцій, як багатофазних шаруватих систем, ін-

формація про геометричні параметри внутрішньої структури може бути 

відсутньою, то виникає необхідність розгляду таких структур і процесів, що в 

них протікають, як випадкових.  

Також при дослідженні процесів масоперенесення в пористих середо-

вищах, вивченні характеристик дифузійних мембран, діагностиці матеріалів, 

визначенні структури росту металів чи тверднення сплавів, тощо, важливою 

характеристикою процесу, крім концентрації мігруючої речовини чи хімічного 

потенціалу, є дифузійний потік. При моделюванні потоків маси домішкової 

речовини у багатофазних тілах випадково неоднорідної структури виникають 

значні труднощі при проведенні процедури усереднення за ансамблем 

конфігурацій фаз, оскільки невідомими є функції кореляції градієнта стохас-

тичного поля концентрації та випадкового коефіцієнта дифузії. Для вирішення 

цієї проблеми К. Бергінс, С. Крон, К. Сторсс, Т. Шуленберг, У. Мюллер пропо-

нують для пористих тіл балансові рівняння складати для вже гомогенізованих 

середовищ, фізичні характеристики яких є усередненими величинами, що 

враховують відповідні коефіцієнти різних фаз. При цьому нехтується, зокрема, 

взаємодією між фазами і повинні виконуватись умови застосовності методів 

гомогенізації. Й. Келлер випадковий потік визначає за законом Дарсі, коефі-

цієнт фільтрації якого є випадковою функцією просторової координати, для 
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побудови розв’язку використовує методи малих збурень та згладжування, і 

накладає умову нормального розподілу фаз у середовищі, тому визначає тільки 

двоточкову функцію коваріації.  

Тому розробка нових підходів до математичного моделювання потоків у 

багатошарових, у тому числі випадково неоднорідних тілах, коли розміри 

областей окремих фаз є макроскопічними і випадковими, та побудова алго-

ритмів аналітико-числового дослідження характеристик процесів перенесення в 

об’єктах природного середовища відносяться до актуальних проблем матема-

тичного моделювання. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робота 

виконана в рамках планів наукових досліджень Центру математичного моделю-

вання Інституту прикладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Підстри-

гача НАН України, результати дисертації отримані в рамках науково-дослідних 

тем: «Розробка методів математичного моделювання нелінійних нерівноважних 

процесів у багатофазних тілах періодичної та стохастичної структури і створен-

ня програмного забезпечення» (№ ДР 0111U009748), «Створення і дослідження 

математичних моделей процесів переносу у регулярних і нерегулярних дис-

персних структурах, континуальних моделей наномеханіки і математичних ме-

тодів обробки експериментальних даних» (№ ДР 0115U003566). У рамках ви-

конання цих науково-дослідних робіт автором розроблено підхід до кількісного 

опису дифузійних потоків у стохастично неоднорідних шаруватих структурах, 

доведено теореми існування розв’язку і збіжності ряду Неймана для задач, в 

яких неоднорідність структури матеріалу врахована в коефіцієнтах рівняння. 

Проведено математичне моделювання потоків частинок у двофазних шаруватих 

структурах за ймовірнісних рівномірного та часткових випадків бета-розподілів 

фаз, а також стохастичних товщин включень. На цій основі розроблено пакет 

програм для розрахунку усереднених потоків домішкових частинок, що міг-

рують у двофазних стохастично неоднорідних шаруватих тілах.  

Мета і задачі дослідження. Метою роботи є розроблення моделей і за-

собів математичного моделювання дифузійних потоків у двофазних стохас-
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тично неоднорідних шаруватих структурах за довільного ймовірнісного розпо-

ділу фаз та стохастичних товщин підшарів. 

Для досягнення мети розв’язано такі задачі: 

 розроблено підхід до математичного опису дифузійних потоків у випад-

ково неоднорідних шаруватих тілах, який базується на формулюванні 

крайових задач безпосередньо для функції потоку – побудові рівняння ди-

фузії з урахуванням неоднорідності структури у його коефіцієнтах, об-

грунтуванні крайових умов на потік; отриманні еквівалентного інтегро-

диференціального рівняння; побудові розв’язку у вигляді інтегрального 

ряду Неймана та його усереднення за ансамблем конфігурацій фаз; 

 використовуючи розроблений підхід, досліджено закономірності розпо-

ділів дифузійних потоків в однорідній смузі та двофазних багатошарових 

тілах за рівномірного розподілу фаз та часткових випадків бета-розподілу 

включень, що відповідають структурам, в яких область найбільш ймо-

вірного розташування включень зосереджена біля поверхні шару, де діє 

джерело маси, в околі іншої границі тіла і посередині смуги; 

 сформульовано і доведено теореми існування розв’язку та абсолютної і 

рівномірної збіжності інтегральних рядів Неймана для крайових задач, 

сформульованих на дифузійний потік; отримано оцінку парного взаємо-

впливу шаруватих включень на усереднений дифузійний потік домішко-

вої речовини; 

 на основі розвиненого підходу побудовано та досліджено розв’язки 

крайових задач дифузії на потік маси у двофазній випадково неоднорідній 

смузі за нульової та ненульової сталої початкових концентрацій для ви-

падків, коли товщина прошарку є випадковою величиною з ймовірніс-

ними рівномірним або трикутним розподілами на деякому проміжку; 

 побудовано розрахункові схеми та розроблено програмний комплекс для 

числового дослідження усереднених потоків маси у стохастично неодно-

рідних шаруватих тілах; 

 визначено вплив похибок вхідних даних, методу та заокруглення на роз-

в’язки крайових задач дифузії домішкової речовини в однорідній та ви-
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падково неоднорідній шаруватій смугах за рівномірного розподілу фаз в 

області тіла. 

Об’єкт дослідження – процеси дифузії домішкової речовини в багатофаз-

них тілах стохастично неоднорідної структури. 

Предмет дослідження – математичні моделі процесів масоперенесення у 

випадково неоднорідних тілах за довільних ймовірнісних розподілів шаруватих 

включень. 

Методи дослідження. В основу дослідження покладено уявлення, підходи 

і методи фізики твердого тіла, термодинаміки нерівноважних процесів, матема-

тичної фізики, зокрема, методу інтегральних перетворень, теорії узагальнених 

функцій, математичного аналізу, теорії ймовірностей та математичної статис-

тики, диференціальних та інтегральних рівнянь, теорії похибок, чисельних мето-

дів, у тому числі чисельного інтегрування методом трапецій. 

Наукова новизна одержаних результатів полягає в наступному: 

 вперше розроблено підхід до математичного опису дифузійних потоків у 

випадково неоднорідних шаруватих тілах, в рамках якого на основі рівняння 

балансу маси отримано рівняння дифузії для функції потоку та обгрунтовано 

крайові умови, побудовано нове інтегро-диференціальне рівняння з випадковим 

ядром, розв’язок якого отримано у вигляді ряду Неймана; 

 вперше сформульовано і доведено теорему про абсолютну і рівномірну 

збіжність ряду Неймана, у вигляді якого знайдено розв’язки крайових задач, в 

яких неоднорідність структури матеріалу врахована в коефіцієнтах рівняння, 

що є випадковими стрибкоподібними функціями просторових координат, а та-

кож теорему існування розв’язку інтегро-диференціального рівняння, еквіва-

лентного вихідній крайовій задачі; 

 вперше отримано розрахункові формули, проведено числовий аналіз та 

встановлено закономірності усередненого дифузійного потоку частинок доміш-

кової речовини у двофазній багатошаровій смузі за рівномірного розподілу фаз 

у тілі та часткових випадків бета-розподілів включень, а також у двофазній 

смузі з рівномірним розподілом включень випадкової товщини для нульової 
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початкової умови на концентрацію або її ненульового сталого початкового роз-

поділу; 

 вперше проведено числовий аналіз ефекту парного взаємовпливу шарува-
тих включень на усереднений потік маси у шаруватому тілі з рівномірним роз-
поділом фаз та структурі з областю найбільш ймовірного розташування вклю-
чень в околі джерела маси; 

 вперше встановлено залежність усередненого за ансамблем конфігурацій 
фаз потоку домішкових частинок від збурення вхідних параметрів задачі, здійс-
нено аналіз похибок методу та заокруглення. 

Практична цінність роботи. У роботі розроблено новий підхід до матема-
тичного опису випадкових дифузійних потоків домішкової речовини у стохас-
тично неоднорідних шаруватих тілах, що дає можливість чисельно досліджува-
ти усереднені потоки маси через двофазну багатошарову смугу за різних ймо-
вірнісних випадків розташування включень та стохастичних товщин підшарів. 
На основі одержаних розрахункових формул створено пакет програм для ком-
п’ютерного моделювання дифузійних потоків у випадково неоднорідних струк-
турах, встановлено основні закономірності поведінки усереднених потоків та 
проаналізовано вплив похибок різного типу на збурення усередненого потоку. 

Одержані в роботі результати використані для: 

 розрахунків усереднених дифузійних потоків атомів вуглецю та водню 
при їх міграції в шаруватій структурі αFe – Ni (використано у Фізико-механіч-
ному інституті ім. Г. В. Карпенка НАН України); 

 оцінки технологічного періоду продуктивного функціонування фільтра 
(впроваджено на об’єкті «Очисні споруди потужністю Qmax – 10000,0 м3/добу 
очистки міських комунально-побутових стічних вод м. Приморськ Запорізької 
обл.» у підприємстві «Пріма-сервіс» ЛТД, м. Галич, Івано-Франківська обл.); 

Частина результатів теоретичного і прикладного характеру використана 
при розробці спецкурсів «Математичне моделювання процесів дифузії в неод-
норідних середовищах», «Математичні моделі фізичних процесів» та «Матема-
тичне моделювання дискретно-неперервних систем» для студентів Прикар-
патського національного університету імені Василя Стефаника, які навчаються 
за спеціальністю «Прикладна математика». 
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Достовірність отриманих результатів забезпечується строгими теоре-
тичними викладками при отриманні рівняння дифузії для функції потоку маси в 
багатофазному середовищі на основі рівняння балансу маси, експериментально 
підтверджених законів Фіка, формулюванні фізично обґрунтованих крайових 
умов в задачах на потік, застосуванням положень хімічної термодинаміки для 
встановлення початкових умов на функцію концентрації домішкових частинок, 
використанням апробованих підходів та методів математичної фізики, інтег-
ральних та диференціальних рівнянь, теорії узагальнених функцій, теорії ймо-
вірностей та математичної статистики, математичного аналізу, чисельних мето-
дів та теорії похибок, а також узгодженням окремих результатів з відомими у 
літературі теоретичними та експерименттальними даними. 

Особистий внесок здобувача. Всі теоретичні та прикладні результати, 
що складають зміст дисертаційної роботи, отримані автором самостійно. У ро-
ботах, опублікованих у співавторстві, здобувачеві належать: розвинення підхо-
ду до математичного опису дифузійних потоків у випадково неоднорідних ша-
руватих тілах [38, 47, 127]; обгрунтування крайових умов [34, 158]; побудова 
ряду Неймана для випадкового потоку маси [137, 138] та доведення теорем іс-
нування розв’язку та збіжності рядів Неймана [40, 136]; реалізація розвиненого 
підходу до опису стохастичних потоків у смузі з прошарком [133, 134, 161]; по-
будова розв’язку крайової задачі [10], комп’ютерне моделювання [126, 142] та 
встановлення закономірностей розподілів дифузійних потоків у багатошарових 
тілах за рівномірного розподілу фаз [130, 135, 139]; застосування розробленого 
підходу до опису потоків маси у структурах, в яких область найбільш ймовірно-
го розташування включень зосереджена біля поверхні шару, де діє джерело 
маси [131, 140], в околі іншої границі тіла [39, 48] і посередині смуги [43, 132]; 
одержання розрахункових формул для усереднених дифузійних потоків за пар-
ного взаємовпливу шаруватих включень [41]; проведення процедур усереднен-
ня, реалізація числового експерименту та встановлення закономірностей пове-
дінки усереднених потоків у шаруватій смузі з прошарками випадкової товщи-
ни з рівномірним [42] і трикутним [141] розподілами на заданому проміжку. 

Апробація результатів дисертації. Основні результати дисертації допо-
відались й обговорювались на міжнародних та вітчизняних конференціях та 
симпозіумах: 14-17 -й міжнародних науково-технічних конференціях “Систем-
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ний аналіз та інформаційні технології” (м. Київ, 2012-2015); 12-му міжнародно-
му симпозіумі українських інженерів-механіків у Львові (м. Львів, 2015); ІІІ-й 
науково-технічній міжнародній конференції “Компьютерное моделирование в 
наукоемких технологиях” (м. Харків, 2014); III-й та ІV-й міжнародних науково-
практичних конференціях “Системний аналіз. Інформатика. Управління” (м. За-
поріжжя, 2012-2013); ІІ-й та ІІІ-й науково-технічних конференціях “Обчислю-
вальні методи і системи перетворення інформації”, присвяч. пам’яті проф. Б. По-
пова (м. Львів, 2012, 2014); міжнародній конференції “Сучасні проблеми меха-
ніки і математики” (м. Львів, 2013); ІХ міжнародній конференції “Математичні 
проблеми механіки неоднорідних структур” (м. Львів, 2014); 50 Konferencji Pionu 
Hutniczego (m. Kraków, Poland, 2013); конференціях молодих учених “Підстри-
гачівські читання-2012”, “Підстригачівські читання-2014” та “Підстригачівські 
читання-2015”, (м. Львів, 2012, 2014-2015); XVIII-й всеукраїнській конференції 
“Сучасні проблеми прикладної математики та інформатики” (м. Львів, 2012); 
ХІ, ХІІ, ХІІІ міжнародних науково-технічних конференціях “Фізичні процеси та 
поля технічних і біологічних об’єктів” (м. Кременчук, 2012-2014); всеукраїн-
ській та міжнародній наукових конференціях “Сучасні проблеми математично-
го моделювання та обчислювальних методів” (м. Рівне, 2013, 2015). 

У повному обсязі робота доповідалася на наукових семінарах Інституту 
прикладних проблем механіки і математики ім. Я.С.Підстригача НАН України 
та його Центру математичного моделювання, Львівського національного уні-

верситету ім. І.Франка, Прикарпатського національного університету ім. В.Сте-
фаника. 

Публікації. За темою дисертації опубліковано 34 наукові праці, у тому 
числі: 12 статей, з них 2 у наукових виданнях, які входять до наукометричних 

баз, 10 статей у наукових фахових виданнях з технічних наук, 22 публікації в 
матеріалах міжнародних та національних конференцій, 7 праць опубліковано 
без співавторів. 

 Структура та обсяг роботи. Дисертація складається зі вступу, чотирьох 
розділів, висновків, списку використаних джерел із 224 найменувань на 19 
сторінках, додатків на 20 сторінках. Обсяг роботи становить 198 сторінок, у 

тому числі основного тексту 148 сторінок. 
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РОЗДІЛ  1 

МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ ПЕРЕНЕСЕННЯ В ТІЛАХ ШАРУВАТОЇ 

СТРУКТУРИ. ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

1.1 Типові багатофазні шаруваті структури та галузі їх застосування  

 В останній час композитні матеріали набувають все більшого значення у 

хімічній промисловості, автомобілебудуванні, літакобудуванні, залізничному 

транспорті, електротехнічній промисловості, ядерній енергетиці, будівельній 

галузі, виробництві сільськогосподарської техніки, медицині тощо [3, 55, 150, 

163, 189]. Комбінуючи об’ємний вміст компонентів, можна отримувати компо-

зити з необхідними значеннями міцності, модуля пружності, термо-, зносо- і ко-

розостійкості, абразивної стійкості, а також створювати матеріали з необхід-

ними магнітними, діелектричними, радіопоглинаючими та іншими спеціальни-

ми властивостями [21, 198]. Застосування композитів забезпечує новий якісний 

стрибок у збільшенні потужності двигунів, енергетичних і транспортних уста-

новок, зменшенні маси машин і приладів тощо [2, 53, 74]. 

 Одним з найбільш розповсюджених класів композитних матеріалів є ша-

руваті композити (рис. 1.1) з основою із металічної матриці (Al, Mg, Ni та ін.) 

[21, 159, 206]. Використання полі- та біметалів дозволяє істотно скоротити вит-

рату високолегованих сталей, дефіцитних і дорогих кольорових металів, на-

приклад, Cu, Cr, Mo. Вироби із шаруватих композитів виготовляються метода-

ми лиття, ливарного плакування, прокатки, зварювання та наплавлення [21]. 

 Під час виробництва фільтрів та електричних ізолюючих шарів [224], зо-

крема, в літій-іонних технологіях, використовують металізацію поверхонь за 

допомогою Al2O3 (рис. 1.2). Шар Al2O3 використовується як бар’єрне покриття зі 

специфічними оптичними і пропускними властивостями. 

 При виготовленні ємностей для атомних електростанцій використовують 

біметали з основним шаром із низьколегованої сталі та плакуючим шаром із ви-

соколегованої аустенітної сталі (сталь 22К, сталь О8Х18Н10Т) [57, 145]. Три-
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шаровий композит сталі 60+ із включенням сталь 10+ широко застосовують у 

сільському господарстві для виготовлення плугів [55]. 
            a            b 

                  
Рис. 1.1. Приклад булату із сорбітною матрицею та скупченням вторинного  

цементиту (а) [211] та композиту BaZrO3 із включеннями Y9Ba36Cu55Ox (b) [189] 
 

                  
Рис. 1.2. Структури, металізовані Al2O3 за технологією Coldab USPLD [224] 

 За допомогою методів порошкової металургії або введенням порошку на-
повнювача в розплавлений метал отримують дисперсно зміцнені композити з 
ізотропними властивостями [30, 121]. Додавання до 10% наповнювача з туго-
плавких оксидів, боридів тощо призводить до підвищення стійкості матриці до 
навантажень та збільшує термостійкість композиту. Наприклад, введення окси-
ду торію чи цирконію у хромонікелевий сплав збільшує максимальну темпера-
туру функціонування виробів з 1000°С до 1200°С [55]. 

В умовах функціонування за високих температур, наприклад, у камерах 
згоряння реактивних двигунів, також використовують системи композитів на 
основі титану чи суперсплавів із молібденовими чи вольфрамовими включення-
ми [20, 114]. Найбільшою міцністю (σ=2.2 Гпа за температури 1093ºС) володіє 
композит W-Re-Hf-C, що у шість разів вище міцності із кобальтових чи нікеле-
вих суперсплавів при тій самій температурі [20]. 
 Розвиток методів електромембранних технологій, таких як електродіаліз 
та мембранний електроліз, зумовили створення полімерних композитів, що є 
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основою іонообмінних мембран (рис. 1.3,а). В якості іонообмінного матеріалу 
використовують полімери, зокрема, на основі стиролу з дивенилбензолом, із 
різноманітними функціональними групами [98], такими як -COO, -PO2, -PO3,     
-AsO3, -SeO3, -NH3, -RNH2, в якості наповнювача також може слугувати полі-
етилен або поліпропілен.  
         a                  b 

                 
Рис. 1.3. Іонообмінні (а) [212] та композитні (b) [217] мембрани  

 З метою підвищення довговічності вузлів і деталей конструкцій, коро-
зійної стійкості мембран (рис. 1.3,b), ємностей тощо застосовують полімерні 
покриття (табл. 1.1) [75, 217].  

Таблиця. 1.1. Стійкість з’єднань полімер-метал [217] 

Поєднувані матеріали Міцність, кН/м 

Полімер Метал Активована Початкова 

Ф-4 Сталь 25, 12Х18Н10Т, 
АМг6, МА2-1, ОТ-4, мідь 3.1-5.8 0.2-2.5 

Ф-4МБ 12Х18Н10Т, Д-16, ОТ-4 4.0-4.7 1.2-2.0 

ВМПЭ АМг6, Д-16, АД-1, ОТ-4, 
мідь 1.6-4.8 0.4-1.6 

 В останні роки інтерес дослідників привертає сполука оксид графіту, яка 

має типову шарувату структуру і володіє унікальними пропускними властивос-

тями [193], що дає потенційну можливість застосовувати такий матеріал для 

розділення складних сумішей (рис. 1.4). 

 У сучасному будівництві незамінними компонентами є композитні мате-

ріали такі як арматура зі склопластику, сендвіч-панелі, дерев’яно-шаруваті 

пластики, склотекстоліт (рис.1.5) [31, 115, 125]. 

 У харчовій промисловості для виготовлення одноразових упаковок типу 
«тетра пак» для рідких харчових продуктів, обгорток тощо широко використо-
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вують шаруваті алюмінійовані матеріали, для виготовлення яких алюмінієву 
фольгу запресовують на поліетиленову або паперову основу [97, 191]. Крім то-
го, такі матеріали використовуються як теплоізолянти при будівництві коте-
лень, теплотрас, гарячих трубопроводів в житлово-комунальному господарстві, 
в хімічній і нафтогазовій промисловості [21, 55]. 
            a               b 

                
Рис. 1.4. Плівка оксиду графіту (а) та її поперечний переріз (b) [222] 

 

            a               b 

                
Рис. 1.5. Дерев’яно-шаруватий пластик (а) [213] та склотекстоліт (b) [214]  

 На сьогодні важливою проблемою залишається очистки води до стану 
питної, а також очистка побутових та промислових каналізаційних стоків для 
вторинного використання [29, 51, 146]. На стадії попередньої очистки води 
широко використовуються механічні фільтри, призначені для видалення нероз-
чинених часток розміром понад 5-50 мікрон (рис.1.6) [218]. Одним з різновидів 
таких фільтрів є насипні фільтри [146], що складаються із зернистих засипок 
різних фільтраційних властивостей (рис. 1.7). У таких конструкціях використо-
вують: кварцовий пісок різних розмірів фракцій, гідроантрацит, алюмосилікат, 
сульфовугілля тощо. Неперемішуваність фільтруючих прошарків забезпечуєть-
ся значною різницею їх густин. Наприклад, густина кварцового піску становить 
2.6 г/см3, гідроантрациту – 1.6 г/см3 [210].  
 Широкого використання набули багатошарові фільтри, в яких величина 
зерен (гранул) фільтруючого матеріалу зменшується в напрямку руху стоків. 
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Проте, застосовують також фільтри, в яких легші і дрібніші часточки фільтрую-
чого матеріалу знаходяться у верхніх шарах (рис. 1.7) [220]. 

              
Рис. 1.6. Механічні фільтри [219] та їх конструкційна схема [210] 

         
Рис. 1.7. Зернисті насипні багатофазні фільтри  [220] 

 Для очищення води у промислових масштабах зазвичай застосовують 
каркасно-насипні фільтри (рис.1.8), які є різновидом багатошарових фільтрів, і 
слугують для доочищення стічних вод та затримання грубих, колоїдних та 
розчинених часток, зокрема, очистки від таких забруднювачів як нафтопродук-
ти, мідь, залізо, цинк тощо [11]. 
           a                  b 

     
Рис.1.8. Системи промислової очистки питної води (a) [218] та стічних вод (b) з 

використанням каркасно-насипних фільтрів [215] 
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 Одним з прикладів шаруватих багатофазних середовищ є геологічні 
об’єкти (рис. 1.9) [80], зокрема, структури родовищ корисних копалин, осадо-
вих, магматичних, метаморфічних порід: ліпідобластової (рис. 1.9,а), немато-
бластової та сланцеватої (рис. 1.9,b-c) [216] текстури тощо.  
              a          b              с 

         
Рис. 1.9. Структура шаруватої гірської породи (а) [221], дистенового (b) та 

фібролітового (c) сланців [216]  

 Аналіз процесів, в тому числі і дифузійних, що протікають в складних 
геологічних структурах є важливим під час проведення інженерно-геологічних 
досліджень земельних ділянок, зокрема, для встановлення можливості про-
ведення будівельних робіт. 
 Таким чином, галузі застосування шаруватих структур є дуже різноманіт-
ними. Зокрема, виготовлення деталей із композитів, що функціонують в умовах 
сильних навантажень, температурних режимів: обшивки, лонжеронів, панелей 
літаків [33]; лопаток компресорів і турбін в двигунах [35]; бурових інструментів 
у гірничовидобувній промисловості [55, 114]. В автомобілебудуванні засто-
совують композити для полегшення кузовів, ресор, рам, панелей кузовів тощо 
[53, 74]. Полімерні шаруваті структури знайшли своє використання у харчовій 
промисловості [97, 192], будівництві, медицині [163], приладобудуванні та ви-
готовленні елементів комп’ютерної техніки [153, 195], і в багатьох інших 
сферах життєдіяльності людини. 

 1.2 Математичний опис дифузійних процесів  

Оцінка часу та режимів ефективної роботи фільтрів, вивчення пропуск-

них властивостей мембран, функціональних характеристик композитних шару-

ватих матеріалів, тощо базується на моделюванні процесів перенесення маси, 

які в них протікають. 
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Для вивчення процесів дифузії домішкової речовини у рідинах, газах, 

твердих тілах, що відбуваються за рахунок міграції молекул чи інших елемен-

тарних частинок, застосовують фізичний, термодинамічний, інформаційний, 

феноменологічний, стохастичний та інші підходи [106].  

Відповідно до фізичного підходу процес дифузії розглядають як неперер-

вну послідовність елементарних подій, що полягають у стрибкоподібних пере-

міщеннях домішкових частинок з одного положення локальної рівноваги в інше 

за деякий невеликий проміжок часу. Зокрема, можуть реалізовуватись різні ме-

ханізми дифузії: обмін місцями атомів, циклічне переміщення декількох атомів, 

вакансійний, міжвузельний механізми тощо [128]. Фізичний підхід застосо-

вують при описі дифузійних процесів у рідинах і газах, процесів внутрішнього 

масоперенесення при адсорбції, дифузії низькомолекулярних речовин у полі-

мерах, дифузійної проникності мембран та ін. На основі припущення про швид-

ке встановлення теплової рівноваги частинки (молекули, атома, іону тощо) із 

середовищем у кожній проміжній позиції її розташування можна зробити вис-

новки про статистичну незалежність переміщення частинок у просторі і стохас-

тичну природу дифузійного процесу, що дає можливість застосовувати для йо-

го опису методи статистичної фізики [106]. 

При описі макроскопічних процесів переносу (дифузії, теплопровідності 

тощо) застосовують лінійні градієнтні закони [117]. Так у випадку процесу 

дифузії, величина потоку J


 пропорційна градієнту його концентрації C  [95] 

 CDJ grad


, (1.1) 

де D  – коефіцієнт дифузії (м2/с). 

 Співвідношення (1.1) є першим законом Фіка [160] і є одним із централь-

них постулатів теорії дифузійно контрольованих реакцій [95].  

Фізичний підхід застосовний у випадку відсутності великих макроско-

пічних градієнтів концентрації. Так при вивченні процесів масоперенесення у 

пластиках, колоїдних та деяких пористих тілах спостерігаються відхилення від 

законів Фіка, що мають характер ефекту насичення потоку перенесення [117]. 

Тоді необхідно проводити аналіз руху частинок на молекулярно-кінетичному 

рівні [95] із застосуванням нелінійних законів масоперенесення [117]. 
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Термодинамічний підхід, на відміну від фізичного, не використовує жод-

них модельних уявлень щодо атомно-молекулярної структури речовини. Зада-

чею такого підходу є встановлення зв’язків між спостережуваними макрохарак-

теристиками системи такими як тиск, температура, концентрація, хімічний по-

тенціал, ентропія, об’єм тощо [107]. Тоді як такі параметри атомно-молекуляр-

ної структури речовини як розміри атомів чи молекул, їхня кількість, маса і т.п. 

у термодинамічному підході не розглядаються. 

З рівняння швидкості зміни ентропії термодинаміки незворотних процесів 

можна отримати систему рівнянь для процесу тепломасоперенесення, зумовле-

ного градієнтами хімічного потенціалу  , температури T  і тиску P  [106] 

 PTJ gradgradgrad 131211 


; (1.2) 

 PTQ gradgradgrad 232221 


. (1.3) 

Тут ki,  – кінетичні коефіцієнти,  

Q


 – потік тепла, 

kzjyix













grad . 

 Якщо прийняти, що процес перенесення відбувається за умов сталого тис-
ку та температури, то із системи (1.2)-(1.3) отримаємо 

  grad11J


. (1.4) 

У загальному випадку хімічний потенціал можна представити як функцію 

концентрації речовини, температури і тиску, тобто ),,( PTC  [107]. За умов 

сталого тиску і температури constP  , constT  , отримаємо [106]  

 CC PT
gradgrad

,










 . (1.5) 

Підставивши співвідношення (1.5) у вираз (1.4) отримаємо рівняння (1.1) 

[106], де коефіцієнт молекулярної дифузії можна подати у термінах термоди-

наміки незворотних процесів як   PTCD ,11  . Таким чином, лінійне рів-

няння дифузії (1.1) та термодинамічне рівняння (1.4) узгоджуються між собою. 

Термодинамічний підхід володіє високим ступенем загальності, а також є 

достатньо простим у використанні для вирішення технічних задач термоме-
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ханіки, теплотехніки, не потребуючи додаткової інформації щодо властивостей 

атомів, молекул [107]. Цей підхід також широко застосовують для опису внут-

рішнього тепломасоперенесення при сушінні [106]. 

Під час моделювання складних систем досить часто виникає проблема не-

достатньої кількості емпіричної інформації та теоретичних висновків про ха-

рактер і механізм взаємозв’язків складових елементів системи. У таких випад-

ках неможливо достатньо повно і точно здійснити математичний опис процесу 

з використанням рівнянь переносу із заданими граничними і початковими умо-

вами, а отже виникає необхідність розробки методів побудови емпіричних рів-

нянь з використанням теорії подібності та аналізу розмірностей [117]. 

Застосування статистичних методів визначення станів системи спричини-

ло розвиток інформаційного підходу до опису процесів перенесення [117, 118]. 

Як кількісну міру стану системи у цьому підході прийнято міру невпорядкова-

ності системи – інформаційну ентропію S  [106]. 

Відповідно до постулату Джейнса [118] для знаходження інформаційної 

ентропії використовують рівність 

 



k

i
ii ppS

1
2log , (1.6) 

де k  – кількість вихідних станів системи, 

ip  – імовірність i -го стану системи. 

Застосовуючи співвідношення (1.6) відносно дифузійних процесів, маємо [106] 
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Тут k  – кількість компонент системи, 

ix  – молярна частка i -го компоненту. 

Для кількісного опису процесів перенесення маси на базі інформаційної 

ентропії використовують аналіз причинно-наслідкових зв’язків на основі мето-

дів «чорного ящика», діаграм стану тощо [117], а також феноменологічні моде-

лі, що виходять з припущення щодо пропорційності швидкості створення нев-

порядкованості в елементарному об’ємі градієнту інформаційної ентропії в 

напрямку потоку речовини [106].  
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У феноменологічному підході залежно від специфіки явища перенесення 

для опису системи приймається лінійна градієнтна чи нелінійна одно- або ба-

гатопараметрична математична модель [106]. Феноменологічний (кінетичний) 

підхід застосовують для опису масообмінних процесів типу адсорбції, дистиля-

ції, сушіння, а також для опису внутрішнього масоперенесення в капілярно-по-

ристих матеріалах [76, 106].  

Феноменологічна теорія перенесення в дисперсійних середовищах була 

запропонована Максвелом для опису процесів електропровідності, а потім 

адаптована до задач теплопровідності і дифузії [7]. У такій моделі спочатку роз-

глядаються збурення дифузійного потоку, викликані перешкодами заданої фор-

ми із розмірами, набагато меншими за товщину взірця, що розташовані у нес-

кінченному однорідному середовищі, а потім відбувається підсумовування усіх 

можливих збурень, які викликані ансамблем тієї ж форми, розташованих у взір-

ці скінченних розмірів [7]. Такий підхід є застосовним для опису нестаціонар-

них процесів дифузії в середовищах із включеннями простої геометричної фор-

ми: пластина, циліндр, куля тощо. 

Масоперенесення у твердій фазі, викликане неоднорідністю концентрацій 

системи, в загальному випадку описують феноменологічним рівнянням масопе-

ренесення, що у теорії сушіння має назву рівнянням дифузії вологи [106] 

 CkI grad


, (1.7) 

де I


 – густина потоку маси відносно до перетину, фіксованому на твердій фазі 

(гранули, частинки тощо) або на одній із компонент,   

k  – коефіцієнт масопровідності. 

Рівняння (1.7), на відміну від першого закону Фіка (1.1), окрім молекуляр-

ної дифузії описує також процеси масоперенесення у рідкій та газоподібній фа-

зах, зокрема, капілярне масоперенесення. 

У [117] для опису процесів перенесення маси запропоновано нелінійне 

феноменологічне рівняння, яке дозволяє поширити закони Фіка на високо-

інтенсивні нестаціонарні процеси дифузії 
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,grad . (1.8) 
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Тут mr ,  – час релаксації (час вирівнювання параметра за об’ємом системи).  

Підставивши 0,  mr  у рівняння (1.8), отримаємо співвідношення (1.1). 

Практичні експерименти сушіння капілярно-пористого матеріалу – дигід-
рату гіпсу, сушіння целюлоїду від етилового спирту [106] показали, що для до-
статньої точності технічних розрахунків у рівнянні (1.8) можна прийняти 

0,  mr , що підтверджує можливість застосування феноменологічного рівняння 

масопереносу (1.7) для опису процесів сушіння, адсорбції та екстрагування 
цільових компонент із твердих фаз. 

У випадках, коли частинки твердої фази мають складну конфігурацію, що 
ускладнює застосування для опису таких систем диференціальних рівнянь 
тепло-, масопровідності чи дифузії, застосовують моделювання тепломасопере-
несення з використанням теорії випадкових марківських процесів [52].  

При описі процесів дифузії найчастіше використовують рівняння (1.1), 
що обумовлено його простотою, розвиненим математичним апаратом для роз-
в’язування відповідних параболічних рівнянь, а також, як правило, достатньою 
збіжністю числових результатів [106]. За такого підходу враховуються фізико-
хімічні властивості тіл в коефіцієнтах рівнянь, однак практично неможливо вра-
хувати взаємозв’язки і взаємовпливи різної природи. 

Для опису взаємозв’язних теплових, механічних та дифузійних процесів 
Я. Й. Бураком, Є. Я. Чаплею та їх учнями розроблено континуально-термоди-
намічний підхід, що враховує локальні зміни стану складових системи, а також 
приймається гіпотеза про визначення стану фізично малих підобластей системи 
із спряжених фізичних параметрів, що описують її у рівновазі [15, 16, 154]. У 
працях [14, 17] запропоновано локально-градієнтний підхід для вивчення про-
цесів перенесення у локально неоднорідних системах, відповідно до якого 
визначається напружено-деформівний стан тіла. 

1.3 Математичне моделювання процесів перенесення у випадково 
неоднорідних тілах 

З розвитком засобів комп’ютерної техніки та підвищенням рівня обчис-

лювальних потужностей відкриваються широкі можливості для моделювання 
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складних процесів з метою прогнозування їх розвитку, встановлення нових за-

лежностей процесу від внутрішніх та зовнішніх впливів, економії ресурсів, у 

тому числі зменшення часу досліджень [25, 112]. Важливу роль при цьому віді-

грає використання апарату математичного моделювання, в рамках якого, на ос-

нові побудованої математичної моделі, формулюються відповідні крайові зада-

чі, що розв’язуються аналітичними, числовими чи аналітико-числовими мето-

дами. Так при побудові математичних моделей процесів перенесення, зазвичай, 

використовують інтегральне або диференціальне представлення законів збе-

реження маси, імпульсу, енергії та експериментально встановлені залежності.  

Математичне та комп’ютерне моделювання на базі різних видів моделей 

для опису процесів тепло- та масоперенесення широко використовують у своїх 

працях М. С. Бахвалов, С. Бонеллі, Р. А. Бунь, Я. Й. Бурак, М. З. Згуровський, 

В. В. Калашніков, Е. М. Карташов, П. П. Костробій, В. І. Лаврик, О. В. Ликов, 

Б. Я. Любов, В. І. Лялько, В. П. Ляшенко, О. С. Макаренко, В. П. Маслов, 

Т. І. Марчук, Н. Д. Панкратова, А. А. Рядно, Д. В. Федасюк, C. Фретінг, 

Д. Фоурніер та інші вчені [5, 64, 67, 71, 77, 81, 82, 86, 87, 120, 152, 154, 168, 186, 

187, 190, 207, 208]. Крайові задачі переносу для тіл складної геометричної 

структури сформульовані і розв’язані у працях М. М. Беляєва, В. М. Була-

вацького, Б. І. Гайвась, Б. В. Гери, Г. С. Кіта, Л. А. Коздоби, Ю. М. Коляна, 

М. П. Ленюка, В. М. Ніколаєвського, В. С. Поповича, О. А. Самарського, 

А. М. Тихонова та інших науковців [8, 13, 23, 27, 56, 61, 73, 90, 94, 119, 155]. 

Наявність внутрішніх неоднорідностей середовища, наприклад, структур-

них дефектів, може суттєво впливати на процеси перенесення в тілі. Я. С. Під-

стригачем і Ю. М. Коляном започатковано, а їхніми учнями продовжено розви-

ток підходів і методів до математичного опису процесів перенесення у багато-

фазних тілах неоднорідної або кусково-однорідної структури, зокрема, для от-

римання єдиного в усій області визначення розв’язку крайових задач термоме-

ханіки неоднорідних структур запропоновано метод узагальнених асиметрич-

них одиничних S -функцій [100, 101]. Р. М. Кушніром розроблено метод [90], 

який полягає у постановці узагальненої задачі спряження для диференціальних 
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рівнянь в частинних похідних нестаціонарної задачі перенесення тепла та рів-

нянь пружної рівноваги у переміщеннях для однорідної області з продовжен-

ням шуканих і заданих функцій на всю кусково-однорідну область за допомо-

гою узагальнених функцій. Враховуючи умови контакту на поверхнях поділу за 

рахунок конкретизації стрибків шуканих функції та їх похідних, для кусково-

однорідних областей одержано частково-вироджені диференціальні рівняння з 

розривними коефіцієнтами, що дозволило побудувати уніфіковану математичну 

модель з власними напруженнями та дефектами, такими як тріщини, включення 

або дислокації. Разом з В. С. Поповичем запропоновано метод дослідження 

температурних полів і термонапруженого стану однорідних чи кусково-одно-

рідних тіл з урахуванням теплових і механічних характеристик матеріалів, дії 

силових навантажень та теплообміну з оточуючим середовищем [178]. Вплив 

наявності тріщин на процеси теплоперенесення розглядають у своїх роботах 

Г. С. Кіт, Р. М. Мартиняк, В. В. Михаськів [56, 89] та інші вчені. 

Моделюванню процесів теплопровідності, геоелектромагнетизму та лі-

нійного деформування у кусково-однорідних та локально-неоднорідних середо-

вищах складної форми присвячені роботи Л. М. Журавчак [50]. 

Я. Г. Савулою та його учнями розроблено методи опису нестаціонарних 

процесів теплоперенесення, адвекції-дифузії у середовищах з тонким покрит-

тям та тонкими, в тому числі криволінійними, включенням [110]. З метою зни-

ження вимірності математичної моделі неоднорідного середовища запропоно-

вано застосовувати гетерогенний підхід, використовуючи припущення про 

лінійність шуканої функції в області тонких включень. Для опису процесів 

адвекції-дифузії Я. Г. Савула та його учні використовують метод скінчених еле-

ментів зі стандартними лінійними та квадратичними базисними функціями. 

При цьому для забезпечення стійкості розв’язків у випадках значної переваги 

коефіцієнтів адвекції над коефіцієнтами дифузії, застосовують апроксимації на 

основі функцій-бульбашок [109]. 

У дослідженнях О. Р. Гачкевича, В. С. Дейнеки, Я. Д. П’янила, І. В. Сер-

гієнка, Г. Т. Сулима, В. Ф. Чекуріна та інших вчених здійснюється розробка ма-
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тематичних моделей для опису стаціонарної та нестаціонарної механічної пове-

дінки тіл за впливу полів різної фізичної природи з використанням багатокон-

тинуумних уявлень для відображення структури середовища та розвинення 

необхідних аналітико-числових методів для їх розв’язання [96, 103, 111, 179]. 

Моделюванню процесів перенесення випромінювання в системах, які скла-

даються з плоскопаралельних шарів різної прозорості, присвячені роботи 

О. Р. Гачкевича, Р. Ф. Терлецького та їх учнів [26]. Зокрема, розроблено мето-

дику розв’язання нелінійних крайових задач на основі методу скінченних еле-

ментів, особливістю якої є застосування лінеаризації варіаційних рівнянь на 

етапі побудови однокрокової рекурентної схеми інтегрування за часом.  

Проблема макромоделювання неперервних лінійних і нелінійних дина-

мічних систем із зосередженими сталими параметрами розв’язувалась в робо-

тах Я. М. Матвійчука, зокрема, розглянуто методи регуляризації ідентифіка-

ційних процедур [88].  

 Наукові праці А. Я. Бомби, В. М. Булавацького, А. П. Власюка, Д. А. Клю-

шина, В. І. Лаврика, І. І. Ляшка, С. І. Ляшка, П. М. Мартинюка, В. В. Скопець-

кого та їхніх учнів присвячені розвитку числових та числово-аналітичних мето-

дів розв’язання задач фільтрації у багатофазних, зокрема пористих, середови-

щах з урахуванням різних фізичних факторів (конвективного перенесення, су-

фозії, сорбції, теплових процесів тощо) на основі методів конформних та квазі-

конформних відображень, скінченних різниць, скінченних елементів, радіаль-

них базисних функцій, біпараболічних моделей тощо [12, 13, 22, 71, 83, 84].  

Моделювання процесів дифузії у багатокомпонентних середовищах на ос-

нові моделі Даркена з використанням методів скінченних та граничних елемен-

тів [166], а також «двошвидкісного» методу для знаходження відхилень хіміч-

них потенціалів від рівноважних станів на границях фаз [205] здійснено у пра-

цях Б. Вєжби, М. Данілевського, Р. Філіпека, К. Шишкевича та інших. 

У випадках, коли невідомою є точна геометрична конфігурація багатфаз-

их тіл, виникає необхідність розгляду параметрів середовища як стохастичних 

величин, що призводить до випадкового характеру досліджуваних фізичних по-
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лів [60, 196]. Тоді, щоб встановити основні особливості досліджуваного явища, 

як правило, застосовують метод стохастичного усереднення [5]. При цьому вна-

слідок згладжування окремих реалізацій отримані статистичні характериcтики 

можуть суттєво різнитись від реалізації структури середовища. 

Розглядаючи багатофазні середовища як структури з включеннями пра-

вильної геометричної форми, невпорядковане середовище можна замінити ре-

гулярною, в тому числі періодичною, структурою та шукати розв’язок для виді-

леного елемента з одним або декількома включеннями у вигляді спряження роз-

в’язків для однорідних областей [5, 32, 183, 184]. Проте моделювання багато-

фазного випадкового середовища як регулярної структури виявляється ефек-

тивним тільки у випадку розподілу фаз близькому до рівномірного.  

Для опису фізико-механічних процесів у багатофазних стохастично неод-

норідних середовищах широко застосовують підхід гомогенізації неоднорідних 

структур [93, 94, 108, 122, 123, 148, 169, 172, 175, 194]. Цей підхід базується на 

припущеннях про малість розмірів неоднорідностей, їх макроскопічного числа 

та рівномірного розподілу в області тіла [124]. За таких обмежень можна 

вводити середні за елементарними макрооб’ємами параметри та описувати 

розглядувані фізичні процеси у середовищі, кожна точка якого містить у собі 

одночасно всі компоненти, пропорційно до їх об’ємної частки.  

У рамках методів гомогенізації А. Галкою, Й. Телегою описуються проце-

си перенесення для мікроперіодичних структур, зокрема, у роботі [170] розгля-

нуто квазілінійну задачу перенесення з періодичними коефіцієнтами та вико-

ристано асимптотичну гомогенізацію (метод двовимірного асимптотичного по-

дання) до локальної задачі мінімізації. Із застосуванням апроксимації Паде та 

методу Рітца отримано формули для ефективних коефіцієнтів дифузії.  

У роботах [19, 122, 191] показано, що багатофазні тіла, такі як композити, 

дифузійні мембрани тощо, на відміну від сплавів та хімічних сполук з розміра-

ми елементів порядку величини молекул та міжатомних відстаней, можна роз-

глядати як структури з макроскопічною кількістю елементів, характерні розмі-

ри яких суттєво більші за молекулярні, проте нехтовно малі з розмірами тіла.  
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У дослідженнях С. Ландіма, С. Олла та їх співавторів запропоновано ви-

користовувати гомогенізацію середовища у задачах конвекції-дифузії для ерго-

дичного, нестискуваного випадкового потоку із обмеженою матрицею і сталим 

значенням середнього зміщення [180]. У результаті одержано варіаційні форму-

ли, а також визначено верхню і нижню границі для ефективної дифузійності. А 

в роботі [169] розглядається гомогенізація для інерційних частинок, які ру-

хаються у випадковому, змінному в часі полі швидкостей. Показано, що для ве-

ликих масштабів та значень часів, поведінку частинок можна описати ефектив-

ним рівнянням дифузії для окремої змінної позиції, що досягається за рахунок 

формального розкладу для різних масштабних параметрів. Із використанням 

методів гомогенізації В. В. Жиков [209] вивчає дифузію у нестискуваному 

випадковому потоці, враховуючи густину розподілу броунівських частинок у 

стаціонарному потоці рідини для періодичного або майже періодичного соле-

ноїдального поля. Враховуючи асимптотичну поведінку функції густини, для 

великих часів протікання процесу запропонована заміна конвективної складової 

вихідного рівняння усередненим рівнянням зі сталою матрицею. 

Один з методів гомогенізації неоднорідної структури з використанням 

мікро-макро підходу розробив Д. Ліджба [183, 184]. У рамках підходу розгля-

дається параметризована певним масштабним параметром (відповідно до розмі-

ру пор) множина функцій, водночас, за рахунок спрямування характерних роз-

мірів включень до нуля, нехтується їхніми фізичними характеристиками. Такий 

підхід використаний С. Матисяком та Р. Мєшковським для моделювання про-

цесів дифузії в шаруватих тілах [188].  

Вивченню процесів теплопровідності та механічних процесів у двофазних 

випадково неоднорідних композитних матеріалах, фізико-механічні властивості 

яких розглядаються як випадкові функції координат, присвячена монографія 

Л. П. Хорошуна та Н. С. Солтанова [124]. Авторами запропоновано метод умов-

них моментів, який дозволяє відмовитись від умови рівномірного розподілу не-

однорідностей в тілі. За такого методу температура розглядається як скалярне 

поле, а теплові потоки і градієнти температур представлено у вигляді векторних 
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полів. Коефіцієнти рівняння та температурне поле подається у вигляді суми ма-

тематичних сподівань та флуктуацій. Із використанням функції Гріна вихідну 

крайову задачу зводять до інтегрального рівняння, домноживши яке на умовну 

густину, проводиться процедура статистичного усереднення.  

 Опис процесів фільтрації у випадково неоднорідних середовищах на основі 

закону Дарсі проводять у своїх роботах О. Л. Кузнєцов, Ю. А. Кухаренко та 

співавтори [69, 70]. Крайову задачу фільтрації запропоновано зводити до ін-

тегро-диференціального рівняння, а розв’язок шукати у вигляді розкладу за збу-

реннями. Проте автори розглядають стаціонарний процес перенесення у без-

межному середовищі, тоді як на практиці важливим є вплив границь тіл, особ-

ливо за умов дії джерел на їхніх поверхнях.  

Розвиток статистичних методів в аналізі стохастичних систем знайшов 

своє відображення у працях В. І. Кляцкіна, С. М. Ритова, В. І. Татарського [59, 

104, 105]. У праці [58] з використанням функціонального підходу розглядають-

ся задачі дифузії домішки, зокрема, аналізується утворення кластерів з части-

нок (Лагранджеве представлення) та полів домішки (представлення Ейлера) у 

випадкових потоках. На основі ідей та методів статистичної томографії, аналізу 

одноточкових просторово-часових густин ймовірностей проводиться опис ко-

герентних явищ, що мають місце практично в усіх реалізаціях процесу дифузії. 

Характеризуючи динаміку поля як узагальнений процес дифузії та вико-

ристовуючи теорію збурення, Л. Р. Арнаут [149] будує загальний розв’язок рів-

няння нестаціонарного випадкового акустичного та електромагнітного поля, 

приймаючи дифузійні поля як квазістаціонарні.  

При дослідженні процесів масоперенесення в пористих середовищах, 

складних геологічних структурах, композитних матеріалах, наноструктурах то-

що, важливою характеристикою процесу, крім концентрації мігруючої речови-

ни чи хімічного потенціалу, є дифузійний потік. Математичне моделювання ди-

фузійних потоків має широкий спектр інженерних застосувань: визначення 

структури росту кристалів, тверднення сплавів, прогнозування роботи реакто-

рів, прогнозування забруднення атмосфери та грунтових вод, оцінка ефектив-
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ності функціонування фільтрів, створення дифузійних мембран і наноматеріа-

лів та в інших технологічних процесах. 

Одним з перших вплив неоднорідності середовища на потік рідини у 

двофазних пористих тілах досліджував у своїх роботах Б. К’юпер [177]. Зокре-

ма, автором запропонована двовимірна модель на основі скінченно-різницевих 

рівнянь, що розв’язуються методом ітерацій Ньютона-Рафсона. Дослідженню 

багатокомпонентних потоків на основі моделей, які описуються диференціаль-

ними рівняннями руху суміші газів, присвячені роботи В. Джовангіглі, Я. Ван-

га, Е. Заторської, П. Мухи [171, 204, 223]. 

С. Павловським, Ф. Сістатом, Д. Креспо та іншими вченими вивчалось 

іонне масоперенесення через гетерогенні катіонно-аніонні мембрани, де для 

оцінки товщини приповерхневого дифузійного шару використовувались по-

тенціалограми зон релаксації [197].  

Наукові дослідження, проведені у праці [173], присвячені вивченню про-

цесів перенесення в комп’ютерно згенерованому середовищі, заповненому ви-

падково розташованими кулями. Для опису перенесення маси у ділянках по-

рожнеч між кулями використано решітки Больцмана та методи випадкового 

блукання для відслідковування руху частинок, при цьому комп’ютерне моделю-

вання періодичного та обмеженого ущільнення твердих непроникних кульок 

здійснено за алгоритмами на основі методів Монте-Карло та Джодрі-Торі. 

Моделювання потоків пари через шаруваті керамічні мембрани із визна-

ченими товщинами прошарків проводиться на основі рівняння балансу енергії 

із врахуванням ефекту Джоуля-Томсона та капілярної конденсації у праці [185]. 

Дослідженню потоків речовини через композитні мембрани також присвячені 

роботи А. Валі, Р. Бесанта, К. Сімонсона, Д. Лі, В. Шапошника та інших вчених 

[18, 144, 182, 202].  

У роботі [199] розглянуто підхід до аналізу траекторій та потоків малих 

частинок за випадкового характеру і/або рівномірної швидкості їх поширення. 

Для визначення коефіцієнтів дифузії запропоновано використовувати коре-

ляцію позицій малих частинок або швидкостей їх руху.  
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Проблемі апроксимації дифузійного потоку домішкової речовини у твер-

дій фазі з використанням числового методу ущільнення сіток для різницевих 

схем присвячені роботи Г. Шишкіна [147]. 

У дослідженнях А. Фанджанга та Г. Папаніколау [164] аналізується ефек-

тивна дифузійність домішки для двовимірного нестискуваного випадкового 

потоку з використанням варіаційних принципів та континуальної теорії перко-

ляції (теорії просочування) для задач конвективної дифузії. Встановлено, що в 

межах малої дифузійності або великих чисел Пекле з домінуючою конвектив-

ною складовою спостерігається значне зростання ефективної дифузійності. 

К. Сато та Х. Нагашима [200] для опису ізотропного випадкового поля потоку 

застосовують метод проекційного оператора. Таке застосування дозволяє без 

додаткових обмежень використовувати часову кореляційну функцію, а також 

провести кількісну оцінку нелінійної дифузії в околі початкових моментів часу.  

У працях Й. ван Дьюїна, Й. Левандовської з використанням методів гомо-

генізації для опису мікромасштабних неоднорідностей проведено моделювання 

потоків у пористих середовищах з періодичною структурою [181, 203], зокрема, 

для знаходження розв’язку рівняння конвекції-дифузії в таких структурах за-

стосовано метод гідродинаміки згладжених частинок (SPH-метод). 

Проте під час моделювання дифузійних потоків у випадково неоднорід-

них структурах виникають значні труднощі при проведенні процедури усеред-

нення за ансамблем конфігурацій фаз, оскільки у випадку застосування першо-

го закону Фіка невідомою є функція кореляції градієнта випадкового поля кон-

центрації домішкової речовини та стохастичного коефіцієнта дифузії, тобто 

))(),,(( rDtrccor 
 , де 0),(),( CtrCtrc 

  – відхилення концентрації від деякого 

вихідного значення 0C . 

Автори К. Бергінс, С. Крон, К. Сторсс, Т. Шуленберг, У. Мюллер для вирі-

шення цієї проблеми у випадку дифузії в пористих тілах пропонують складати 

балансові рівняння для вже гомогенізованих середовищ з фізичними характе-

ристиками, що є усередненими величинами і враховують відмінності між фаза-

ми, проте за такого підходу нехтується взаємодією між ними [151, 201].  
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Й. Келлер визначає випадковий потік за законом Дарсі, коефіцієнт фільт-

рації якого є випадковою функцією просторової координати [176]. Для побудо-

ви розв’язку задачі автор використовує методи малих збурень та згладжування 

(з відповідними обмеженнями), і накладає умову нормального розподілу фаз у 

середовищі, що не дає можливість визначити усереднений потік маси, тому виз-

начається тільки двоточкова функція коварації. 

У працях Є. Я. Чаплі та О. Ю. Чернухи запропоновано підхід до матема-

тичного опису процесів масоперенесення у випадково неоднорідних структу-

рах, розміри неоднорідностей в яких можуть бути співвимірними з розмірами 

тіла. Згідно з цим підходом крайову задачу масоперенесення зводять до еквіва-

лентного інтегро-диференціального рівняння, а розв’язок знаходять у вигляді 

ряду Неймана, зручного для проведення процедури усереднення за ансамблем 

конфігурацій фаз [128, 143, 156]. Узагальненню підходу до математичного опи-

су процесів дифузії у випадково неоднорідних шаруватих тілах за врахування 

довільних розмірів включень окремих фаз та обґрунтуванню підходу до мате-

матичного опису дисперсії та функції кореляції поля концентрації у випадково 

неоднорідних шаруватих структурах присвячені роботи Ю. І. Білущака [9, 157].  

У той же час дослідження такої характеристики процесу як дифузійний 

потік у випадково неоднорідних тілах зі стохастичною товщиною підшарів та 

розмірами включень співвимірними з розмірами тіла, а також оцінка ефекту 

парного взаємовпливу шаруватих включень у літературі відсутні. 

 1.4 Висновки до Розділу 1 

 Шаруваті багатофазні структури знайшли широке застосування в різних 

галузях народного господарства: використання композитних матеріалів у про-

мисловості, машинобудуванні, енергетиці, будівництві; застосування різно-

манітних фільтрів у комунальному господарстві міст та на промислових об’єк-

тах; створення полімерів, що використовуються у радіо- та електротехніці то-

що. Проте досить часто інформація про внутрішню неоднорідну структуру та-

ких об’єктів може бути відсутньою, що викликає необхідність розгляду її як ви-
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падково неоднорідної. Водночас може бути невідомим не тільки розташування 

включень, але й їх характерні розміри. Для опису процесів перенесення у сто-

хастично неоднорідних середовищах, як правило, застосовують методи гомоне-

нізації, які, однак, виявляються неефективними за умов, коли не виконуються 

обмеження на малість розмірів неоднорідностей, їх макроскопічного числа або 

рівномірного розподілу в області тіла. Крім того, в інженерній практиці важли-

ве значення для опису процесів перенесення відіграє дифузійний потік части-

нок. Проте знаходження потоку маси у випадково неоднорідних тілах при вико-

нанні процедури просторового усереднення за ансамблем конфігурацій фаз та 

використанні першого закону Фіка викликає значні труднощі, оскільки функції 

кореляції градієнта стохастичного поля концентрації і випадкового коефіцієнта 

дифузії є ненульовими і невідомим. Тому актуальною є розробка нового підхо-

ду до математичного опису дифузійних потоків у випадково неоднорідних тілах 

за довільного ймовірнісного розподілу фаз та стохастичних товщин підшарів, а 

також проведення оцінки взаємовпливу шаруватих включень та дослідження 

залежності усереднених дифузійних потоків від різних типів похибок.  
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РОЗДІЛ  2 
МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ВИПАДКОВИХ ДИФУЗІЙНИХ 

ПОТОКІВ ДОМІШКИ У ДВОФАЗНОМУ БАГАТОШАРОВОМУ 
СТОХАСТИЧО НЕОДНОРІДНОМУ ТІЛІ 

Цей Розділ присвячений розвиненню оригінального підходу до матема-

тичного опису стохастичних потоків домішкової речовини у двофазних випад-

ково неоднорідних шаруватих структурах, за яким рівняння дифузії будуємо 

для функції потоку маси, і крайові задачі формулюємо безпосередньо для пото-

ку. При цьому необхідно обґрунтовано формулювати крайові умови, оскільки у 

випадку, коли значення потоку на «верхній» межі є значно більшим, ніж на 

«нижній», в обмежене тіло може поступити необмежена кількість домішки, що 

є певним протиріччям. Аналогічно, при підтриманні значно більшого потоку 

через «нижню» границю приходимо також до певних суперечностей. У зв’язку 

з цим запропоновано на одній поверхні тіла задавати значення потоку маси, а 

на іншій – концентрації і додатково визначати відповідну умову на потік. Роз-

в’язки крайових задач із випадковими коефіцієнтами знаходимо у вигляді ряду 

Неймана, зручного для проведення процедури усереднення за ансамблем конфі-

гурацій фаз. При цьому розвинення в ряд проводимо в околі розв’язків відпо-

відних крайових задач для однорідного тіла і доводимо збіжність цього ряду.  

2.1 Математична модель дифузійних потоків домішкових частинок у 
шаруватих тілах 

2.1.1 Рівняння дифузії для функції потоку маси 

Нехай у середовищі відбувається процес дифузії домішкової речовини. 

Рівняння балансу маси в загальному випадку має вигляд [160] 

 ),(),( trJ
t

trc 




 , (2.1) 

де ),( trc   – концентрація частинок домішки,  

),( trJ   – потік маси дифундуючої речовини,  
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 – набла-оператор Гамільтона,  

r  і t  – радіус-вектор біжучої точки і час,  

крапкою позначена операція скалярного добутку. 

 Подіємо зліва на рівняння (2.1) оператором 


 [129]: 
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 . (2.2) 

Тут «» – тензорний добуток, причому ji
ji ii


  ( 3,1, ji ),  

i  – символ часткової похідної,  

ii


 – базисний вектор (у випадку декартової системи координат: ,1 x  

y2 , z3 ; ii


1 , ji


2 , ki


3 ). 

 Домножимо рівняння (2.2) на коефіцієнт дифузії )(rD  , який приймаємо 

незалежним від часу, проте він може бути функцією просторових координат, у 

тому числі випадковою. Тоді маємо 
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 . (2.3) 

 Враховуючи співвідношення між потоком маси та концентрацією части-

нок (перший закон Фіка) [160] 

 ),()(),( trcrDtrJ 
 , (2.4) 

рівняння (2.3) запишемо у вигляді 

 ),()(),( trJrD
t

trJ 





 . (2.5) 

Отже, отримано рівняння дифузії домішкової речовини, подане через потоки 

маси. Зокрема, в одновимірному за просторовою координатою випадку рівнян-

ня (2.5) зведеться до наступного 

 2

2 ),()(),(
z

tzJzDt
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 . (2.6) 

Зазначимо, що оскільки на диференціальне рівняння (2.1) подіяли опера-

тором 


, то його розв’язок можемо визначити з точністю до довільної функ-

ції f , яка задовольняє умову 0f


. Крім того, рівняння (2.5) є справедливим 

для тіл як з детермінованою, так і з випадково неоднорідною багатофазною 
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структурою. Зокрема, рівняння (2.6) в одновимірному випадку описує випадко-

ву функцію потоку в стохастично неоднорідному шаруватому середовищі [129]. 

2.1.2 Крайові умови першого роду в задачах на потік маси для шару 

Нехай домішкова речовина дифундує у шарі товщини 0z , що містить 

прошарки, розташування яких в області тіла є невідомими (рис. 2.1). 

 
Рис. 2.1. Можлива реалізація випадково неоднорідної багатошарової смуги 

Приймаємо, що справджуються крайові умови першого роду на функцію 

потоку ),( tzJ . У початковий момент часу відсутній дифузійний потік у тілі. На 

«верхній» поверхні шару 0z  потік є сталий, а на «нижній» поверхні смуги 

0zz   концентрація частинок дорівнює нулю: 

 0),( 0 ttzJ ; (2.7) 

 constJtzJ z  *0),( ,   0),(
0
zztzc , (2.8) 

при цьому дифузійний потік на «нижній» межі є деякою функцією часу )(tF , 

яку необхідно визначити додатково: 

 )(),(
0

tFtzJ zz  . (2.9) 

 Дифузійний потік на границі 0zz   – функцію )(tF  – будемо визначати з 

відповідної крайової задачі для концентрації мігруючої речовини. 

 Встановимо початкову умову на функцію концентрації домішкових ча-

стинок, еквівалентну початковій умові на потік цієї речовини (2.7).  

Запишемо перший закон Фіка (2.4) для хімічного потенціалу ),( tz  [92] 

 z
tzzLtzJ 

 ),()(~),( , (2.10) 
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де )(~ zL  – кінетичний коефіцієнт переносу маси. 

З урахуванням співвідношення (2.10) умову на потік (2.7) подамо так: 

 0),(
0



tz

tz , 

звідки маємо 

 consttz t   *0),( . (2.11) 

З достатньо загальних фізичних положень випливає, що зв’язок між хі-

мічними потенціалами і концентраціями має логарифмічний характер [28, 92] 

 ),()(ln),( 0 tzczAtz  , (2.12) 

де 0  – хімічний потенціал для чистої речовини у стані, який заданий значен-

ням абсолютної температури T  і тиску P ;  

 MRTA   – коефіцієнт, в якому R  – універсальна газова стала і M  – атом-

на маса частинок домішкової речовини;  

 )(z  – коефіцієнт активності, який для двофазного тіла можна подати як 

 








,,
;,

)(
11

00

z
z

z  (2.13) 

тут j  – область фази j  ( 1,0j ),  
j

j , 

де   – область всього тіла.  

Якщо лінеаризувати співвідношення (2.12), то одержимо лінійну залеж-

ність хімічного потенціалу від концентрації у вигляді 

 )),()(1(),( 0 tzczAtz  . (2.14) 

З (2.14) знайдемо вираз для функції концентрації домішки 





  )),((11)(

1),( 0tzAztzc . 

Тоді в початковий момент часу для концентрації отримаємо 





 

 0
0

0 )),((11)(
1),(

tt tzAztzc ,  

зокрема, приймаючи умову (2.11), маємо: 
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1),( 0
*0 Aztzc t . (2.15) 

Враховуючи подання (2.13), умову (2.15) записуємо у вигляді 
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;,)(1),(

11
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00
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*
0 zA

zAtzc t  (2.16) 

Позначимо   jj Ac  )(1 0
*

*  ( 1,0j ). Тоді  ,),( *
0 constctzc jt   

jz  . Таким чином, ми отримали кусково-сталу функцію початкової кон-

центрації, схематичне зображення якої наведено на рис. 2.2. Тут вздовж осі 

ординат відкладена функція 0),( ttzc , вздовж осі абсцис – просторова коорди-

ната z . Зауважимо, що на межах контакту областей j  відбуваються стрибки 

концентрації домішки в початковий момент часу (рис. 2.2). 

  
Рис. 2.2. Схематичний розподіл початкової концентрації у двофазному 

шаруватому тілі 

Зазначимо, що величина 0),( ttzc  може бути як випадковою, так і детер-

мінованою залежно від стохастичності чи детермінованості області  . Надалі 

вважаємо, що розташування областей j  є невідомим, тобто координати роз-

ташування підшарів є випадковими.  

Якщо коефіцієнти активності в різних фазах є близькими, тобто можемо 

прийняти, що *10  , тоді *
*
1

*
0 ccc   і умова (2.16) є наступною: 

 constctzc t  *0),( . (2.17) 

Надалі будемо розглядати початкову умову на функцію концентрації до-

мішкової речовини у вигляді (2.17), причому виділяючи окремо випадок від-

сутності домішкової речовини у початковий момент часу в тілі: 
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 0),( 0 ttzc . (2.18) 

Зауважимо, що у випадку дифузії в стохастично неоднорідних тілах по-
чаткова умова (2.16) є випадковою, і для побудови розв’язків крайових задач, в 
яких коефіцієнти диференціальних рівнянь та крайові умови є стохастичними, 
потрібно розробляти окрему теорію математичної фізики з використанням 
теорії випадкових полів. 

2.2 Математичне моделювання дифузійних потоків домішки у 
двофазній смузі з випадково розташованим прошарком 

2.2.1 Об’єкт дослідження та постановка крайової задачі 

Розглянемо дифузію домішкових частинок у смузі з випадково розташо-
ваним прошарком. Вважаємо, що шар матеріалу основної (базової) фази з 

коефіцієнтом дифузії домішки 0D  містить прошарок, в якому коефіцієнт ди-

фузії рівний 1D  (рис. 2.3). Припускаємо, що об’ємна частка базової фази 0v  на-

багато більша за об’ємну частку включення 1v , що фази у тілі розташовані за 

рівномірним законом розподілу, а коефіцієнти дифузії є сталими у межах фаз.  

 
Рис. 2.3. Можлива реалізація структури двофазної смуги з випадково 

розташованим прошарком 

Коефіцієнт дифузії у рівнянні (2.6) – випадкову функцію просторової 
координати – можна подати як 
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00

zD
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zD  (2.19) 

де    0210 ;;0 zzz   – випадкова область, яку займає матриця,  

  211 ; zz  – випадкова область включення, 

 1z  і 2z  – випадкові координати меж включення (рис. 2.3). 
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Знайдемо розв’язок крайової задачі дифузії домішки у смузі з одним 

випадково розташованим прошарком (2.6)-(2.8) за нульової (2.18) та ненульової 

сталої (2.17) початкових концентрацій. Для цього введемо в розгляд випадкову 

функцію просторових координат типу одиничної сходинкової функції Хеві-

сайда [105] – випадкову «функцію структури»: 

 








.,0
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)(
ij

ij
ij z

z
z  (2.20) 

Тут j  – номер фази ( 1;0j ), зокрема 0j  відповідає матриці, i  – номеру 

включення в рамках фази ( jni ,1 ), 

 jn – кількість підшарів сорту j , для даної задачі ,20 n 11 n , 

 ij  – i -та однозв’язна область j -ї фази. 

Функція (2.20) задовольняє умову суцільності тіла [128] 

 1)(
,


ij

ij z . (2.21) 

Коефіцієнт дифузії (2.19) подамо через «функцію структури» )(zij  так  
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При цьому вибір номеру однозв’язної області матриці i =1 або i =2 є умовним, 

тобто можна їх позначити і навпаки. 

Підставимо таке подання коефіцієнта дифузії у рівняння (2.6), маємо 
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 Введемо у розгляд наступні оператори 
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 . (2.22) 

З урахуванням умови суцільності тіла (2.21) рівняння (2.6) можна подати як 

   ).,(),(),(),(),( 00 tzJtzLtzLtzJtzL    (2.23) 

Перепозначимо ),(),(),( 0 tzLtzLtzLs  , тобто 

 .)()(),( 2

2
101 z

zDDtzLs 
  (2.24) 

Оскільки ),( tzLs  не залежить від часу, то )(),( zLtzL ss  . 

2.2.2 Еквівалентне інтегро-диференціальне рівняння 

Розглядаючи неоднорідність структури тіла як внутрішні джерела, роз-

в’язок крайової задачі (2.23), (2.7), (2.8) можна подати через суму розв’язку 

однорідної крайової задачі та згортки функції Гріна з джерелом:  

 tdzdtzJzLttzzGtzJtzJ s

t z

   ),()(),,,(),(),(
0 0

0

0

,  (2.25) 

де ),(0 tzJ  – розв’язок однорідної крайової задачі,  

),,,( ttzzG   – детермінована функція Гріна задачі (2.23), (2.7), (2.8). 

 Для знаходження потоку в однорідному шарі ),(0 tzJ  спочатку потрібно 

визначити граничну умову для функції потоку на границі 0zz  , якщо на цій 

поверхні відоме значення концентрації. 

 Нехай коефіцієнт дифузії домішкової речовини приймає сталі значення, 

тоді крайова задача, сформульована для функції концентрації, має вигляд 
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tzcDt
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 ; (2.26) 

 0),( 0 ttzc ;   constD
J

z
tzc

z



 0

*

0

),( ,   0),(
0
zztzc . (2.27) 

 Крайову задачу (2.26), (2.27) розв’язуємо за допомогою інтегральних пе-

ретворень Лапласа за часом [113] і наступного інтегрального перетворення за 

просторовою змінною [85] 
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10
)cos(),(~2),(

n
nn zsczszc , (2.28) 

де s  – параметр інтегрального перетворення Лапласа, 

02)12( znn  . 

 В результаті одержимо 
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 За формулою (2.4) отримаємо вираз для потоку домішкових частинок  
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Зокрема, вираз для потоку маси через границю шару 0zz   (2.9) має вигляд 
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 Розглянемо тепер крайову задачу дифузії в шарі, сформульовану для 

функції потоку ),(0 tzJ , якщо на границі шару 0zz   концентрація частинок 

дорівнює нулю і, відповідно, для потоку виконується умова (2.31). На границі 

тіла 0z  відоме стале значення потоку *J , а в початковий момент часу потік 

дорівнює нулю, тобто 
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 0),( 00 ttzJ ;    *00 ),( JtzJ z  ,   )(),(
00 tFtzJ zz  , (2.33) 

де 
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 До задачі (2.32), (2.33) застосуємо скінченне інтегральне sin-перетворення 

Фур’є [113] 
0

( z
kyz k
 ; )),(),( 00 tyJtzJ k . Тоді одержимо 
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 Розв’язок задачі (2.34), (2.35) має вигляд [54] 
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 Застосувавши до виразу (2.36) обернене sin-перетворення, отримаємо 
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  (2.37) 

Після підсумовування [102] вираз (2.37) зведеться до форми 
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 Зазначимо, що вираз для дифузійного потоку маси, одержаний з крайової 

задачі на концентрацію, співпадає з відповідним розв’язком крайової задачі, 

сформульованої для функції потоку маси. 

 Також зауважимо, що в стаціонарному випадку  zzD
Jtzc

t



0

0

*),(lim  

(лінійний розподіл) і *0 ),(lim JtzJ
t




 (стале значення). 

 Розглянемо тепер випадок, коли в початковий момент часу в шарі відомий 

сталий ненульовий розподіл концентрації, а потік маси дорівнює нулю. Тоді 

початкова умова для функції концентрації має вигляд (2.17). 

 Крайову задачу дифузії (2.26), (2.27) з початковою умовою (2.17), сфор-

мульовану для функції концентрації, також розв’язуємо застосовуючи інтег-

ральні перетворення Лапласа і (2.28) [85, 113]. Тоді отримаємо  
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 . (2.38) 

 Для цього випадку за формулою (2.4) знайдемо вираз для потоку до-

мішкових частинок 
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 . (2.39) 

 Тоді вираз для потоку маси через границю шару 0zz   (2.9) має вигляд 
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 Якщо розглянемо крайову задачу дифузії в шарі, сформульовану для 

функції потоку маси, тобто шукана функція задовольняє рівняння (2.32) та 

крайові умови (2.33), де в якості функції )(tF  взято функцію 
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то отримаємо розв’язок крайової задачі (2.32), (2.33) у вигляді 
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 Отже, і для цієї задачі вираз для потоку маси, одержаний з крайової задачі 

на концентрацію, співпадає з відповідним розв’язком крайової задачі, сформу-

льованої для функції потоку маси. 

 В стаціонарному випадку для концентрації і потоків домішки відповідно 

маємо )(),(lim 0
0

* zzD
Jtzc

t



, *0 ),(lim JtzJ

t



. Зазначимо, що і концентрація і 

потік не залежать від значення концентрації в початковий момент часу. 

 На рис. 2.4 показана поведінка функцій )(tF  за нульової (рис. 2.4,а) і )(~ tF  

за ненульової (рис. 2.4,b) концентрацій в початковий момент часу при різних 

значеннях ** / Jc  = 0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5 (криві 1-5, рис. 2.4,b) для безрозмірної 

часової змінної 2
00 ztD  [77].   

               
Рис. 2.4. Функція */)( JF   для нульової (a) та */)(~ JF   для ненульової 

початкової умови при різних значеннях відношення ** / Jc  (b) 
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 Зазначимо, що за нульової початкової концентрації )(tF  є монотонно 

зростаючою функцією (рис. 2.4,а), а при деякій сталій ненульовій початковій 

концентрації функція )(~ tF  різко спадає і, досягаючи локальний мінімум, 

починає зростати. Крім того, чим більшим є значення відношення ** / Jc , тим 

швидше функція )(tF  виходить на усталений режим (рис. 2.4,b). 

 Функція Гріна є розв’язком крайової задачі дифузії з точкового джерела 

за нульових початкових і граничних умов, тобто є розв’язком наступної крайо-

вої задачі: 
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  (2.40) 

 ;0),,,( 0 tttzzG    ,0),,,( 0 zttzzG   .0),,,(
0
 zzttzzG  (2.41) 

 Застосовуючи до (2.40), (2.41) відповідні інтегральні перетворення та 

теорему запізнювання [116], функцію Гріна знайдемо у вигляді [128] 
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де )( tt   – одинична сходинкова функція Хевісайда, 0zkyk  . 

 Приклади поверхонь, які утворює функція Гріна (2.42), побудовані у 

безрозмірних змінних [77] 

 0zz ,      2
00 ztD , (2.43) 

наведені на рис. 2.5 в точках ),(  =(0.0125; 0.125) (рис. 2.5,а), ),(  = (0.6875; 

0.625) (рис. 2.5,b), ),(  =(0.6875; 1.375) (рис. 2.5,с) та ),(  =(0.6875; 3.875) 

(рис. 2.5,d). Вздовж осі абсцис відкладена просторова координата  , вздовж осі 

ординат – часова  .  

Зазначимо, що для малих відхилень часу   характерний гострий пік 

функції Гріна (рис. 2.5,а), який з часом згладжується (рис. 2.5,b-d). Проте мак-

симальних значень функція Гріна набуває для  13,  0.7 (рис. 2.5,b). 

Таким чином, вихідну крайову задачу дифузії зведено до еквівалентного 

інтегро- диференціального рівняння (2.25) з випадковим ядром, яке є рівнянням  
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Рис. 2.5. Функція Гріна в точках ),(  =(0.0125; 0.125) (а), 

),(  =(0.6875; 0.625) (b), ),(  =(0.6875; 1.375) (c), ),(  =(0.6875; 3.875) (d) 

Вольтерра ІІ-го роду за часом і Гаммерштейна за просторовою змінною [65] та 

містить дифузійний потік в однорідному шарі (2.30) або (2.39) і детерміновану 

функцію Гріна (2.42). 

2.2.3 Ряд Неймана 

Інтегро-диференціальне рівняння (2.25) розв’язуємо методом послідовних 

ітерацій [78, 104]. Щоб отримати першу ітерацію, запишемо значення функції 

потоку в точці ),( tz  , оскільки рівняння (2.25) справедливе для всіх точок з об-

ласті  ];0[;[,;0[ 0zzt  , у тому числі і для ttzz  , . Таким чином 
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0 0

0

0
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t z

  


 

і підставивши цей вираз у праву частину рівняння (2.25), маємо: 
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  (2.44) 

Аналогічно для ttzz  ,  запишемо дифузійний потік ),( tzJ   в точці 

),( tz   і підставляємо його у (2.44). Таким чином, одержимо другу ітерацію. 

Повторивши таку операцію нескінченну кількість разів, отримаємо нескін-

ченний інтегральний ряд Неймана [78], а саме 
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. (2.45) 

Зазначимо, що збіжність ряду (2.45) буде показана у п. 2.3.2 для більш 

загального випадку – багатошарового тіла.  

2.2.4 Комп’ютерне моделювання концентрації та потоку маси в 

однорідному шарі 

Дослідимо залежність концентрації дифундуючої речовини та дифузійно-

го потоку в однорідному тілі від вхідних параметрів задачі за нульової та не-

нульової сталої початкових концентрацій [129]. Числові розрахунки для ),( c  

та ),( J  проведено у безрозмірних змінних (2.43). На рис. 2.6 наведені розпо-

діли концентрації (рис. 2.6,a) та потоку (рис. 2.6,b) за нульової початкової кон-

центрації домішки у шарі, обчислені за формулами (2.29) та (2.30) відповідно, у 

різні моменти часу  0.01; 0.05; 0.1; 0.5; 1 (криві 1-5). 

Зауважимо, що із збільшенням часу концентрація та потік домішкової ре-

човини в шарі зростають, виходячи на стаціонарний режим. Причому, чим 

ближче   наближається до стац , тим ближче розподіли концентрації та потоку 

наближаються до лінійних (рис. 2.6). 
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Рис. 2.6. Розподіли концентрації (a) та потоку (b) за нульової початкової умови 

в різні моменти часу 

Рис. 2.7 ілюструє характерні розподіли ),( c  за ненульової сталої почат-

кової концентрації, обчислені за формулою (2.38), у різні моменти часу  0.01; 

0.05; 0.1; 0.5; 1 (криві 1-5) при ** / Jc 0.01 (рис. 2.7,а) та ** / Jc 1 (рис. 2.7,b). 

Умова ** / Jc 1 означає, що розглядається випадок підтримання малих потоків 

домішки на границі шару *J , оскільки з означення концентрації випливає, що 

10 *  J , а з означення концентрації домішкової речовини – 1* J . 

             
Рис. 2.7. Розподіли концентрації в шарі за ненульової початкової умови в різні 

моменти часу для ** Jc =0.01 (а) та ** Jc =1 (b) 

На рис. 2.8 показані розподіли ),( c  для різних значень відношення 

** / Jc 0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5 (криві 1-5) в моменти часу  0.01 (рис. 2.8,а) та 

 0.1 (рис. 2.8,b). На рис. 2.9 та рис. 2.10 наведені розподіли дифузійних пото-

ків в шарі. Рис. 2.9 демонструє залежність потоків маси від значення відношен-

ня ** / Jc 0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5 (криві 1-5) в моменти часу  0.01 (рис. 2.9,а) та 

 0.1 (рис. 2.9,b). На рис. 2.10 показано характерні розподіли потоків у різні 
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моменти часу  0.01; 0.05; 0.1; 0.5; 1 (криві 1-5) для ** / Jc 0.1 (рис. 2.10,а) і 

** / Jc 0.3 (рис. 2.10,b). 
 

              
Рис. 2.8. Концентрація домішки в шарі для різних значень відношення ** Jc  в 

моменти часу =0.01 (а) та =0.1 (b) 

              
Рис. 2.9. Залежність потоків маси в шарі від значення відношення ** Jc  в 

моменти часу =0.01 (а) та =0.1 (b) 

               
Рис. 2.10. Розподіли потоків маси в шарі в різні моменти часу для ** Jc =0.1 (а) 

та ** Jc =0.3 (b) 

Зазначимо, що із зростанням часу протікання процесу для відношення 

** / Jc =0.01 концентрація домішки в тілі зростає (рис. 2.7,a), доки не вийде на 
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усталений режим (крива 5, рис. 2.7,а). У випадку ** / Jc =1 для малих часів, 

зокрема =0.01, зберігається ділянка приблизно сталої концентрації   

 65.0;15.0  (крива 1, рис. 2.7,b). Крім того, в приповерхневих областях ( 0 ), 

де діє джерело маси, спостерігається зростання концентрації при збільшенні ча-

сів в інтервалі  1.0;0  (криві 1-3, рис. 2.7,b), при подальшому збільшенні ча-

су – концентрація зменшується (криві 4, 5, рис. 2.7,b). 

Збільшення відношення ** Jc  призводить до зростання концентрації до-

мішки, а також дифузійного потоку в однорідній смузі (рис. 2.8 і 2.9), проте для 

малих часів, а саме для =0.01, спостерігається наявність аналогічної ділянки 

сталої концентрації  65.0;15.0  (рис. 2.8,a) та утворення максимуму (гло-

бального) біля поверхні 1  для дифузійного потоку (рис. 2.9,а). 

Відзначимо, що збільшення часу протікання процесу призводить до збіль-

шення потоку в однорідному тілі (рис. 2.10) до виходу на усталений режим 

(криві 5, рис. 2.10). Крім того, для малих часів максимум біля поверхні 1  є 

тим більший, чим більше відношення ** Jc  (криві 1, рис. 2.10), зокрема, збіль-

шення відношення ** Jc  з 0.1 до 0.3 призводить до зростання максимуму ди-

фузійного потоку приблизно у три рази. 

2.2.5 Усереднення стохастичного дифузійного потоку за ансамблем 

конфігурацій фаз 

Усереднимо за ансамблем конфігурацій фаз з рівномірною функцією 

розподілу потік мігруючої речовини в шарі з випадково розташованим про-

шарком товщини h , причому 12 zzh   (рис. 2.3). При усередненні обмежи-

мось двома першими членами ряду Неймана (2.45) 

  
t z

s tdzdtzJzLttzzGtzJtzJ
0 0

00

0

),()(),,,(),(),( . 

Прошарок у тілі розташований за рівномірним законом розподілу, а ви-

падковою координатою, яка характеризує положення включення, є координата 

«верхньої» межі прошарку 1z . Тоді 
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Оскільки ),(0 tzJ  є детермінованою функцією, а у підінтегральному виразі 

(2.46) від випадкової координати (межі прошарку 1z ) залежить тільки функція 

)(1 z  в операторі )(zLs  , то 
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зокрема, для рівномірного розподілу маємо  

 1
)(

11 )(1)( dzzVz
V

conf   . (2.49) 

 Враховуючи, що [128] 

 
 
 

 
  )(

;0,0
;0,1

;,0
;,1

)( 11
1

1

11

11
1 zz

hzz
hzz

hzzz
hzzz

z 















 ,  

та використовуючи в інтегралі (2.49) заміну змінних xzz  1 , запишемо 
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Підставимо отримані вирази у (2.46). Тоді маємо 
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Отже, ми одержали формулу для знаходження усередненого за ансамблем 

конфігурацій фаз дифузійного потоку домішки у смузі з прошарком за рівно-

мірного розподілу фаз в області тіла. 

Підставляючи у (2.51) функцію Гріна (2.42) та вираз (2.30) для потоку ма-

си в однорідній смузі при нульовій початковій умові на функцію концентрації, 

отримаємо наступну розрахункову формулу: 
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  (2.52) 
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 Для випадку, коли у початковий момент часу відомий сталий ненульовий 

розподіл концентрації у смузі, підставимо вираз (2.39) для ),(0 tzJ  у спів-

відношення (2.51), тоді одержимо 
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  (2.53) 

 Таким чином, в залежності від початкової умови для концентрації, одер-

жано розрахункові формули для усередненого за ансамблем конфігурацій фаз 

потоку домішкової речовини у смузі з випадково розташованим прошарком за 

рівномірного розподілу розташування прошарку в області тіла. 

 2.2.6 Числовий аналіз усереднених дифузійних потоків  

На основі знайдених розрахункових формул (2.52) та (2.53) проведемо 

числовий аналіз усереднених дифузійних потоків. Числові розрахунки проведе-
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но у безрозмірних змінних (2.43). В якості параметрів числового дослідження 

прийнято такі значення  0.1; 01 / DD =0.01; h =0.1; ** / Jc =0.1. На рис. 2.11 на-

ведені розподіли потоків маси у смузі за нульової початкової умови на концент-

рацію, обчислені за формулою (2.52), у різні моменти безрозмірного часу 

 0.01; 0.1; 0.5; 1; 1.5 (криві 1-5, рис. 2.11,a) та при різних значеннях товщини 

прошарку h =0.01; 0.05; 0.1; 0.2 (криві 1-4, рис. 2.11,b). Криві 1a-4a (рис. 2.11,b) 

побудовані для відношення коефіцієнтів дифузії 01 / DD =5. Штриховою лінією 

позначено відповідні потоки в однорідному шарі з характеристиками матриці.  

             
Рис. 2.11. Розподіли потоків маси у смузі за нульової початкової концентрації 

для різних часів (a) та при різних значеннях товщини прошарку (b)  

Рис. 2.12 ілюструє розподіли потоків маси у випадку ненульової початко-

вої умови на концентрацію домішкової речовини у різні моменти безрозмірного 

часу  0.01; 0.03; 0.05; 0.1; 0.5; 1 (криві 1-6, рис. 2.12,а) і при різних значеннях 

відношення початкової концентрації і потоку на «верхній» границі шару 

** / Jc =0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5 (криві 1-5, рис. 2.12,b) для 01 DD 0.01. На рис. 2.13 

наведено потоки домішки для різних значень відношення коефіцієнтів дифузії 

01 / DD =0.01; 0.5; 2; 3; 5 (криві 1-5, рис. 2.13,а) і товщини випадково розташова-

ного прошарку h =0.01; 0.05; 0.1; 0.2 (криві 1-4, рис. 2.13,b). Криві 1a-4a на 

рис. 2.13,b побудовані для значення відношення коефіцієнтів дифузії 01 / DD =5. 

Зазначимо, що за нульової початкової концентрації частинок в шарі роз-
поділи потоків завжди є монотонно спадними функціями (рис. 2.11), проте їхні 
значення з часом зростають в усій області тіла (рис. 2.11,а), доки не вийдуть на 

усталений режим ( *),(lim JJ 


 для ]1;0[ ). Причому, якщо коефіцієнт 
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дифузії у прошарку є меншим ніж у матриці, то потік в неоднорідному тілі є 
меншим ніж в однорідному. У протилежному випадку потік у смузі з прошар-
ком є більшим, ніж в однорідному шарі (криві 1-4 і криві 1a-4a, рис. 2.11,b). 

            
Рис. 2.12. Розподіли потоків маси за ненульової початкової концентрації в різні 

моменти часу (a) та при різних значеннях відношення ** / Jc  (b) 

            
Рис. 2.13. Розподіли потоків маси у смузі за ненульової початкової концентрації 

при різних значеннях 01 / DD  (a) та h  (b) 

Збільшення товщини прошарку для 01 DD   веде до зменшення значень 

потоку маси, а для 01 DD   потік у смузі з прошарком зростає і наближається до 

лінійного розподілу. Також зауважимо, що на границях шару потоки в однорід-

ному і неоднорідному шарах співпадають. 

У випадку ненульового сталого початкового розподілу концентрації до-

мішки в шарі для малих часів поведінка функції потоку суттєво відрізняється 

від випадку нульової початкової концентрації. Потік від поверхні тіла 0  спа-

дає, в середині шару є нульовим (або близьким до нуля) і різко зростає біля 

границі 1  (крива 1, рис. 2.12,а), що пояснюється необхідністю забезпечення 
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умови 0),( 1  c . З часом значення потоку в околі цієї поверхні зменшується, 

також зменшується інтервал нульових значень потоку в середині шару. Заува-

жимо, що значення початкової концентрації суттєво впливає і на поведінку і на 

значення функції потоку маси. Так, для малих відношень ** / Jc  для 01 DD   по-

тік як в однорідному шарі, так і у смузі з прошарком, є монотонно спадною 

функцією (криві 4-6, рис. 2.12,а і крива 1, рис. 2.12,b). Зі збільшенням почат-

кової концентрації *c  потік біля поверхні шару 1  зростає, що може призвес-

ти до появи локального мінімуму в середині шару (криві 4, 5, рис. 2.12,b). 

Як і у випадку нульової початкової концентрації в тілі, для ненульового 

розподілу потік у смузі з прошарком є меншим, ніж в однорідному шарі для 

01 DD   і більшим за  ,0J  на всьому проміжку для 01 DD   (рис. 2.13,а). У 

той же час значення товщини випадково розташованого прошарку впливає 

тільки на кількісні характеристики розподілів дифузійного потоку, не змі-

нюючи поведінки функції */),( JJ   (рис. 2.13,b). 

2.3 Моделювання дифузійних потоків у двофазній випадково 
неоднорідній багатошаровій смузі з рівномірним розподілом фаз 

 2.3.1 Постановка крайової задачі  

 Розглянемо випадок дифузії домішкової речовини у двофазній багатоша-

ровій смузі, яка складається з 0n  підшарів фази 0j  (матриця) та 1n  підшарів 

фази 1j  (включення). Припускаємо, що об’ємна частка матриці 0v  набагато 

перевищує об’ємну частку включення: 10 vv  , а коефіцієнт дифузії домішки є 

сталим у межах кожної з фаз, тобто його можна подати у вигляді (2.19) з від-

повідними областями 
jn

i
ijj

1
  ( 1,0j , jni ,1 ). Як і у попередньому випад-

ку, координати розташування підшарів є невідомими, при цьому приймаємо, 
що прошаки у тілі розташовані за рівномірним законом розподілу. Одна з 
можливих реалізацій двофазної багатошарової структури наведена на рис 2.14. 
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Рис. 2.14. Можлива реалізація двофазної багатошарової смуги з рівномірним 

розподілом фаз 

 Випадковий потік домішкової речовини ),( tzJ  в багатошаровій смузі опи-

сується рівнянням (2.6). На поверхні тіла 0z  підтримується сталий дифузій-

ний потік *J , а на границі 0zz   приймаємо, що концентрація є нульовою 

(рис. 2.14), тобто виконуються граничні умови (2.8). Розглянемо нульову почат-

кову умову на потік домішки (2.7) за нульової (2.18) та ненульової сталої (2.17) 

початкових концентрацій. 

Для побудови розв’язку крайової задачі (2.6)-(2.8) з випадковим кое-
фіцієнтом дифузії подамо його через випадкову «функції структури» (2.20), де 

jni ,1 , 1;0j . Тоді коефіцієнт дифузії домішки )(zD  набуває вигляду 
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 Підставивши таке подання коефіцієнта )(zD  у рівняння (2.6), одержимо: 
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 В отриманому рівнянні додамо і віднімемо детермінований оператор 

),(0 tzL  (2.22). Тоді, позначивши оператори рівняння (2.54) 
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та врахувавши умову суцільності тіла (2.21), одержимо 
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 ),,(),(),(),(0 tzJtzLtzJtzL s   (2.55) 

де   22

1
101 /)()(),(

1
zzDDzLtzL

n

i
iss  


. 

 Розв’язок крайової задачі (2.55), (2.7), (2.8) шукатимемо у вигляді ряду 
Неймана. 

2.3.2 Еквівалентне інтегро-диференціальне рівняння. Ряд Неймана 

Розглядаючи праву частину рівняння (2.55) як джерело, розв’язок задачі 

(2.55), (2.7), (2.8) подамо через згортку функції Гріна з джерелом:  

 tdzdtzJzLttzzGtzJtzJ s

t z
   ),()(),,,(),(),(

0 0
0

0

,  (2.56) 

де ),(0 tzJ  – розв’язок однорідної крайової задачі, що задається спів-

відношенням (2.30) у випадку нульової початкової концентрації домішки в тілі 

та формулою (2.39) у випадку сталої ненульової початкової концентрації; 

 ),,,( ttzzG   – функція Гріна задачі (2.55), (2.7), (2.8), а саме вираз (2.42). 

Розв’язок інтегро-диференціального рівняння (2.56) з випадковим ядром 

шукаємо методом послідовних наближень [65]. В якості нульового наближення 

),()0( tzJ  приймаємо розв’язок однорідної крайової задачі ),(),( 0
)0( tzJtzJ  . Тоді 

отримаємо наступні рекурентні співвідношення: 

    
t z
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 .  
Оскільки функція ),(0 tzJ  є неперервно диференційованою, то при дії на 

неї оператора )(zLs  одержимо вираз 
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Загальний член побудованої послідовності функцій  ,,,, )()1()0( nJJJ  

можна подати так 
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де ),( tzRn  – визначає різницю між n -м та )1( n -м членами цієї послідовності, 

тобто 
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Поставимо у відповідність побудованій послідовності функцій ряд: 

  





1
0 ,),(),(

n
n tzRtzJtzJ . (2.58) 

Зазначимо, що цей ряд є рядом Неймана [62, 65]. 

Твердження 2.1. Якщо коефіцієнти дифузії 0D , 1D  є обмеженими і 

00 D , то для функції Гріна  ttzzG  ,,,  та дифузійного потоку в однорідному 

тілі ),(0 tzJ  справджуються наступні умови  

 1)    1,,, KttzzG ,   0,0, zzz  ,   tt ,0 ,    ,0t  (  ); 

2)    2,,,)( KttzzGzLs ,   0,0, zzz  ,   tt ,0 ,    ,0t ; 

3)  30 ),()( KtzJzLs ,   0,0 zz ,    ,0t . (2.59) 

 Д о в е д е н н я. 1. Спочатку покажемо виконання нерівності 1. Загальний 

член ряду (2.42) в області       ttz  ,0,0 0  можна оцінити так 

    ttyD
kk

ttyD kk ezyzye  
2

0
2

0 sinsin .  
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Ряд  






1

2
0

k

ttyD ke  є абсолютно збіжним за ознакою Даламбера [68], тоді за 

ознакою Вейєрштраса ряд   zyzye kk
k

ttyD k sinsin
1

2
0 





  є абсолютно і рівномірно 

збіжним, а отже абсолютно і рівномірно збіжною є послідовність його 
часткових сум. Крім того, цей ряд є обмеженим, оскільки збіжна послідовність 

у метричному просторі є обмеженою [68]. Тобто функція   ttzzg ,,,  

    




 
1

)( )(cos)(cos
2

0

k
kk

ttyD zzyzzye k є обмеженою для  zz,  0,0 z , 

  ,0,tt  крім точки tt  . Оскільки 1)(  tt  для t , t  тоді функція 

 ttzzG  ,,,  є також обмеженою для  0,0, zzz  ,   ,0,tt  крім точки tt  . 

Покажемо обмеженість функції  ttzzg  ,,,  у точці tt  , для цього вико-

ристаємо властивість, що неперервна функція є обмеженою на замкненому ін-
тервалі [68], і покажемо, що функція  ttzzg  ,,,  в області  0,0 z  

    tt  ,0  є неперервною функцією своїх аргументів. 

З означення неперервності функції в точці: для 0 , 0  таке, що з 

умови  ttt :  випливає      ttzzgttzzg ,,,,,, . 

Використаємо відомий ряд [102] 
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Продиференціювавши це співвідношення за змінною x , одержимо 
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Враховуючи (2.60) та наступну нерівність [116] 
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 Отже для довільного заданого   існує таке значення  , що є роз-

в’язком наступного рівняння 

 

















 0

0

0

0

0
cthch1

D
z

D
z

D
.  

Тобто функція  ttzzg  ,,,  є неперервною, а отже і обмеженою в точці tt  .  

 Оскільки    ttzzgttzzG  ,,,,,, , тоді існує така стала 1K , що 

  1,,, KttzzG   для  0,0, zzz  ,   tt ,0 ,    ,0t  (  ).  

2. Спочатку покажемо обмеженість функції    ttzzGzLs  ,,,  у всій області 

визначення, крім точки tt  . З урахуванням виразу для функції Гріна (2.42) та 

оператора  zLs  одержимо 
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Врахуємо, що 1)(0  tt  для tt  , , і 1)(  tt  для    tttt  ;0, , та  

 1)(
1

1
1 



n

i
i x   для x  з області визначення. (2.63) 

Тоді для (2.62) одержимо 
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Оскільки виконуються наступні нерівності 

 mdDD  10 ,   1sin x ,    (2.64) 

де  10;max DDdm  , а також враховуючи (2.63), маємо 
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Враховуючи, що 
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де 2
0

2
0 zDd  . 

Оскільки справджується співвідношення 0 tt , то для (2.65) маємо 
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Щоб показати обмеженість функції  ttzzg  ,,,  у точці tt  , скорис-

таємося властивістю обмеженості неперервної функції на замкненому проміж-

ку. За означенням функція  ttzzg  ,,,  є неперервною функцією за часовою 

змінною в точці tt  , якщо для 0  0  таке, що з умови  ttt :  

випливає нерівність      ttzzgttzzg ,,,,,, . 

Із співвідношення (2.60) отримаємо 

 






1

3

22

4

sh
)ch(

2cos
k

a
axakx

ak
k .  (2.66) 

Враховуючи (2.66) та нерівності (2.61), (2.64), маємо 
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  (2.67) 

Тобто для довільного наперед заданого числа   існує таке  , яке визна-

чається з рівняння (2.67). Тому за означенням функція  ttzzg  ,,,  є неперервною 

в точці tt  , а відтак обмеженою. Тоді функція    ttzzGtzLs  ,,,,  є також 

обмеженою на будь-якому інтервалі з області визначення своїх аргументів. 
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 3. Покажемо, що дія оператора )(zLs  на розв’язок однорідної крайової 

задачі  tzJ ,0  дає обмежену в усій області визначення функцію. Враховуючи 

вирази (2.39) і (2.57), маємо 
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Оскільки справджуються нерівності (2.63) та (2.64), то 
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Справедлива наступна рівність [102]  
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Крім того, існує відома границя [116] 
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тоді за критерієм Коші ряд 
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ne  є абсолютно збіжним. За ознакою Ве-

йєрштраса рівномірної збіжності ряду [68] абсолютно і рівномірно збіжним є 

ряд 
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абсолютно і рівномірно збіжною. Збіжна послідовність є обмеженою у мет-

ричному просторі, тоді є обмеженим ряд 
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урахуванням (2.64) та рівності 1shch 22  tt  [116], справедлива оцінка 
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Отже Твердження 2.1 доведено. 

Зауважимо, що оскільки умова нульової початкової концентрації є част-

ковим випадком умови сталої ненульової початкової концентрації, то Твер-

дження 2.1 справедливе і за відсутності в нульовий момент часу домішкової 

речовини у тілі. 

Теоремa 2.1. Якщо коефіцієнти дифузії в матриці і включеннях є 

обмеженими і коефіцієнт дифузії домішкової речовини у матриці є відмінним 

від нуля, то ряд Неймана (2.58) для задачі на потік є абсолютно і рівномірно 

збіжним. 

Д о в е д е н н я. Враховуючи співвідношення (2.59), можна отримати 
наступну оцінку загального члена ряду Неймана  
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 . (2.68) 

Для довільних значень 1K , 2K , 3K , 0z , t  ряд із загальним членом 

  !03
1

21 ntzKKK nn  збігається при n . Тоді за ознакою Вейєрштраса [68] при 

n  буде абсолютно і рівномірно збігатись послідовність часткових сум 

 ),()( tzJ n  ряду Неймана (2.58). Тобто справджується рівність 

    tzJtzJ n
n

,,lim )( 


. 

Таким чином, Теорема 2.1 доведена. 

Теорема 2.2. Ряд Неймана для потоку  





1
0 ,),(),(

n
n tzRtzJtzJ  є 

розв’язком інтегро-диференціального рівняння (2.56), а отже крайової задачі 
дифузії на потік (2.6)-(2.8). 

 Д о в е д е н н я. Підставимо ряд (2.58) у рівняння (2.56), одержимо  
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Використаємо означення функції  tzRn ,  
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Отримана тотожність доводить, що ряд Неймана є розв’язком рівняння 

(2.56), а оскільки інтегро-диференціальне рівняння отримано шляхом тотожніх 

перетворень з вихідної крайової задачі, то ряд Неймана є також розв’язком 

задачі (2.6)-(2.8). Теорему 2.2 доведено. 

Враховуючи нерівність (2.68) та виконавши підсумовування в обидвох 
частинах цього співвідношення, отримаємо наступну оцінку для залишкових 

членів ряду (2.58) 
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xn dxexzKn  – неповна гама-функція [116]. 

 Зазначимо, що у дослідженнях [105] для збіжності рядів Неймана, які 

описують процеси у випадкових середовищах, накладалась умова обмеженості 

області розташування включень. Як випливає із Твердження і Теореми 2.1 для 

нестаціонарного випадку ця умова не є необхідною. 

2.3.3 Усереднення потоку маси за ансамблем конфігурацій фаз 

Для знаходження усередненого дифузійного потоку обмежимось двома 

першими членами ряду Неймана (2.58) 

    





t z n

i
i tdzd

z
tzJzttzzGDDtzJtzJ

0 0
2

0

1
1010

0 1 ),()(),,,()(),(),( . (2.69) 

 Усереднимо співвідношення (2.69) за ансамблем конфігурацій фаз з 

рівномірним розподілом прошарків у тілі [63], приймаючи, що всі підшари фази 
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включень мають однакову характерну (середню) товщину 1h  (рис. 2.14), а ви-

падковою координатою, яка характеризує положення включення, є кордината 

«верхньої» межі прошарку 1iz  ( 1,1 ni  ). Тоді, аналогічно до (2.48) 

 2

2

1
101

1
)()()(

z
zDDzL

n

i
conficonfs 

 


. (2.70) 

 Врахуємо, що  

 
 
 

 
  )(

;0,0
;0,1

;,0
;,1

)( 11
11

11

111

111
1 ii

i

i

ii

ii
i zz

hzz
hzz

hzzz
hzzz

z 















 .  (2.71) 

Тоді 

,)(1)(1)()(
11 1011

1 0
1

1 0
111

1
11

1
1   












n

i

z

i

n

i

hz

iii

n

i
ii

n

i
i dxxVdzzzVzzz  

де 1izzx  .  

 Оскільки для 1hz   маємо  
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то остаточно отримаємо 
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 Підставляючи співвідношення (2.47), (2.70) та (2.72) у (2.69), одержимо 

формулу для визначення потоку домішки у багатошаровій смузі, усередненого 

за ансамблем конфігурацій фаз з рівномірною функцією розподілу: 
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 Якщо у співвідношення (2.73) підставити вирази для функції Гріна (2.42) 

та дифузійного потоку в однорідному шарі за нульової початкової концентрації 

(2.30), отримаємо: 
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  (2.74) 

 У випадку ненульової сталої початкової концентрації домішки у формулу 

(2.73) підставляємо співвідношення (2.39). Тоді маємо 
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 Зауважимо, що у формулі (2.73) не враховано конкретний вигляд крайових 

умов, що дає можливість застосовувати її для різних типів початкових та 

граничних умов. Зазначимо, що кількісне оцінювання третього доданка ряду 

Неймана (2.58), що визначає парний взаємовплив шаруватих включень на 

дифузійний потік, а також обґрунтування використання тільки двох перших 

членів цього ряду для знаходження шуканої функції буде проведено у 

підрозділі 3.2. 

 2.3.4 Числовий аналіз усереднених дифузійних потоків 

Числові розрахунки проведено у безрозмірних змінних (2.43) за формула-

ми (2.74) і (2.75). В якості параметрів числового дослідження прийнято такі 

значення:  0.1; 1v =0.2; 1h =0.01; ** / Jc =0.1. На рис. 2.15, 2.16 криві а наведені 

для 01 DD 0.01, криві b – 01 DD 2. Штриховою лінією позначено відповідні 

потоки в однорідному шарі з характеристиками матриці. 
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 На рис. 2.15 наведено розподіли потоків маси у смузі за нульової 

(рис. 2.15,а) та ненульової сталої (рис. 2.15,b) початкових умов на концентрацію 

в різні моменти часу  0.01; 0.03; 0.1; 0.5; 1 (криві 1-5). Риc. 2.16 ілюструє по-

ведінку усередненого потоку маси за нульової (рис. 2.16,а) та ненульової 

(рис. 2.16,b) початкових концентрацій домішки для різних значень об’ємної 

частки включень 1v =0.05; 0.1; 0.2 (криві 1-3). На рис. 2.17,а зображено розпо-

діли усередненого потоку за нульової початкової концентрації для різних зна-

чень відношення 01 / DD = 0.01; 0.5; 2; 5; 10; 15 (криві 1-6), на рис. 2.17,b – за не-

нульової сталої початкової концентрації для різних значень відношення 

** / Jc =0.01; 0.1; 0.2; 0.3; 0.4 (криві 1-5). 
 

            
Рис. 2.15. Розподіли потоків маси у смузі в різні моменти часу за нульової (a) та 

ненульової (b) початкових концентрацій 

            
Рис. 2.16. Розподіли потоків маси у смузі за різних значень об’ємної частки 
включень за нульової (a) та ненульовії (b) сталої початкових концентрацій 

 За нульової початкової концентрації частинок в шарі для 01 DD   потоки 

завжди є монотонно спадними функціями (рис. 2.15,а), які з часом зростають в 
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усій області тіла доки не вийдуть на усталений режим. За ненульового сталого 

початкового розподілу концентрації домішкової речовини (рис. 2.15,b) пове-

дінка усередненого потоку маси для малих часів суттєво відрізняється від ви-

падку нульової початкової концентрації. Від межі 0  дифузійний потік спа-

дає, в середині шару є близьким до нуля, і стрімко зростає біля межі 1  (криві 

1a та 1b, рис. 2.15,b), що пояснюється необхідністю забезпечити умову рівності 

нулю концентрації домішки на границі 1 .  
 

            
Рис. 2.17. Розподіли потоків маси у смузі за нульової початкової концентрації 

для різних значень відношень 01 / DD  (a) та ненульової початкової концентрації 
для різних значень ** / Jc  (b) 

 Якщо коефіцієнт дифузії домішки у прошарку є меншим, ніж у матриці, то 

потік в неоднорідному тілі є завжди меншим, ніж в однорідному. У проти-

лежному випадку потік у багатошаровій смузі є більшим, ніж в однорідному 

шарі (рис. 2.15). Крім того, потоки в однорідній та неоднорідній смугах на 

межах шару збігаються. 

 Зауважимо, що зі збільшенням об’ємної частки включень для 01 DD   

зменшуються значення потоку маси, а для 01 DD   – збільшуються як для ну-

льової, так і ненульової початкової концентрації (рис. 2.16). Зокрема, збіль-

шення об’ємної частки включень з 0.1 до 0.2 призводить до зменшення усеред-

неного дифузійного потоку в середині шару до 9% для 01 DD   і збільшення до 

9% – для 01 DD  . Збільшення відношення коефіцієнтів дифузії за нульової по-

чаткової концентрації домішки в тілі призводить до зростання усередненого ди-

фузійного потоку (рис. 2.17,а), причому для великих значень цього відношення 
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спостерігається зростання потоку від поверхні, де діє джерело маси (крива 6, 

рис. 2.17,а). Залежність функції *),( JJ   за ненульової початкової концент-

рації від значень відношення 01 / DD  є подібною до випадку нульової початкової 

концентрації.  

 Наявність у тілі домішкових частинок у початковий момент часу суттєво 

впливає як на поведінку, так і на значення функції потоку домішкової речови-

ни. Для малих відношень ** / Jc  потік домішки як в однорідному шарі, так і у 

багатошаровій смузі є монотонно спадною функцією для 01 DD   (крива 1, 

рис. 2.17,b). Зі збільшенням початкової концентрації *c  потік біля поверхні ша-

ру 1  зростає, що може призвести до появи локального мінімуму в середині 

шару (криві 4, 5, рис. 2.17,b). Зміна характерної товщини прошарків при ста-

лому значенні об’ємної частки включень, тобто зміна кількості включень, як за 

нульової так і ненульової сталої початкових концентрацій практично не впли-

ває на значення усередненого дифузійного потоку (різниця у 3 значимій цифрі). 

2.4 Комп’ютерне моделювання потоків домішкової речовини у 
багатошарових матеріалах залізо – мідь та залізо – нікель 

2.4.1 Комп’ютерне моделювання усередненого потоку водню в 
шаруватому матеріалі CuFe   

Розглянемо задачу дифузії водню у шаруватому композитному матеріалі 

CuFe  , де в якості базової фази приймаємо залізо. Відповідно до [72, 165] 

коефіцієнти дифузії водню є наступними: у залізі 11108.1 FeD  м2/с, у міді 

101034.4 CuD  м2/с. Тоді отримаємо 01 DD  11.24FeCu DD .  

На рис. 2.18 показано поведінку усереднених дифузійних потоків водню в 

різні моменти безрозмірного часу  0.01; 0.03; 0.1; 0.5; 1 (криві 1-5) для ну-

льової (рис. 2.18,а) та ненульової сталої (рис. 2.18,b) початкових концентрацій 

H  у композиті CuFe  . Прийнято, що об’ємна частка міді у залізі становить 

Cuv 0.2, характерна товщина мідних прошарків складає Cuh 0.01, а відно-
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шення початкової концентрації водню до його потоку на верхній межі рівне 

** / Jc =0.1. Рис. 2.19 ілюструє розподіли усереднених потоків водню для різних 

значень об’ємної частки Cu  у залізі Cuv 0.01; 0.05; 0.1; 0.2 (криві 1-4) за ну-

льової початкової концентрації H  (рис. 2.19,а) та різних значень відношення 

** / Jc =0.01; 0.1; 0.2; 0.3; 0.4 (криві 1-5) за ненульової сталого розподілу водню в 

початковий момент часу (рис. 2.19,b) для  0.1. На рис. 2.18 та рис. 2.19,b кри-

ві а (штрихові лінії) відповідають потокам домішки в однорідному шарі заліза, 

криві b (суцільні лінії) – у тілі з мідними прошарками. 

           
Рис. 2.18. Розподіли потоків водню у композиті CuFe   за нульової (a) та 

сталої ненульової (b) початкових концентрацій для різних значень 
безрозмірного часу  

            
Рис. 2.19. Розподіли потоків водню у композиті за нульової початкової 

концентрації для різних значень об’ємної частки міді (a) та для різних значень 
** / Jc  за ненульової сталої початкової концентрації (b)  

Наявність в залізному шарі випадково розташованих прошарків міді приз-

водить до зростання усереднених потоків водню (рис. 2.18 і 2.19). При цьому 

для малих часів протікання процесу дифузії характерна наявність приповерхне-
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вих максимумів потоків у композиті CuFe   в околі верхньої границі тіла за 

нульової початкової концентрації водню (рис. 2.18,а) та в околі верхньої і ниж-

ньої границь за ненульової сталої початкової концентрації (рис. 2.18,b). З часом 

максимум функції *),( JJ   в околі верхньої границі зсувається до середини 

шаруватої структури (криві 3b, рис. 2.18), а максимум в околі нижньої границі 

шару – зменшується (крива 2b, рис. 2.18,b). При цьому відмінності між потока-

ми водню в однорідному шарі заліза і композиті залізо-мідь зменшується (криві 

5b, рис. 2.18), і потоки H  виходять на усталений режим. 

Поведінка функції потоку при зростанні об’ємної частки Cu  є однаковою 

для нульової та ненульової сталої початкових концентрацій водню. Так збіль-

шення Cuv призводить до зростання потоків водню у композиті CuFe   

(рис. 2.19,а). При цьому у випадку більше, ніж 8 мідних прошарків, значення 

*),( JJ   стає більшим від величини потоку на верхній границі тіла (криві 3, 

4, рис. 2.19,а). Збільшення початкової концентрації водню призводить до 

зростання його усереднених потоків, найбільше в середині шару CuFe   (криві 

b, рис. 2.19,b). Крім того, значення характерної товщини прошарків міді 

практично не впливає на значення усередненого потоку водню. 

2.4.2 Комп’ютерне моделювання усередненого потоку вуглецю в 
шаруватому матеріалі NiFe   

У цьому пункті розглянемо дифузію атомів вуглецю у шаруватому 

композитному матеріалі  -залізо-нікель. Тут в якості базової фази також 

вважаємо залізо. Коефіцієнти дифузії вуглецю у залізі та нікелі прийнято 

такими [72, 167]: 7103.6 
 FeD  м2/с, 6109 NiD  м2/с. Тоді отримаємо 

286.1401  FeNi DDDD . Зазначимо, що наявність у композиті NiFe  атомів 

вуглецю зміцнює його поверхню. На рис. 2.20 проілюстровано поведінку усе-

реднених дифузійних потоків вуглецю в різні моменти безрозмірного часу 

 0.01; 0.03; 0.1; 0.5; 1 (криві 1-5) для нульової (рис. 2.20,а) та ненульової ста-

лої (рис. 2.20,b) початкових концентрацій C  у шаруватому матеріалі NiFe . 
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Результати подані для 20 прошарків нікелю характерної товщини Nih 0.01 

( Niv 0.2) та відношення початкової концентрації вуглецю до його потоку на 

верхній межі ** / Jc =0.1. На рис. 2.21 наведено характерні розподіли потоків C  

для різних значень об’ємної частки Ni  у матеріалі Fe  Niv 0.01; 0.05; 0.1; 0.2 

(криві 1-4) за нульової початкової концентрації вуглецю (рис. 2.21,а) та різних 

значень відношення ** / Jc =0.01; 0.1; 0.2; 0.3; 0.4 (криві 1-5) за ненульового ста-

лого початкового розподілу C  (рис. 2.21,b) для  0.1. Тут на рис. 2.20 та 

рис. 2.21,b криві а (штрихові лінії) побудовані для потоків вуглецю в одно-

рідному шарі Fe , криві b (суцільні лінії) – в тілі з нікелевими прошарками.  

            
Рис. 2.20. Розподіли потоків вуглецю у композиті NiFe   за нульової (a) та 

сталої ненульової (b) початкових концентрацій для різних значень 
безрозмірного часу  

            
Рис. 2.21. Розподіли потоків вуглецю у композиті NiFe   за нульової 

початкової концентрації для різних значень об’ємної частки нікелю (a) та для 
різних значень ** / Jc  за ненульової сталої початкової концентрації (b) 

Зазначимо, що наявність прошарків нікелю у шарі Fe  збільшує потік 

вуглецю (рис. 2.20 і 2.21). При цьому для малих значень безрозмірного часу 
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найбільша відмінність між потоками в однорідній та неоднорідній смугах спос-

терігається біля верхньої границі тіла для нульової початкової концентрації 

вуглецю (криві 1b, 2b, рис. 2.20,а) та в околі верхньої і нижньої поверхонь для 

ненульового сталого розподілу C  в початковий момент часу (крива 1b, 

рис. 2.20,b). Зі збільшенням кількості прошарків нікелю усереднений потік ву-

глецю також зростає, і його значення може стати більшим від потоку на верхній 

межі композитної структури NiFe   (крива 4, рис. 2.21,а). Чим більше зна-

чення початкової концентрації вуглецю, тим більша відмінність між потоками в 

однорідній та неоднорідній смугах (криві b, рис. 2.21,b).  

2.4.3 Комп’ютерне моделювання усередненого потоку водню в 
шаруватому матеріалі NiFe  

Розглянемо задачу дифузії атомів водню у шаруватому композитному 

матеріалі  -залізо-нікель. Тут також в якості базової фази приймаємо залізо. 

Коефіцієнти дифузії водню у залізі та нікелі є наступними [72, 167]: 
81042.6 

 FeD  м2/с, 7105.9 NiD  м2/с. Тоді 797.1401  FeNi DDDD .  

На рис. 2.22 показано поведінку усереднених дифузійних потоків водню в 

різні моменти безрозмірного часу  0.01; 0.03; 0.1; 0.5; 1 (криві 1-5) для ну-

льової (рис. 2.22,а) та ненульової сталої (рис. 2.22,b) початкових концентрацій 

H  у композиті NiFe  . Прийнято, що об’ємна частка нікелю у шарі Fe  

складає Niv 0.2, характерна товщина нікелевих прошарків рівна Nih 0.01, а 

відношення початкової концентрації водню до його потоку на верхній межі рів-

не ** / Jc =0.1. Криві а (штрихові лінії) відповідають потокам домішки в одно-

рідному шарі Fe , криві b (суцільні лінії) – в тілі з нікелевими прошарками. 

Рис. 2.23 ілюструє розподіли усереднених потоків водню для різних значень 

об’ємної частки Ni  у шарі Fe  Niv 0.01; 0.05; 0.1; 0.2 (криві 1-4) за нульової 

(рис. 2.23,а) та сталої ненульової (рис. 2.23,b) початкових концентрацій водню в 

момент часу  0.1.  

Наявність у початковий момент часу атомів водню у структурі NiFe  

збільшує значення усередненого потоку (рис. 2.22 і 2.23). Крім того, чим більша 
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кількість прошарків нікелю у залізі, тим більше усереднений потік H  

відрізняється від потоку в залізному тілі (рис. 2.23). При цьому характерна 

товщина прошарків Ni  майже не впливає на значення функції *),( JJ  . 

            
Рис. 2.22. Розподіли потоків водню у композиті NiFe   за нульової (a) та 

сталої ненульової (b) початкових концентрацій для різних часів 

            
Рис. 2.23. Розподіли потоків водню у композиті NiFe   за нульової (a) та 

сталої ненульової (b) початкових концентрацій для різних значень Niv  

Як і у випадку композиту CuFe  , збільшення початкової концентрації 

водню у шаруватому матеріалі NiFe  призводить до зростання усереднених 

потоків C , найбільше в середині шару. 

2.5 Висновки до Розділу 2 

У цьому Розділі розроблено підхід до математичного опису випадкових 

потоків домішкової речовини у двофазних тілах стохастично неоднорідної ша-

руватої структури, за яким крайовi задачi дифузiї формулюємо безпосередньо 

для функції потоку маси, на одній з поверхонь шару задаємо граничні умови на 

потік, а на іншій – на концентрацію мігруючої речовини [34, 127, 136]. При цьо-
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му методи побудови розв’язку адаптуємо для сформульованих задач. У рамках 

розвиненого підходу розв’язки крайових задач дифузії з випадковими коефі-

цієнтами побудовано у вигляді рядів Неймана. Сформульовано та доведено тео-

рему про абсолютну і рівномірну збіжність ряду Неймана, причому вперше для 

моделей дифузійних процесів у стохастично неоднорідних тілах з урахуванням 

випадкової структури у коефіцієнтах крайової задачі [138]. Також доведено тео-

рему існування розв’язку інтегро-диференціального рівняння, еквівалентного 

вихідній крайовій задачі. Знайдено оцінку суми залишкових членів ряду Ней-

мана. Під час доведення теорем і твердження про обмеженість відповідних 

функцій не накладались умови на функцію густини розподілу фаз в області 

тіла, а отже ряд Неймана є збіжний для довільного стохастичного розподілу 

включень у шарі. Усереднення стохастичного потоку домішкової речовини про-

ведено за ансамблем конфігурацій фаз для випадків, коли в початковий момент 

часу відсутня домішка в тілі або заданий її сталий ненульовий початковий роз-

поділ. Знайдено розрахункові формули для усередненого потоку маси в шарі з 

випадково розташованим прошарком та багатошаровій смузі з рівномірним роз-

поділом фаз [36, 38, 133, 134, 161, 162].  

Розроблено програмні модулі для якісного і кількісного аналізу залежнос-

ті усередненого дифузійного потоку від характеристик середовища: приведено-

го коефіцієнта дифузії, об’ємної частки включень, характерної (середньої) тов-

щини прошарків, тощо [130, 139, 142]. На цій основі проведено комп’ютерне 

моделювання усереднених потоків домішкової речовини в двофазній випадково 

неоднорідній смузі з рівномірним розподілом фаз [10]. Зокрема показано, що 

для коефіцієнтів дифузії домішкової речовини у включеннях більших, ніж у ма-

триці, значення усереднених потоків у неоднорідній структурі завжди більші 

від значень потоків в однорідному тілі, а наявність у початковий момент часу 

домішкової речовини для малих часів дослідження зумовлює виникнення при-

поверхневого максимуму потоку в околі нижньої границі тіла. Одержані розра-

хункові формули застосовано для дослідження потоків водню та вуглецю у ша-

руватих матеріалах CuFe   та NiFe . Показано, що наявність у шарі заліза 

прошарків з міді або нікелю збільшує потоки відповідних частинок. 
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РОЗДІЛ  3 
МОДЕЛЮВАННЯ ВИПАДКОВИХ ПОТОКІВ МАСИ У ДВОФАЗНОМУ 

ТІЛІ ЗА БЕТА-РОЗПОДІЛУ ШАРУВАТИХ ВКЛЮЧЕНЬ ТА ЗА 
ПАРНОГО ВЗАЄМОВПЛИВУ ШАРІВ 

У попередньому розділі запропоновано підхід, відповідно до якого крайо-

ва задача дифузії формулюється безпосередньо для функції потоку маси, а її 

розв’язок будується у вигляді ряду Неймана, зручного для проведення процеду-

ри усереднення за ансамблем конфігурацій фаз. Такий підхід до математичного 

опису випадкових процесів у дво- та багатофазних тілах, на відміну від методів 

гомогенізації [24, 124, 169], не вимагає обмежень на ймовірнісний розподіл не-

однорідностей в об’ємі тіла. У Розділі 3 за розвиненим підходом вивчаються 

процеси масоперенесення домішкових частинок у двофазній шаруватій смузі з 

бета-розподілом включень. Зокрема, розглядаються випадки шаруватих струк-

тур, в яких область найбільш ймовірного розташування включень знаходиться 

біля «верхньої» поверхні, де діє джерело маси, в околі «нижньої» поверхні та 

посередині тіла. При цьому досліджується вплив параметрів середовища на 

просторові розподіли усередненого потоку. Вивчається залежність усередне-

ного потоку маси від ефекту парного взаємовпливу шаруватих включень.  

3.1 Математичне моделювання дифузійних потоків домішки у 
двофазній багатошаровій смузі з бета-розподілом включень 

3.1.1 Дифузійний потік у смузі з найімовірнішим розташуванням 
включень біля нижньої поверхні 

 Нехай у двофазній багатошаровій смузі товщини 0z  відбувається процес 

дифузії домішкової речовини. Як і в попередньому випадку, дифузійні власти-

вості фаз можуть суттєво відрізнятись, а коефіцієнти дифузії домішки є стали-

ми у межах кожної з фаз. Приймаємо, що об’єм, який займає фазa 0j  (матри-

ця), є набагато більшим, ніж об’єм іншої фази 1j  (включення). При цьому ко-

ординати включень, а отже, і підшарів матриці, є невідомими, тобто структура 
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тіла є випадково неоднорідною. Розглянемо варіанти розташування включень в 

області тіла за різними частковими випадками ймовірнісного  -розподілу. 

Функція густини  -розподілу в загальному випадку має вигляд [63] 
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де 



0

1)( dtetx tx  – гама-функція [116], 

,  – ступені вільності розподілу.  

 Один з часткових випадків  -розподілу (3.1) отримаємо, якщо покладемо 

1,1  , тоді густина розподілу набуде вигляду [63] 
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Тут враховано, що )()1( zzz   [116].  

 Цей розподіл (рис. 3.1) відповідає структурі шаруватого тіла, в якій вклю-

чення розташовані біля нижньої поверхні тіла, і з ймовірністю 1 на межі шару 

0z  знаходиться фаза 0j , а на «нижній» поверхні 0zz   розташоване вклю-

чення, причому область найбільш ймовірного знаходження включень розташо-

вана в околі цієї поверхні (рис. 3.1 і 3.2).  

 
Рис. 3.1. Густина розподілу )(1 zf  для різних ступенів вільності   

На рис 3.1 показано залежність функції густини )(1 zf  від різних значень 

ступеня вільності  1.1; 1.5; 2; 2.5 (криві 1-4). На рис. 3.2 наведено відповідні 
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таким розподілам структури багатошаровї смуги. Зазначимо, що зі збільшенням 

параметра   ймовірність знаходження включення біля поверхні 0z  спадає, а 

підшари фази 1j  ущільнюються в околі поверхні 0zz   (рис. 3.2). 

 
Рис. 3.2. Багатошарові структури з )(1 zf  розподілом включень 

 Для двофазної багатошарової смуги з внутрішньою структурою типу по-

даних на рис. 3.2 випадковий потік домішки ),( tzJ  описується рівнянням дифу-

зії (2.6). Приймаємо, що на «верхній» поверхні тіла задано стале значення пото-

ку *J , на «нижній» границі концентрація домішки рівна нулю, тобто задано 

граничні умови (2.8). Вважаємо, що у початковий момент часу відсутній дифу-

зійний потік в тілі, тоді реалізується умова (2.7), що відповідає нульовій (2.18) 

та ненульовій сталій (2.17) початковим умовам на функцію концентрації. 

 Розв’язок сформульованої крайової задачі дифузії у двофазній багатоша-

ровій смузі з областю найбільш ймовірного розташування включень біля ниж-

ньої поверхні смуги (2.6)-(2.8), як і у попередньому випадку, будемо шукати у 

вигляді ряду Неймана. Для цього вихідну задачу зводимо до еквівалентного ін-

тегро-диференціального рівняння (2.56), яке є сумою розв’язку однорідної кра-

йової задачі ),(0 tzJ , що визначається одним із співвідношень (2.30) або (2.39), 

та згортки функції Гріна (2.42) з джерелом. Інтегро-диференціальне рівняння 

розв’язуємо методом послідовних наближень [65], в результаті одержуємо ін-

тегральний ряд Неймана (2.58).  

 Проведемо процедуру усереднення за ансамблем конфігурацій фаз із 

функцією розподілу включень )(1 zf  (3.2), для чого обмежимось двома перши-

ми членами ряду (2.58) і врахуємо, що включення мають характерну (середню) 

товщину 1h , а випадковою координатою, яка характеризує їх положення, є ко-

5.1~
)(zf

5.2~
)(zf
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ордината «верхньої» межі прошарку 1iz  ( 1,1 ni  ). Тоді усереднений потік у 

двофазній випадково неоднорідній шаруватій смузі знаходимо за формулою 
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Враховуючи властивості функції )(1 zi   (2.71) і здійснюючи заміну 

змінних xzz i  1 , можемо записати 
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 Підставимо у (3.4) функцію густини розподілу (3.2), тоді отримаємо: 
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Інтеграл в одержаній формулі залежить від значення змінної зовнішнього 

інтегрування z  у виразі (3.3). Тому 

 1) якщо 1hz  , то 















 

)()())(( 1

1 0

1

1 0

1
1

11 zndxxzdxxzx
n

i

zn

i

z

i ; 

 2) якщо 1hz  , то 

 














 

)()()())(( 11

1 0

1

1 0

1
1

1 11 hzzndxxzdxxzx
n

i

hn

i

z

i . 

Враховуючи, що 0111 zhnv  , для густини розподілу )(1 zf  остаточно маємо 
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Підставивши (3.5) у співвідношення (3.3), одержимо формулу для знахо-

дження потоку частинок домішки у двофазній шаруватій смузі з областю най-

більш ймовірного розташування включень біля нижньої поверхні, усередненого 

за ансамблем конфігурацій фаз: 
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 Якщо у формулу (3.6) підставимо вирази для функції Гріна ),,,( ttzzG   

(2.42) та потоку в однорідному тілі ),(0 tzJ  (2.30), тоді отримаємо розрахункову 

формулу для усередненого за ансамблем конфігурацій фаз дифузійного потоку 

у двофазній смузі за нульової початкової концентрації домішки в тілі  
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 Якщо задано сталий ненульовий розподіл концентрації домішки в почат-

ковий момент часу, то у формулу (3.6) підставляємо вираз (2.39) для потоку в 

однорідному шарі ),(0 tzJ . Тоді розрахункова формула для усередненого потоку 

маси за ненульової початкової концентрації набуде вигляду 
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Зазначимо, що формули (3.7) та (3.8) для розрахунку усереднених дифу-

зійних потоків за нульової та ненульової початкових концентрацій містять 

інтегральні доданки і для числового аналізу вимагають застосування методів 

чисельного інтегрування. Тут застосовується метод трапецій [66].  
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3.1.2 Комп’ютерне моделювання усереднених дифузійних потоків у 
смузі з ймовірним розташуванням включень біля нижньої межі 

На основі формул (3.7) та (3.8) було розроблено модулі пакета програм 

для розрахунку усереднених дифузійних потоків домішкової речовини у дво-

фазній багатошаровій смузі з областю найбільш ймовірного розташування 

включень біля нижньої поверхні тіла. Числові розрахунки проведено у безроз-

мірних змінних (2.43). В якості параметрів числового дослідження прийнято та-

кі значення:  0.1; 1v 0.2; 1h 0.01;  2.5; ** / Jc 0.1. 

 На рис. 3.3 проілюстровано розподіли усереднених потоків маси в різні 

моменти безрозмірного часу  0.01; 0.03; 0.1; 0.5; 1 (криві 1-5). На рис. 3.4 по-

казано розподіли потоків маси у смузі за різних значень відношення коефіцієн-

тів дифузії 01 / DD 0.01; 0.5; 2; 5; 10; 15; 20 (криві 1-7). Рис. 3.5 ілюструє пове-

дінку усередненого дифузійного потоку маси для різних значень об’ємної част-

ки включень: 1v 0.05; 0.1; 0.2 (криві 1-3). Тут криві а наведені для 01 DD 0.01, 

криві b – 01 DD 10. На рис. 3.6 показано розподіли функції потоку залежно 

від ступеня вільності функції )(1 f   1.5; 2.5; 3.5 (криві 1-3, рис. 3.6,а) та від 

відношення ** / Jc 0.01; 0.1; 0.2; 0.3; 0.4 (криві 1-5, рис. 3.6,b) за ненульової 

сталої початкової концентрації домішки. Рис. 3.3,а-3.5,а відповідають випадку 

нульової початкової концентрації домішки в тілі, рис. 3.3,b-3.5,b – ненульової 

сталої початкової концентрації. На рис. 3.3, 3.6 криві а побудовані для 

01 DD 0.01, криві b – 01 DD 2. Штриховою лінією позначено відповідні 

потоки в однорідному шарі з характеристиками матриці. 

Зауважимо, що як і у випадку рівномірного розподілу включень у тілі, 

для 01 DD   потоки домішки для нульової початкової концентрації є завжди 

монотонно спадними функціями (рис. 3.3,а). Для 01 DD   за невеликих різниць 

коефіцієнтів дифузії функція *),( JJ   також є спадною на всьому проміжку, 

а за великої різниці між цими коефіцієнтами спостерігається зростання усеред-

неного потоку від поверхні, де діє джерело маси (крива 7, рис. 3.4,b). 
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Рис. 3.3. Розподіли потоків маси у смузі в різні моменти часу за нульової (a) та 

ненульової (b) початкових концентрацій  

            
Рис. 3.4. Розподіли потоків маси у смузі для різних значень відношення 01 / DD  

за нульової (a) та ненульової (b) початкових концентрацій 

            
Рис. 3.5. Розподіли потоків маси у смузі для різних значень об’ємної частки 

включень 1v  за нульової (a) та ненульової (b) початкових концентрацій 

За ненульової сталої початкової концентрації домішки дифузійний потік 

від межі 0  спадає, в середині шару є близьким до нуля, і стрімко зростає бі-

ля межі 1  (криві 1a та 1b, рис. 3.3,b). Причому усереднені потоки маси від 

границі тіла, де підтримується сталий потік, практично співпадають з потоком 
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Рис. 3.6. Розподіли потоків маси у смузі для різних значень ступеня вільності   

(a) та відношення ** / Jc  (b) 

в однорідній смузі (криві 1, рис. 3.3,b), а від середини шару починають відрізня-

тись один від одного та від потоку у смузі без прошарків. З часом відмінності 

між потоками зростають на всьому проміжку (криві 2 і 3, рис. 3.3,b), так, зокре-

ма, для 01 DD 2 різниця між усередненими потоками у неоднорідній смузі та 

потоками в однорідному шарі може сягати 60%. Потім відмінності між потока-

ми зменшуються (крива 4 і 5, рис. 3.3,b), доки не вийдуть на усталений режим. 

 У випадку, коли коефіцієнт дифузії домішки у прошарках є більшим, ніж у 

матриці, потік в неоднорідному тілі є завжди більшим, ніж в однорідному 

(рис. 3.4). У протилежному випадку потік в багатошаровій смузі є меншим, ніж 

в однорідному шарі (криві 1, 2, рис. 3.4). При цьому зі зростанням коефіцієнта 

дифузії у включеннях по відношенню до коефіцієнта дифузії в матриці усеред-

нений потік маси зростає на всьому проміжку (рис. 3.4), зокрема, за ненульової 

початкової концентрації значення потоку всередині шару можуть стати більши-

ми за його значення на верхній межі шару (крива 7, рис. 3.4,b). Така ситуація 

пояснюється одночасним зростанням потоку через нижню межу смуги. 

 Зазначимо, що збільшення об’ємної частки включень для 01 DD   веде до 

зменшення значень потоку маси, а для 01 DD   – до збільшення величини пото-

ку, особливо на проміжку  8.0;3.0  (рис. 3.5). Зауважимо, що зміна характер-

ної товщини прошарків практично не впливає на поведінку усередненого пото-

ку (різниця у 3 значимій цифрі). Якщо 01 DD  , то збільшення ступеня вільнос-

ті   (ущільнення включень до нижньої поверхні) незначно впливає на значення 

усередненого потоку (криві а, рис. 3.6,а). Якщо ж коефіцієнт дифузії у вклю-
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ченнях більший за коефіцієнт дифузії у матриці, то збільшення параметра   

призводить до зміни поведінки функції потоку. Зокрема, при малих значеннях 

  функція потоку є опуклою вгору (крива 1b, рис. 3.6,а), із зростанням   

величина усередненого потоку зменшується, і функція */),( JJ   стає увігну-

тою на інтервалі  6.0;0  (крива 3b, рис. 3.6,а). Зазначимо, що поведінка усе-

редненого потоку маси для різних значень ступеня вільності   є однаковою як 

для нульової так і ненульової початкових концентрацій домішки у тілі. 

Значення початкової концентрації впливає як на поведінку, так і на 

значення функції потоку. У випадку, коли коефіцієнт дифузії домішки у вклю-

ченнях є меншим за коефіцієнт дифузії у матриці, для малих значень відношен-

ня ** / Jc  потік домішки як в однорідному шарі, так і у багатошаровій смузі, є 

монотонно спадним (крива 1, рис. 3.6,b). Збільшення початкової концентрації 

*c  призводить до збільшення потоку біля поверхні шару 1 , що може приз-

вести до появи локального мінімуму в середині шару (криві 4 і 5, рис. 3.6,b). 

 Крім того, розглянуто випадок дифузії водню у шаруватому матеріалі    -

 залізо-нікель. Тут в якості базової фази приймаємо залізо і вважаємо, що об-

ласть найбільш ймовірного розташування прошарків нікелю міститься в околі 

нижньої границі тіла. Прийнято 797.1401  FeNi DDDD  [72, 167], Niv 0.2, 

Nih 0.01, ** / Jc =0.1. На рис. 3.7 показано розподіли усереднених потоків вод-

ню в різні моменти безрозмірного часу  0.01; 0.03; 0.1; 0.5 (криві 1-4) для ну-

льової (рис. 3.7,а) та ненульової сталої (рис. 3.7,b) початкових концентрацій H  

у композиті NiFe  .  

            
Рис. 3.7. Розподіли потоків водню у композиті NiFe   для різних часів за 

нульової (a) та ненульової сталої (b) початкових концентрацій  
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 Зазначимо, що для малих часів протікання процесу дифузії, як у випадку 
нульової так і ненульової сталої початкових концентрацій H , потоки в однорід-

ному шарі  -заліза та у тілі з прошарками нікелю від межі поверхні =0 до 

середини смуги незначно відрізняються між собою (криві 1, рис. 3.7). Проте від 
середини тіла для випадку сталого ненульового початкового розподілу H  усе-
реднені потоки водню різко відрізняються від потоків в однорідному тілі і утво-

рюють приповерхневий максимум в околі =1 (крива 1b, рис. 3.7). З часом цей 

максимум зменшується, і потоки водню виходять на стаціонарний режим. 

3.1.3 Дифузійний потік у смузі з найімовірнішим розташуванням 
включень біля верхньої поверхні 

 Розглянемо ще один частковий випадок  -розподілу, який отримаємо, як-

що у формулу (3.1) підставимо 1,1  . Функція густини такого розподілу є 

наступною [63] 
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 Розподіл )(2 zf  є протилежним до розподілу )(1 zf  – на «верхній» поверхні 

з ймовірністю 1 розташований підшар включення, область найбільш 
ймовірного знаходження включень також зосереджена біля цієї поверхні, а на 
«нижній» межі апріорі розташована матриця (рис. 3.8 і 3.9).  

 
Рис. 3.8. Густина розподілу )(2 zf  для різних ступенів вільності   

Графіки густини розподілу )(2 zf  для різних ступенів вільності  1.1; 

1.5; 2; 2.5 (криві 1-4) подано на рис. 3.8. На рис. 3.9 наведено відповідні харак- 
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Рис. 3.9. Багатошарові структури з )(2 zf  розподілом включень 

терні структури багатошарової смуги. Зазначимо, що у цьому випадку зростан-

ня значення ступеня вільності   призводить до ущільнення шаруватих вклю-

чень до границі 0z , у той же час ймовірність розташування включення в око-
лі іншої границі шару зменшується. 

 Як і у попередніх випадках, випадковий дифузійний потік ),( tzJ  в струк-

турах типу поданих на рис. 3.9 описується рівнянням дифузії (2.6). Приймаємо, 
що справджуються крайові умови (2.7) і (2.8), і розглядаємо випадки нульової 
та ненульової сталої початкових концентрацій. 
 Розв’язок крайової задачі дифузії у багатошаровій смузі з областю най-
більш ймовірного розташування включень біля верхньої поверхні смуги, де діє 
джерело маси, (2.6)-(2.8) подаємо у вигляді ряду Неймана (2.58). Обмежившись 
двома першими членами цього ряду, проведемо процедуру усереднення за ан-

самблем конфігурацій фаз із функцією розподілу включень )(2 zf  (3.9): 
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 Відповідно до (3.4) маємо 
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Зокрема, можливі такі два випадки: 
 1) якщо 1hz  , то  
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 2) якщо 1hz  , то 
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 Отже, для даного розподілу включень одержимо 
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 Враховуючи вираз (3.11), усереднена функція (3.10) набуде вигляду 
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Таким чином, одержано формулу для знаходження усередненого за ан-

самблем конфігурацій фаз дифузійного потоку домішкової речовини у двофаз-

ній випадково неоднорідній багатошаровій смузі з найбільш ймовірним роз-

ташуванням включень в околі верхньої межі. 

Підставляючи у співвідношення (3.12) вирази для функції Гріна (2.42) та 

дифузійного потоку в однорідній смузі за нульової початкової концентрації 

(2.30), отримаємо таку розрахункову формулу 
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де ),,0(),,0(),,(),,( 00101101
)2(   knknknknkn xzfxzfxhzhfxhzhfA , 

 
0

,)cos()(),,(
z

a

dzpzzcpcaf   

  knknknknkn xhxxhxa /)sin(/)sin( 11 . 

 У випадку ненульової сталої початкової концентрації домішки у тілі роз-

рахункова формула для усередненого дифузійного потоку є наступною 
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 Інтегральні доданки у виразах (3.13) та (3.14) також обчислимо за допо-
могою методу трапецій [66]. 
 Проведемо числовий аналіз отриманих розрахункових формул.  

3.1.4 Комп’ютерне моделювання усереднених потоків у смузі з 
ймовірним розташуванням включень біля верхньої межі 

На основі формул (3.13) та (3.14) були розроблені модулі пакета програм 

для кількісного та якісного аналізу усередненого дифузійного потоку в багато-

шаровій смузі з областю найбільш ймовірного розташування включень біля 

верхньої поверхні тіла, де діє джерело маси. Числові розрахунки проведено у 

безрозмірних змінних   і   (2.43). В якості параметрів числового дослідження 

прийнято  0.1; 1v 0.2; 1h 0.01; 5.2 ; ** / Jc 0.1. На рис. 3.10 наведено 

розподіли потоків маси в різні моменти безрозмірного часу  0.01; 0.03; 0.1; 

0.5; 1 (криві 1-5) за нульової (рис. 3.10,a) та ненульової сталої (рис. 3.10,b) по-

чаткових концентрацій.  

            
 

Рис. 3.10. Розподіли потоків маси у смузі в різні моменти часу за нульової (a) та 
ненульової (b) початкових концентрацій  
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На рис. 3.11 проілюстровано розподіли усереднених дифузійних потоків 

за різних значень відношення 01 / DD =0.01; 0.5; 2; 5; 10; 15; 20 (криві 1-7). На 

рис. 3.12 показано вплив об’ємної частки включень 1v  на значення усереднено-

го потоку, криві 1-3 відповідають значенням 1v 0.05; 0.1; 0.2. Рис. 3.13 ілюст-

рує залежність функції потоку від ступеня вільності розподілу )(2 f   1.5; 

2.5; 3.5 (криві 1-3, рис. 3.13,a) та від відношення ** / Jc 0.01; 0.1; 0.2; 0.3; 0.4 

(криві 1-5, рис. 3.13,b). Графіки на рис. 3.10,а-3.12,а побудовано для випадку 
нульової початкової концентрації, рис. 3.10,b-3.12,b – ненульової сталої почат-
кової концентрації. На рис. 3.10 криві а наведені для 01 DD 0.01, криві b – 

01 DD 2, а на рис. 3.12, 3.13 для 01 DD 0.01 і 01 DD 10 відповідно. Штрихо-

вими лініями позначено потоки в однорідному шарі. 

            
Рис. 3.11. Розподіли потоків маси у смузі для різних значень відношення 01 / DD  

за нульової (a) та ненульової (b) початкових концентрацій  

             
Рис. 3.12. Розподіли потоків маси у смузі для різних значень об’ємної частки 

включень 1v  за нульової (a) та ненульової (b) початкових концентрацій 

 Зазначимо, що для 01 DD   і для 01 DD   у випадку невеликих відхилень 

коефіцієнта дифузії у включеннях від коефіцієнта дифузії домішки у матриці 



90 

( 5/ 01 DD ), усереднені потоки домішки для нульової початкової концентрації 

є монотонно спадними функціями (криві 1-4, рис. 3.11,а). При цьому з часом 

значення потоку зростають в усій області тіла, поки не вийдуть на усталений 

режим (рис. 3.10,а). У випадку, коли включення сконцентровані біля джерела 

маси, спостерігається відхилення до 20% між усередненими потоками в неодно-

рідній смузі та однорідному шарі (криві 1а-3а та 1b-3b, рис. 3.10,а), на відміну 

від випадку, поданому на рис. 3.3,а, де відчутна різниця спостерігається для ча-

сів  0.5 (криві 3а, 4а та 3b, 4b, рис. 3.3,а). 

            
Рис. 3.13. Розподіли потоків маси у смузі для різних значень ступеня вільності 

  (a) та відношення ** / Jc  (b) 

 Наявність дифундуючої речовини в початковий момент часу суттєво 

впливає на розподіли потоків маси для малих часів протікання процесу дифузії. 

Так для  0.01 потік маси від межі 0  спадає, в середині шару є близьким 

до нуля, і стрімко зростає біля межі 1  (криві 1a та 1b на рис. 3.10,b). Причо-

му біля верхньої межі потоки у однорідній та неоднорідній смугах суттєво від-

різняються, і майже однакові для 45.0  (криві 1, рис. 3.10,b). Із збільшенням 

  відмінності між потоками спочатку зростають на всьому проміжку (криві 2 і 

3, рис. 3.10,b), а потім зменшуються (криві 4 і 5, рис. 3.10,b) до виходу на 

стаціонарний режим. Збільшення приведеного коефіцієнта дифузії 01 DD  приз-

водить до зростання усередненого потоку як за нульової, так і ненульової сталої 

початкових концентрацій (рис. 3.11). При цьому можливе утворення глобаль-

ного максимуму всередині шару, який за ненульової початкової концентрації до 

15% більший, ніж за нульової концентрації (криві 5-7, рис. 3.11).  
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 Зауважимо, що для 101 DD  збільшення об’ємної частки включень вик-

ликає зменшення значення потоку маси, а для 101 DD  – зростання потоку як 

для нульової, так і ненульової початкових концентрацій (рис. 3.12). Крім того, 

для великих значень 1v  усереднений потік всередині шару може стати біль-

шими за його значення на верхній межі шару (криві 3b, рис. 3.12). Зміна товщи-

ни прошарків 1h  як за нульової, так і ненульової початкових концентрацій 

практично не впливає на значення усередненого потоку. 

 Якщо коефіцієнт дифузії у включеннях менший за коефіцієнт дифузії у 

матриці, то збільшення ступеня вільності   (ущільнення включень до верхньої 

поверхні тіла) незначно впливає на значення усередненого потоку (криві а, 

рис. 3.13,а). У випадку 01 DD   збільшення значення параметра   викликає 

зростання значення дифузійного потоку біля верхньої межі смуги, але не змі-

нює його поведінку (криві b, рис. 3.13,а). Зазначимо, що поведінка усередне-

ного дифузійного потоку для різних значень ступеня вільності   є однаковою 

як для нульової так і ненульової початкових концентрацій домішки у тілі. Зміна 

відношення ** / Jc  впливає як на поведінку, так і на значення функції потоку до-

мішкової речовини. Збільшення початкової концентрації *c  для 01 DD   при-

зводить до збільшення потоку біля поверхні шару 1 , що може призвести до 

появи локального мінімуму в середині шару (криві 4 і 5, рис. 3.13,b). 

Також розглянуто дифузію атомів вуглецю у шаруватому матеріалі  -за-

лізо-нікель, де в якості матеріалу базової фази вважаємо залізо, а область ймо-

вірного розташування прошарків міді знаходиться біля верхньої границі. Тут 

286.1401  FeNi DDDD  [72, 167]. Приймаємо, що матеріал NiFe  містить 

20 нікелевих прошарків, товщини Nih 0.01 ( Niv 0.2), а відношення початкової 

концентрації C  до його потоку на верхній границі тіла становить ** / Jc =0.1.  

На рис. 3.14 наведено розподіли усереднених потоків вуглецю в різні мо-

менти часу  0.01; 0.03; 0.1; 0.5 (криві 1-4) для нульової (рис. 3.14,а) та нену-

льової сталої (рис. 3.14,b) початкових концентрацій вуглецю. Тут криві а (штри-
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хові лінії) побудовані для потоків вуглецю в однорідному шарі Fe , криві b 

(суцільні лінії) – в тілі з нікелевими прошарками.  

            
Рис. 3.14 Розподіли потоків вуглецю у композиті NiFe  для різних часів за 

нульової (a) та ненульової сталої (b) початкових концентрацій 

Показано, що наявність нікелевих прошарків збільшує усереднені потоки 
C  у структурі NiFe  (рис. 3.14). При цьому для малих часів протікання про-
цесу дифузії потоки вуглецю біля верхньої поверхні тіла різко зростають і на-

бувають значень до 80% більших, ніж потік C  на границі  0 (криві 1b-2b, 

рис. 3.14). У випадку сталого ненульового початкового розподілу атомів вугле-
цю в тілі, функція потоку для  0.05 набуває приповерхневого максимуму в 
околі нижньої границі тіла (крива 1b, рис. 3.14,b). 

3.1.5 Дифузійний потік у смузі з найімовірнішим розташуванням 
включень посередині тіла  

Ще одним частковим випадком  -розподілу є розподіл з функцією густи-
ни [63] 
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який одержуємо з формули (3.1) для значень ступенів вільності 1  [63]. 

 Розподіл )(3 zf  описує випадкову шарувату структуру з областю ймо-

вірного розташування включення посередині тіла (рис. 3.15 і 3.16), при цьому з 

ймовірністю 1 на границі шару 0z  і на межі 0zz   знаходиться матриця. 

Зазначимо, що при 1  розподіл (3.15) співпадає з рівномірним. 
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Рис. 3.15. Густина розподілу )(3 zf  для різних ступенів вільності   

           
Рис. 3.16. Багатошарові структури з )(3 zf  розподілом включень 

 На рис. 3.15 проілюстровано характерні густини розподілу )(3 zf  за таких 

значень ступенів вільності:  1.5; 2; 2.5; 2.7 (криві 1-4). На рис. 3.16 наве-

дено характерні структури багатошарової смуги. Зауважимо, що збільшення 

параметра   призводить до ущільнення включень до середини тіла, при цьому 

область найбільш ймовірного розташування включень звужується (рис. 3.16). 

 Потік домішкової речовини через двофазну смугу з внутрішньою струк-

турою типу поданих на рис. 3.16, як і в попередніх випадках, описується рів-

нянням дифузії (2.6). Приймаємо, що справджуються крайові умови на функцію 

потоку (2.7) і (2.8). Тут також розглянемо випадки нульової та ненульової ста-

лої початкових концентрацій домішкової речовини. 

 Розв’язок крайової задачі дифузії (2.6)-(2.8) подаємо у вигляді ряду Ней-

мана (2.58). Усереднимо перші два доданки цього ряду за ансамблем конфі-

гурацій фаз із функцією розподілу включень )(3 zf  (3.15): 
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 Аналогічно до (3.4) маємо 
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Розглянемо такі два випадки 
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 Обчисливши відповідні інтеграли [102], усереднена «функція структури» з 

розподілом )(3 zf  набуде вигляду 
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  − гіпергеометрична функція [102],  

),1()1()(  maaaa m   1)( 0 a . 

 Підставимо вираз (3.17) у співвідношення (3.16), тоді отримаємо формулу 

для знаходження усередненого дифузійного потоку домішкових частинок у 

двофазній смузі з включеннями, зосередженими посередині тіла: 
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 Якщо у (3.18) підставити вирази для функції Гріна ),,,( ttzzG   (2.42) та 

дифузійного потоку в однорідному тілі ),(0 tzJ  (2.30), то отримаємо розрахун-
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кову формулу для усередненого за ансамблем конфігурацій фаз дифузійного 

потоку у двофазній смузі за нульової початкової концентрації домішки в тілі 
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 Якщо задана ненульова початкова концентрація домішки у тілі, то для 

),(0 tzJ  використаємо формулу (2.39) і розрахункова формула для усередненого 

дифузійного потоку буде наступною 
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 Зазначимо, що інтегральні доданки у (3.19) та (3.20) обчислюватимемо 

методом трапецій [66]. 

3.1.6 Комп’ютерне моделювання усереднених потоків у смузі з 
ймовірним розташуванням включень посередині тіла 

Проаналізуємо залежність усередненого дифузійного потоку у двофазній 

багатошаровій смузі з включеннями розташованими за розподілом )(3 f  від 

вхідних параметрів задачі за нульової та ненульової сталої початкових концент-

рацій. І в цьому випадку проводимо числові розрахунки у безрозмірних змінних 

(2.43) за формулами (3.19), (3.20). В якості параметрів числового дослідження 

прийнято такі значення:  0.1; 1v =0.2; 1h =0.01; 5.2 ; ** / Jc =0.1. На рис. 3.17 
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показано поведінку усередненого дифузійного потоку в різні моменти безроз-

мірного часу  0.01; 0.03; 0.1; 0.5; 1 (криві 1-5). На рис. 3.18 наведено розподі-

ли потоків маси у смузі за різних значень приведеного коефіцієнта дифузії 

01 / DD =0.01; 0.5; 2; 5; 10; 15 (криві 1-6). Рис. 3.19 ілюструє залежність функції 

дифузійного потоку від різних значень об’ємної частки включень: криві 1-3 від-

повідають 1v =0.05; 0.1; 0.2. На рис. 3.20 показано розподіли функції *),( JJ   
залежно від ступеня вільності функції )(3 f   1.5; 2.5; 3.5 (криві 1-3). На 

рис. 3.17, 3.19 і 3.20 криві а наведені для 01 DD =0.01, криві b – 01 DD =10. 

Рис. 3.17,а-3.20,а відповідають випадку нульової початкової концентрації до-

мішки в тілі, рис. 3.17,b-3.20,b – ненульової сталої початкової концентрації. 

Штриховою лінією позначено дифузійні потоки в однорідному шарі. 

            
Рис. 3.17. Розподіли потоків маси у смузі в різні моменти часу за нульової (a) та 

ненульової (b) початкових концентрацій 

            
Рис. 3.18. Розподіли потоків маси у смузі для різних значень відношення 01 / DD  

за нульової (a) та ненульової (b) початкових концентрацій 
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Рис. 3.19. Розподіли потоків маси у смузі для різних значень об’ємної частки 

включень 1v  за нульової (a) та ненульової (b) початкових концентрацій 

            
Рис. 3.20. Розподіли потоків маси у смузі для різних значень ступеня вільності 

  за нульової (a) та ненульової (b) початкових концентрацій 

Для випадку 01 DD   поведінка функції усередненого потоку є подібною 

до розподілів потоків у шаруватому тілі з ймовірним приповерхневим розташу-

ванням включень. Зазначимо, що за нульової початкової концентрації доміш-

кової речовини у випадку меншого коефіцієнта дифузії у включеннях, ніж у 

матриці, функція *),( JJ   завжди є монотонно спадною (криві а, рис. 3.17). 

 За ненульової сталої початкової концентрації для малих часів ( 02.0 ) 

дифузійний потік від границі 0  спадає, в середині шару є близьким до нуля, 

і стрімко зростає біля границі 1  (криві 1, рис. 3.17,b). Із збільшенням часу 

протікання процесу дифузії, у випадку 01 DD   усереднений потік суттєво зрос-

тає, перевищуючи значення, які підтримуються на границі 0  (крива 3b, 

рис. 3.17,b). Далі функція потоку залишається опуклою вгору (криві 4b, 5b, 

рис. 3.17,b), і у подальшому її максимум зменшується та пропадає під час на-
ближення до стаціонарного режиму. Зауважимо, що у цій задачі, на відміну від 
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попередніх випадків, числові розрахунки для кривих b проведені для 

01 DD =10. Для значень 01 DD =2 одержимо значення усередненого потоку, які 

містяться між відповідними значеннями для структур з включеннями зо се-

редженими біля однієї або іншої з поверхонь (рис. 3.3,b і 3.10,b). 
 При збільшенні приведеного коефіцієнта дифузії усереднений потік маси 

зростає на всьому проміжку (рис. 3.18). Поведінка функції *),( JJ   для ну-

льової та ненульової початкових концентрацій є подібною (рис. 3.18,а і 
рис. 3.18,b). При цьому для ненульової початкової концентрації значення усе-

редненого потоку є більшими, максимально відрізняючись на 24% для 

01 / DD =15,  0.38 (криві 6, рис. 3.18,а і рис. 3.18,b). 

 Збільшення об’ємної частки включень для 101 DD  викликає зменшення 

значення усередненого потоку маси, а для 101 DD  – зростання функції 

*),( JJ   (рис. 3.19), зокрема за ненульової початкової концентрації для ве-

ликих значень 1v  усереднений потік може стати більшими за його значення на 

верхній межі шару (крива 3b, рис. 3.19,b). Ущільнення включень до середини 

тіла для 01 DD   практично не впливає на значення та поведінку потоку маси 

(криві а, рис. 3.20). Якщо ж коефіцієнт дифузії у включеннях більший від коефі-
цієнта дифузії у матриці, то ущільнення включень призводить до зростання усе-
редненого потоку як для нульової, так і для ненульової сталої початкових кон-

центрацій (криві b, рис. 3.20), найбільше в середині тіла.  

 Зазначимо, що для розподілу )(3 f  залежність усередненого дифузійного 

потоку від значення відношення ** / Jc  є аналогічною як і для розподілів )(1 f  

та )(2 f . Для малих значень відношення ** / Jc  потік домішки як в однорідному 

шарі, так і у багатошаровій смузі, є монотонно спадною функцією. Зі 

збільшенням початкової концентрації *c  потік біля поверхні шару 1  зростає, 

та можливе утворення локального мінімуму в середині шару. І в цьому випадку 

зміна товщини прошарків 1h  практично не впливає на значення усередненого 

дифузійного потоку (зміна у 3 значимій цифрі). 
На рис. 3.21 проілюстровано розподіли потоків водню у шаруватому 

композитному матеріалі CuFe  , в якому залізо вважаємо базовою фазою, а 
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область ймовірного розташування прошарків міді знаходиться посередині тіла. 

Прийнято коефіцієнти дифузії [72, 165] у залізі 11108.1 FeD  м2/с, у міді 
101034.4 CuD  м2/с ( 01 DD  11.24FeCu DD ),  0.1, характерна товщина 

мідних прошарків Cuh 0.01.  

            

Рис. 3.21. Розподіли потоків водню композиті CuFe   для різних значень 
об’ємної частки міді (a) та відношення ** / Jc  (b)  

На рис. 3.21,а показано поведінку усереднених потоків водню за його ну-

льової початкової концентрації для різних значень Cuv 0.01; 0.05; 0.1; 0.2 (кри-

ві 1-4), а на рис. 3.21,b при ненульовій сталій початковій концентрації H  для 

** / Jc =0.01; 0.1; 0.3 (криві 1-3). Тут криві а відповідають потокам у залізній 

смузі, криві b – потокам у структурі CuFe  . 

Зазначимо, чим більше прошарків міді у фазі заліза, тим більше усеред-

нені потоки водню відрізняються від потоків в однорідній смузі (рис. 3.21,а). 

При цьому максимальні відмінності між потоками досягаються посередині 

прошарку. Крім того, збільшення початкової концентрації H  в тілі призводить 

до зростання потоків, також найбільше в середині смуги (рис. 3.21,b). 

3.1.7 Порівняння усереднених потоків для різних модельних варіантів 
структури 

Проведемо порівняння поведінки усереднених дифузійних потоків до-

мішки у двофазних структурах для випадків рівномірного розподілу фаз в тілі 

(рис. 2.14) та часткових варіантів  -розподілу прошарків (3.2), (3.9) і (3.15), за 
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яких область найбільш ймовірного розташування включень міститься біля од-

нієї з поверхонь (рис. 3.2 і рис. 3.9) або посередині тіла (рис. 3.16). 

 На рис. 3.22-3.26 наведено порівняльні зображення розподілів усереднених 

дифузійних потоків у смузі з рівномірним розподілом фаз (криві 1), обчислені 

за формулами (2.74) і (2.75), смугах з областю найбільш ймовірного розта-

шування включень біля нижньої поверхні (криві 2) і біля верхньої границі (кри-

ві 3), розраховані за виразами (3.7), (3.8) і (3.13), (3.14) відповідно, та посере-

дині тіла (криві 4), обчислені за формулами (3.19) і (3.20). В якості параметрів 

числового дослідження прийнято такі значення:  0.1; 1v =0.2; 1h =0.01; 5.2 ; 

5.2  та ** / Jc =0.1. Штрихові лінії відповідають дифузійному потоку в одно-

рідному тілі з характеристиками матриці. 

           

            
Рис. 3.22. Розподіли потоків маси за нульової початкової концентрації для 

різних модельних випадків при  0.01 (a),  0.03(b),  0.1 (c) та  0.5(d) 

На рис. 3.22 наведені усереднені потоки маси за нульової початкової кон-

центрації, а на рис. 3.23 – за ненульової сталої початкової концентрації в різні 

моменти безрозмірного часу  0.01 (рис. 3.23,a),  0.03 (рис. 3.23,b),  0.1 
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(рис. 3.23,c) та  0.5 (рис. 3.23,d) для 01 / DD =0.01 (криві а) і 01 / DD =10 (кри-

ві b). На рис. 3.24 представлено розподіли потоків маси за нульової (рис. 3.24,a) 

та ненульової сталої (рис. 3.24,b) початкових концентрацій для малої та великої 

об’ємних часток включень 1v . Тут криві а (штрих-пунктирні лінії) описують 

відповідні розподіли для 1v =0.05, а криві b (суцільні лінії) – для 1v =0.1. 

           

           
Рис. 3.23. Розподіли потоків маси за ненульової початкової концентрації для 
різних модельних випадків при  0.01 (a),  0.03(b),  0.1 (c) та  0.5(d) 

           
Рис. 3.24. Потоки маси за нульової (a) та ненульової (b) початкових концентрацій 

для різних модельних випадків в залежності від обємної частки включень 1v  
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Рис. 3.25 зображує порівняльні розподіли усереднених дифузійних пото-

ків за нульової (рис. 3.25,a) та ненульової сталої (рис. 3.25,b) початкових кон-

центрацій в залежності від відношення коефіцієнтів дифузії у включеннях та 

матриці. Зокрема, криві а (штрих-пунктирні лінії) розраховані для 01 / DD =5, а 

криві b (суцільні лінії) – 01 / DD =15. На рис. 3.26 проілюстровані порівняльні 

розподіли потоків домішкової речовини за ненульової сталої початкової 

концентрації в залежності від значень відношення ** / Jc  для 01 / DD =0.01 

(рис. 3.26,а) та 01 / DD =10 (рис. 3.26,b). Тут криві а (штрих-пунктирні лінії) 

описують відповідні розподіли для ** / Jc =0.01, а криві b (суцільні лінії) – для 

** / Jc =0.4, криві 5 (штрихові лінії) відповідають потокам в однорідному тілі. 

            
Рис. 3.25. Потоки маси за нульової (a) та ненульової (b) початкових концентрацій 

для різних модельних випадків в залежності від відношення 01 / DD  

            
Рис. 3.26. Розподіли потоків маси за ненульової початкової концентрації для 

різних модельних випадків при 01 / DD =0.01 (а) та 01 / DD =10 (b) в залежності 
від відношення ** / Jc   
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 У випадку менших значень коефіцієнта дифузії у включеннях, ніж у мат-

риці, для малих часів ( 1.0 ) усереднений дифузійний потік за нульової почат-

кової концентрації на проміжку ]45.0;1.0[  у структурі з прошарками розта-

шованими біля верхньої поверхні тіла є до 70% меншим за потоки у трьох ін-

ших структурах (криві 3а, рис. 3.22,а і 3.22,b). Із збільшенням   різниця між по-

токами зменшується (криві а, рис. 3.22,с), і для 5.0  усереднені потоки для 

різних випадків розташування включень практично співпадають (криві а, 

рис. 3.22,d). Якщо ж коефіцієнт дифузії домішки у включеннях є більшим, ніж 

коефіцієнт дифузії у матриці, для малих часів дифузійний потік у смузі з про-

шарками зосередженими біля верхньої поверхні тіла є найбільшим з розгляну-

тих варіантів розподілів неоднорідностей і утворює приповерхневий максимум 

(криві 3b, рис. 3.22,а-3.22,c), тоді як для інших розподілів включень у тілі ха-

рактерна спадна поведінка усереднених потоків (криві 1b, 2b, 4b, рис. 3.22,а-

3.22,c). Проте з часом потік у смузі з областю найімовірнішого розташування 

включень біля межі 0  зменшується і приймає найменші значення з трьох ін-

ших потоків (крива 3b, рис. 3.22,d), а найбільшим стає усереднений потік у сму-

зі з прошарками розташованими посередині тіла (крива 4b, рис. 3.22,d). У ви-

падку зосередження включень біля нижньої поверхні тіла функція *),( JJ   

для 1.0  є опуклою вниз (криві 2b, рис. 3.22,а і 3.22,b), а для 5.0  стає 

опуклою вгору (крива 2b, рис. 3.22,d). З часом відмінності між потоками за різ-

них модельних варіантів розташування включень зменшуються, доки не вий-

дуть на усталений режим, де значення дифузійних потоків співпадає. 

 Зауважимо, що за ненульової сталої початкової концентрації для 03.0  

від границі 0  потоки домішки спадають, крім потоків у структурі, в якій 

включення зосереджені біля верхньої поверхні тіла і коефіцієнт дифузії доміш-

ки у включеннях є більший, ніж у матриці. Тоді дифузійний потік різко зростає, 

а потім також починає спадати (крива 3b, рис. 3.23,а). Від середини смуги по-

токи домішкової речовини у всіх типах структур знову починають зростати 

(рис. 3.23,а), але біля межі 1  при 1/ 01 DD  для тіл з рівномірним розподі-
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лом включень, з ймовірним розташуванням включень біля нижньої границі або 

посередині смуги потік знову починає спадати (криві 1b, 2b, 4b, рис. 3.23,а), 

тобто наявний локальний максимум функції *),( JJ   біля «нижньої» границі 

шару. У випадку 01 DD   для 01.0  значення усереднених потоків у структу-

рах з рівномірним розподілом включень та ймовірним приповерхневим їх роз-

ташуванням практично співпадають на проміжку ]5.0;0[  (криві 1а-3а, 

рис. 3.23,а). Значення потоку у смузі з найімовірнішим розташуванням вклю-

чень посередині тіла є найменшим на цьому проміжку (крива 4а, рис. 3.23,а). 

Проте на проміжку ]1;5.0[  найменші значення набуває потік у смузі з ймо-

вірним розташуванням включень біля нижньої поверхні тіла. Зазначимо, що у 

випадку 01 DD   у структурах з приповерхневим розташуванням включень та-

кож спостерігається наявність максимумів дифузійних потоків біля поверхонь, 

де зосереджені включення (криві 2b та 3b, рис. 3.23,а). З часом ці приповерхневі 

максимуми зменшуються та зсуваються до середини тіла (криві 2b та 3b, 

рис. 3.23,b), а потім функції стають монотонно спадними (криві 2b та 3b, 

рис. 3.23,d). Крім того, дифузійний потік у смузі з рівномірним розподілом фаз 

для малих часів є більшим, ніж у смузі з прошарками зосередженими посере-

дині тіла (криві 1b та 4b, рис. 3.23,а), але для 1.0  ситуація змінюється на 

протилежну – значення *),( JJ   для смуги з найімовірнішим розташуванням 

включень посередині тіла стає більшим за значення потоку у смузі з рівномір-

ним розподілом прошарків (криві 1b та 4b, рис. 3.23,с). Із збільшенням   від-

мінності між функціями *),( JJ   для різних структур зменшуються, і потоки 

виходять на стаціонарний режим. 

 Для випадку, коли коефіцієнт дифузії у прошарках більший, ніж у матриці, 

зміна об’ємної частки включень за нульової та ненульової сталої початкових 

концентрацій однаково випливає на поведінку усереднених потоків для усіх ти-

пів розглянутих структур (рис. 3.24), незначно відрізняючись у числових ре-

зультатах. Усереднені потоки в шаруватих тілах, у випадку, коли коефіцієнт ди-

фузії домішки у матриці менший за коефіцієнт дифузії у включеннях, є біль-
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шими за потік в однорідному тілі, причому потік у смузі з прошарками, зосе-

редженими біля нижньої поверхні, є найменшим з усіх розглянутих випадків 

(криві 2, рис. 3.24). Збільшення значення 1v  від 0.05 до 0.1 призводить до зрос-

тання функцій *),( JJ   на всьому проміжку (криві b, рис. 3.24), і різниця 

між потоком у смузі з включеннями розташованими біля нижньої межі і пото-

ком у смузі із зосередженими включеннями біля верхньої границі збільшується 

до 35% (криві 2b і 3b, рис. 3.24). 

 Зазначимо, що для 501 DD  усереднені потоки є спадними функціями 

(криві а, рис. 3.25). Збільшення відношення 01 DD  призводить до зростання по-

току, і його значення можуть перевищувати величину потоку на верхній грани-

ці. При цьому найбільші значення досягає потік у структурі з ймовірним розта-

шуванням включень біля поверхні, де діє джерело маси (криві 3b, рис. 3.25). 

Для розглянутих значень вхідних параметрів задачі максимуми, які досягають 

потоки за нульової початкової концентрації, є до 19% меншими від максимумів 

за ненульової сталої початкової концентрації (криві 1b, 3b, 4b, рис. 3.25). 

 Якщо коефіцієнт дифузії домішки у матриці більший, ніж у включеннях, 

то збільшення значення початкової концентрації, віднесеної до потоку на 

«верхній» межі смуги, ** / Jc  призводить до утворення локального мінімуму в 

середині тіла для всіх розглянутих розподілів підшарів (криві b, рис. 3.26,а). 

Причому, чим менше значення ** / Jc , тим менша відмінність між усередненими 

дифузійними потоками для різних типів шаруватих структур (рис. 3.26,а). У ви-

падку, якщо коефіцієнт дифузії домішки у включеннях набуває більших зна-

чень, ніж коефіцієнт дифузії у матриці, збільшення відношення ** / Jc  викликає 

зростання усередненого потоку і утворення максимумів функцій *),( JJ   в 

середині двофазної смуги за всіх розглянутих варіантів розташування включень 

(криві b, рис. 3.26,b). При цьому найбільша різниця між значеннями потоків, 

зокрема, для структур з включеннями біля нижньої межі і посередині тіла, може 

становити до 30% (криві 2b та 4b, рис. 3.26,b). 
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3.2 Математичне моделювання дифузійних потоків у двофазній 
випадково неоднорідній шаруватій смузі з урахуванням парного 
взаємовпливу шарів 

У попередніх випадках під час виконання процедури усереднення за ан-

самблем конфігурацій фаз при отриманні розрахункових формул ми обмежува-

лись двома першими доданками ряду Неймана, у вигляді якого знаходилась 

шукана функція. Проте виникає питання щодо оцінки наступних членів цього 

ряду. У цьому підрозділі вивчаються випадкові дифузійні потоки у двофазній 

стохастично неоднорідній смузі за рівномірного розподілу фаз та смузі з облас-

тю найбільш ймовірного розташування включень біля верхньої границі тіла з 

урахуванням третього доданка ряду Неймана, що описує ефект парного взаємо-

впливу включень, на основі моделі, розробленої у попередньому розділі.  

3.2.1 Дифузійний потік у двофазній смузі з рівномірним розподілом 
фаз за нульової початкової концентрації 

Розглянемо процес дифузії домішкової речовини у смузі товщини 0z , що 

містить 0n  підшарів фази матриці та 1n  підшарів фази включення (рис. 2.14). 

Вважаємо, що координати розташування підшарів кожної з фаз є невідомими, а 

фази у тілі розташовані за рівномірним законом розподілу. Коефіцієнти дифузії 

сталі в межах кожної з фаз. Приймаємо, що об’ємні частки фаз, з яких складене 

тіло, можуть бути як співвимірні, так і об’ємна частка матриці 0v  може значно 

перевищувати об’ємну частку включень 1v .  

Дифузійний потік у такій структурі описується, як і у попередньому ви-

падку, рівнянням (2.6) за крайових умов (2.7), (2.8). Приймаємо, що у початко-

вий момент часу відсутня домішкова речовина в тілі (2.18). Розв’язком заданої 

крайової задачі є інтегральний ряд Неймана (2.58). 

Зазначимо, що перший член ряду Неймана ),(0 tzJ  – дифузійний потік в 

однорідному середовищі з фізичними характеристиками базової фази, другий 

доданок є сумою збурень потоку, що виникають при вміщенні у тіло включення 
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з фізичними характеристиками, відмінними від характеристик матриці. Третій 

доданок ряду (2.58) відповідає збуренням, що виникають, якщо в середовище з 

коефіцієнтом дифузії матриці поміщати почергово по два включення з іншими 

фізичними характеристиками, тобто описує ефекти парного взаємовпливу 

включень на потік маси і т.п. [128]. 

Для вивчення ефектів парного взаємовпливу підшарів, з яких складається 

тіло, обмежимось трьома першими членами ряду Неймана і проведемо проце-

дуру усереднення за ансамблем конфігурацій фаз з рівномірною функцією роз-

поділу. Приймаємо, що включення мають характерну товщину 1h , а випадко-

вою координатою, яка характеризує їх положення, є координата верхньої межі 

прошарку. Усереднений дифузійний потік у двофазній багатошаровій смузі з 

урахуванням парного взаємовпливу шарів знаходимо за формулою 
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При усередненні першого і другого доданків у (3.21) скористаємось спів-

відношеннями (2.47) та (2.70). Зазначимо, що  

  2

2

2

2

1 1
11

2
01

),,,()()()(),,,()(
1 1

zz
ttzzGzzDDzLttzzGzL

n

i

n

j
jiss 




 
 

. 

Тут  

 ),()()()()( 2
11

1 1
1

1 1
11

1 11 1

zznzzzz j

n

i

n

j
i

n

i

n

j
ji  

  
 , (3.22) 

де )(1 zi  , )(1 zj   визначаються зі співвідношення (2.72),  

),( zz   – функція кореляції фаз, яка знаходиться з функції двовимірного 

спільного розподілу випадкових величин ),(2 zzw   наступним чином [9] 
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Зокрема, для рівномірного розподілу має вигляд [9] 



108 

 2

4
10

0 0
2 4

)(),(
10 10

V
hzzdzd

V
zzzz

hz hz 



  

 

 .  

Тут V  – об’єм всього тіла. 

Враховуючи у співвідношенні (3.21) знайдені вирази, та приймаючи, що 
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Якщо у вираз (3.24) підставити співвідношення для функції Гріна (2.42) 

та дифузійного потоку домішки в однорідному шарі за нульової початкової 

умови на концентрацію частинок ),(0 tzJ  (2.30), тоді отримаємо  
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Вираз (3.25) є розрахунковою формулою для усередненого за ансамблем 

конфігурацій фаз потоку домішкової речовини у шаруватій смузі за нульової 

початкової концентрації з урахуванням парного взаємовпливу шарів. 

3.2.2 Числовий аналіз усереднених дифузійних потоків у смузі з 
рівномірним розподілом фаз 

Дослідження впливу фізичних характеристик та геометричних параметрів 

випадкової структури тіла на усереднений дифузійний потік у двофазній смузі з 

рівномірним розподілом фаз, обчислений за двома першими доданками (3.25), 

проведено у підрозділі 2.3.4. Дослідимо кількісну та якісну поведінку третього 

доданка усередненого ряду Неймана ),(2 tzJ , що описує ефект парного взаємо-

впливу шарів, з яких складається тіло.  

Числові розрахунки проводились у безрозмірних змінних (2.43), а ряди у 

формулі (3.25) обчислювались з точністю 910 . В якості параметрів числового 

дослідження прийнято  0.1; 01 / DD =0.01; 1v =0.5; 1h =0.01. У табл. 3.1 і 

табл. 3.2 наведено розрахункові дані для доданків ),(0 J , ),(1 J , ),(2 J  

усередненого потоку */),( JJ   на різних безрозмірних глибинах   для зна-

чень вхідних параметрів 01 / DD =0.01; 1v =0.5; 1h =0.01 та 01 / DD =0.03; 1v =0.6; 

1h =0.02 відповідно. Розбиття інтервалу ]1;0[  проведено з кроком  0.08. 
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Зазначимо, що величина доданка ),(2 J  на 5-6 порядків менша абсолю-

тних значень потоку в однорідному шарі ),(0 J  і вкладу доданка ),(1 J , який 

описує збурення потоку за рахунок наявності включень, для вхідних даних 

наведених у табл. 3.1 і табл. 3.2. Проте параметри задачі можуть змінюватись в 

широких межах, тому дослідимо їхній вплив на кількісну та якісну поведінку 

функції ),(2 J .  

Таблиця 3.1. Розрахункові дані складових усередненого потоку з урахуванням 
парного взаємовпливу шарів для 01 / DD =0.01; 1v =0.5; 1h =0.01 

  ),(0 J  ),(1 J  ),(2 J  

0.00 1.000000000 0.000000000 0.000000000 

0.08 0.858041962 -0.034754605 0.000000169 

0.16 0.720552246 -0.066244473 0.000000302 

0.24 0.591587520 -0.091702432 0.000000411 

0.32 0.474446379 -0.109248031 0.000000492 

0.40 0.371438937 -0.118084326 0.000000537 

0.48 0.283807606 -0.118471518 0.000000552 

0.56 0.211779873 -0.111497657 0.000000530 

0.64 0.154763808 -0.098710070 0.000000478 

0.72 0.111612186 -0.081690682 0.000000399 

0.80 0.080929228 -0.061659629 0.000000298 

0.88 0.061364043 -0.039172510 0.000000184 

0.96 0.051867796 -0.013954086 0.000000060 

1.00 0.050694637 0.000000000 0.000000000 

 

На рис. 3.27 показані розподіли доданка ),(2 J  у різні моменти часу 

 0.05; 0.08; 0.1; 0.15; 0.2; 0.3; 0.5 (криві 1-7, рис. 3.27,а) та для різних значень 

відношення 01 / DD =0.001; 0.01; 0.05; 0.1 (криві 1-4, рис. 3.27,b). На рис. 3.28 

проілюстровано залежність третього доданка усередненого ряду Неймана від 

об’ємної частки включень 1v =0.2; 0.3; 0.4; 0.5; 0.6 (криві 1-5, рис. 3.28,а) та їх 

характерної товщини 1h =0.001; 0.01; 0.02; 0.03; 0.05 (криві 1-5, рис. 3.28,b). 
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Таблиця 3.2. Розрахункові дані складових усередненого потоку з урахуванням 
парного взаємовпливу шарів для 01 / DD =0.03; 1v =0.6; 1h =0.02 

  ),(0 J  ),(1 J  ),(2 J  

0.00 1.000000000 0.000000000 0.000000000 

0.08 0.858041962 -0.040839731 0.000001104 

0.16 0.720552246 -0.077846162 0.000001843 

0.24 0.591587520 -0.107764265 0.000002426 

0.32 0.474446379 -0.128384146 0.000002822 

0.40 0.371438937 -0.138769222 0.000002990 

0.48 0.283807606 -0.139225159 0.000003005 

0.56 0.211779873 -0.131030597 0.000002815 

0.64 0.154763808 -0.116003797 0.000002475 

0.72 0.111612186 -0.096003776 0.000002020 

0.80 0.080929228 -0.072464198 0.000001476 

0.88 0.061364043 -0.046037710 0.000000898 

0.96 0.051867796 -0.016399998 0.000000278 

1.00 0.050694637 0.000000000 0.000000000 
 

 Зазначимо, що зі зростанням часу протікання процесу та значень відно-

шення 01 / DD , відбувається зменшення величини третього доданка усередне-

ного ряду Неймана (рис. 3.27). Протилежна ситуація спостерігається при зміні 

значень 1v  та 1h  – збільшення вказаних параметрів викликає зростання величи-

ни ),(2 J  (рис. 3.28). 

            
Рис. 3.27. Розподіли третього доданка ряду Неймана для різних значень часу (а) 

та для різних значень відношення 01 / DD  (b) 
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Рис. 3.28. Розподіли третього доданка ряду Неймана для різних значень 
об’ємної частки включень (а) та характерної товщини прошарків (b) 

Крім того, ефект парного взаємовпливу шарів є найбільш значимим для 

малих значень часів (крива 1, рис. 3.27,а) та великих значень характерної 

товщини прошарків 1h  (крива 5, рис. 3.28,b). 

 Відзначимо, що максимальні значення, які досягає функція ),(2 J , на-

приклад, для малих значень  , великих 1v  та 1h , є на декілька порядків мен-

шими, ніж абсолютні значення доданків ),(0 J  та ),(1 J . Оскільки кількісні 

дослідження проведені для широкого інтервалу параметрів задачі, то можна 

стверджувати, що ефектом парного взаємовпливу шарів на усереднений дифу-

зійний потік у двофазній смузі з рівномірним розподілом фаз за нульової почат-

кової концентрації можна нехтувати. 

3.2.3 Дифузійний потік у двофазній смузі з найімовірнішим 
розташуванням включень біля верхньої поверхні за ненульової 
початкової концентрації 

У попередньому підрозділі було розглянуто умову нульової початкової 

концентрації домішки в тілі, у той же час наявність дифундуючої речовини в 

нульовий момент часу збільшує значення потоку, що потребує дослідження 

ефекту парного взаємовпливу підшарів для цього випадку, так само як і при 

значній концентрації включень біля джерела маси.  

Розглянемо випадок, коли координати розташування включень невідомі, а 

область найймовірнішого їх розташування зосереджена біля поверхні смуги 
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0z , де діє джерело маси (рис. 3.9). Така випадкова структура описується 

частковим випадком ймовірнісного  -розподілу включень )(2 zf  (3.9). В якості 

крайової задачі приймаємо задачу (2.6)-(2.8), і вважаємо, що у нульовий момент 

часу відомий сталий початковий розподіл концентрації частинок у тілі (2.17). 

Тоді розв’язок сформульованої задачі, як і у попередніх випадках, подаємо у 

вигляді ряду Неймана і проводимо процедуру усереднення за ансамблем кон-

фігурацій фаз, обмежившись трьома першими членами цього ряду (3.21). 

Тут при усередненні функції структури )(1 zi   скористаємось рівністю 

(3.11), а для знаходження усередненого добутку двох функцій структури – спів-

відношеннями (3.22) та (3.23), де для означення функції ),(2 zzw   використано 

формулу густини імовірнісного двовимірного  -розподілу [174]: 
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де )(x  – гама-функція [116], 1 , 2 , 3  > 0, 0,0 zzz  . 

На рис. 3.29 проілюстровані поверхні густини двовимірного розподілу 

),(2 zzw  , пораховані за формулою (3.26) для ступенів вільності 11  ; 

5.232   (рис. 3.29,а) та 121  ; 23   (рис. 3.29,b). Надалі приймаємо, 

що 121  , 3 . 

            
Рис. 3.29. Густини двовимірного  -розподілу 

Підставляючи у співвідношення (3.21) вирази (3.11), (3.23) та використо-

вуючи зв’язок 2
1

2
01

2
1 /)( hzvn  , одержимо формулу для визначення потоку маси 
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мігруючої речовини у двофазній багатошаровій смузі з ймовірним при поверх-

невим розташуванням включень, що враховує парний взаємовплив шарів:  
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Тут   )()( 001 zzzzA ,   )()()( 0102 zzzhzzA . 

Підставимо у (3.27) вирази для функції Гріна (2.42) та потоку домішки в 

однорідному шарі (2.39). Тоді одержимо співвідношення (3.25), в якому 
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Формули (3.25), (3.28) є розрахунковими для усередненого за ансамблем 

конфігурацій фаз потоку у шаруватій смузі з ймовірним приповерхневим 

розташуванням включень, що враховує парний взаємовплив шарів. 

3.2.4 Комп’ютерне моделювання усереднених дифузійних потоків у 
смузі з бета-розподілом фаз 

У підрозділі 3.1.4 досліджено вплив параметрів випадкової структури тіла 
на усереднений дифузійний потік, обчислений за двома першими доданками 
(3.25). Проаналізуємо тут кількісну та якісну поведінку третього доданка усе-
редненого ряду Неймана ),(2 tzJ , що описує ефект парного взаємовпливу ша-

рів. Числові розрахунки виконано за безрозмірних змінних (2.43), а ряди у фор-

мулах (3.28) обчислено з точністю 910 . В якості параметрів числового дослі-
дження прийнято  0.1; 01 / DD =0.01; 1v =0.5; 1h =0.01; ** / Jc =0.1; = 3 =2. 

У табл. 3.3 та табл. 3.4 наведено розрахункові дані усередненого дифузій-

ного потоку */),( JJ   для доданків ),(0 J , ),(1 J , ),(2 J  на безрозмірних 

глибинах   при різних значеннях вхідних параметрів задачі. Розбиття інтервалу 

]1;0[  виконано з кроком  0.07. 

Зазначимо, що для даних, наведених у табл. 3.3 і табл. 3.4, доданок 
),(2 J  на 1-2 порядки менший, ніж абсолютні значення потоку в однорідному 

шарі ),(0 J  і доданок ),(1 J , який описує збурення потоку, спричинені по-

одинокими включеннями. Проте оскільки параметри задачі можуть зміню-

ватись у широких межах, вивчимо їхній вплив на значення функції ),(2 J . 
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Таблиця 3.3. Розрахункові дані складових усередненого потоку 
в шарі з ймовірною приповерхневою концентрацією включень для =0.1 

01 / DD =0.01; 1v =0.5; 1h =0.01; ** / Jc =0.1; =2 

  ),(0 J  ),(1 J  ),(2 J  

0.00 1.000000 0.000000 0.000000 

0.07 0.883664 -0.052639 -0.001242 

0.14 0.771040 -0.100103 -0.002252 

0.21 0.665539 -0.138264 -0.002886 

0.29 0.569996 -0.164528 -0.003117 

0.36 0.486472 -0.177940 -0.003006 

0.43 0.416128 -0.179045 -0.002671 

0.50 0.359202 -0.169585 -0.002571 

0.57 0.315087 -0.152060 -0.001821 

0.64 0.282482 -0.129202 -0.001466 

0.71 0.259625 -0.103509 -0.001177 

0.79 0.244557 -0.076920 -0.000921 

0.86 0.235392 -0.050627 -0.000653 

0.93 0.230577 -0.025052 -0.000344 

1.00 0.229091 0.000000 0.000000 

 

На рис. 3.30 подані розподіли функції ),(2 J  у моменти часу  0.1; 

0.15; 0.2; 0.3; (криві 1-4, рис. 3.30,а) та для різних значень відношення 01 / DD = 

0.001; 0.01; 0.05; 0.1 (криві 1-4, рис. 3.30,b).  

Рис. 3.31 ілюструє залежність абсолютного значення третього доданка 

усередненого ряду Неймана від об’ємної частки включень 1v =0.2; 0.3; 0.4; 0.5; 

0.6 (криві 1-5, рис. 3.31,а) та від значень ступенів вільності  -розподілу 

3 =2; 2.5; 3; 3.5 (криві 1-4, рис. 3.31,b). Збільшенню параметра   відповідає 

ущільнення прошарків в околі поверхні 0z . На рис. 3.32 побудовано розпо-

діли функції ),(2 J  для різних значень відношення ** / Jc =0.1; 0.2; 0.4; 0.6 

(криві 1-4, рис. 3.32,а) та товщини прошарків 1h =0.001; 0.01; 0.05 (криві 1-3, 

рис. 3.32,b). 
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Таблиця 3.4. Розрахункові дані складових усередненого потоку 
в шарі з ймовірною приповерхневою концентрацією включень для 

=0.2; 01 / DD =0.03; 1v =0.6; 1h =0.02; ** / Jc =0.3; =3 

  ),(0 J  ),(1 J  ),(2 J  

0.00 1.000000 0.000000 0.000000 

0.07 0.883664 -0.052639 -0.001242 

0.14 0.771040 -0.100103 -0.002252 

0.21 0.665539 -0.138264 -0.002886 

0.29 0.569996 -0.164528 -0.003117 

0.36 0.486472 -0.177940 -0.003006 

0.43 0.416128 -0.179045 -0.002671 

0.50 0.359202 -0.169585 -0.002571 

0.57 0.315087 -0.152060 -0.001821 

0.64 0.282482 -0.129202 -0.001466 

0.71 0.259625 -0.103509 -0.001177 

0.79 0.244557 -0.076920 -0.000921 

0.86 0.235392 -0.050627 -0.000653 

0.93 0.230577 -0.025052 -0.000344 

1.00 0.229091 0.000000 0.000000 
 

Зазначимо, що зі зростанням часу протікання процесу та відношення 

01 / DD  третій доданок ряду Неймана зменшується (рис. 3.30). Протилежна си-

туація спостерігається зі зміною значень параметрів 1v , 1h , ** / Jc ,  : з їх збіль-

шенням абсолютне значення ),(2 J  зростає (рис. 3.31, рис. 3.32).  

             
Рис. 3.30 Розподіли функції ),(2 J  для різних моментів часу (а) та різних 

значень 01 / DD  (b) 
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Рис. 3.31. Розподіли функції ),(2 J  для різних значень об’ємної частки 

включення (а) та ступенів вільності  -розподілу (b) 

            
Рис. 3.32. Розподіли функції ),(2 J  для різних значень відношення ** / Jc  (а) 

та для різних значень товщини включень (b) 

Ефект парного взаємовпливу шарів є найвідчутнішим для великих зна-

чень об’ємної частки включень (крива 5, рис. 3.31,а) та великих значень ступе-

нів вільності  -розподілу (крива 4, рис. 3.31,b), тобто значного ущільнення 

включень у приповерхневій області. Максимальні величини, які досягає функ-

ція ),(2 J , наприклад, для малих значень 01 / DD , великих   та ** / Jc , на два 

порядки менші, ніж абсолютні значення доданків ),(0 J  та ),(1 J .  

Кількісні дослідження виконані для широкого інтервалу параметрів зада-

чі, отже, можна стверджувати, що і для задачі дифузії у смузі з найімовірнішим 

розташуванням включень біля верхньої поверхні тіла за ненульової початкової 

концентрації ефектом парного взаємовпливу шарів можна знехтувати.  
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3.3 Висновки до Розділу 3 

У Розділі 3 за розвиненим у попередньому розділі підходом досліджено 

потоки домішкової речовини у двофазній випадково неоднорідній смузі з різни-

ми випадками бета-розподілу фаз. Зокрема, розглянуто модельні варіанти ви-

падкових структур, в яких область найбільш ймовірного розташування вклю-

чень знаходиться біля верхньої поверхні [131, 140], де діє джерело маси, в околі 

нижньої поверхні [39, 48] та посередині тіла [43, 49, 132]. Розв’язки крайових 

задач дифузії побудовано у вигляді інтегрального ряду Неймана. Проведено 

процедуру усереднення за ансамблем конфігурацій фаз за часткових випадків 

бета-розподілу включень та знайдено розрахункові формули. Розроблено про-

грамні модулі для якісного і кількісного аналізу залежності усередненого дифу-

зійного потоку від характеристик середовища: приведеного коефіцієнта дифу-

зії, об’ємної частки включень, характерної (середньої) товщини прошарків то-

що. На цій основі проведено комп’ютерне моделювання усереднених потоків 

домішкової речовини в багатошаровій смузі для різних модельних варіантів 

випадкового розташування фаз в області тіла та зроблено їхній порівняльний 

аналіз. Зокрема показано, що якщо коефіцієнт дифузії домішки у включеннях 

менший, ніж у матриці, розташування включень у тілі практично не впливає на 

поведінку і, у більшості випадків, значення усереднених дифузійних потоків. А 

отже тільки при необхідності знаходження точних значень функції потоку маси 

для малих часів потрібно враховувати ймовірнісний розподіл шаруватих вклю-

чень. Натомість у випадку, коли коефіцієнт дифузії домішки у включеннях 

приймає більші значення, ніж коефіцієнт дифузії у матриці, відмінність між по-

токами маси у різних структурах є суттєвою і може сягати до 70% у смузі з 

включеннями зосередженими біля верхньої поверхні та смузі з найімовірнішим 

розташуванням прошарків біля нижньої межі. При цьому за малих часів у ви-

падку більших значень коефіцієнта дифузії домішки у включеннях, ніж у мат-

риці, для структур із включеннями розташованими біля «верхньої» границі тіла 

як за нульової, так і ненульової сталої початкових концентрацій характерна 

наявність приповерхневого максимуму в околі дії джерела маси, а для структур 
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з рівномірним розподілом фаз, включеннями зосередженими посередині тіла та 

біля «нижньої» межі у випадку ненульової початкової концентрації – біля іншої 

границі тіла. Якщо включення розташовані за одним з часткових випадків бета-

розподілу, то для більшого коефіцієнта дифузії домішки у включеннях спосте-

рігається локальний, який може бути і глобальним, максимум потоку в середині 

смуги. У той же час для випадку більшого коефіцієнта дифузії у матриці наяв-

ний глобальний мінімум усередненого потоку у середині смуги за великих зна-

чень сталої початкової концентрації для всіх розглянутих розподілів включень. 

Одержано розрахункові формули для усередненого за ансамблем конфігу-

рацій фаз випадкового потоку маси з урахуванням парного взаємовпливу шарів 

у смузі за рівномірного розподілу фаз та смузі з ймовірним розташуванням 

включень біля джерела маси за ненульової сталої концентрації мігруючих час-

тинок [37, 41, 44-46]. Проаналізовано вплив параметрів задачі на величину тре-

тього доданка ряду Неймана. Показано, що найбільший ефект від парного 

взаємовпливу прошарків спостерігається у випадку малих часів протікання 

процесу дифузії, великих значень об’ємної частки включень та при ущільненні 

включень до верхньої поверхні тіла. Проте для такого класу задач значення 

третього доданка ряду Неймана в межах заданої точності є нехтовно малим. 

При постановці задач переносу у випадково неоднорідних тілах накла-

дається умова превалюючої об’ємної частки однієї з фаз, оскільки розв’язок бу-

дується у вигляді розкладу в ряд в околі розв’язку однорідної крайової задачі з 

характеристиками цієї фази. Числовий аналіз третього члена ряду Неймана по-

казав, що умова наявності в тілі превалюючої фази не є необхідною, тобто при 

дослідженні потоків у випадково неоднорідних шаруватих тілах врахування 

двох перших членів ряду Неймана є достатнім як для співвимірних об’ємних 

часток фаз, так і при наявності в структурі матриці. 
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РОЗДІЛ  4 
МОДЕЛЮВАННЯ ПОТОКІВ МАСИ У СТОХАСТИЧНО 

НЕОДНОРІДНІЙ СМУЗІ З ПРОШАРКАМИ ВИПАДКОВОЇ ТОВЩИНИ 
ТА ВПЛИВ ПОХИБКИ ВХІДНИХ ДАНИХ 

Під час моделювання процесів перенесення у багатофазних шаруватих 

системах, які розглядаються як випадково неоднорідні структури, окрім невідо-

мих координат розташування включень, може бути відсутньою інформація і 

про товщини окремих прошарків, а отже товщину включень також потрібно 

розглядати як випадкову величину. Розділ 4 присвячений моделюванню випад-

кових потоків маси у смузі зі стохастично розташованими прошарками випад-

кової товщини з трикутним і рівномірним розподілами на заданому інтервалі на 

базі підходу, розвиненого у Розділі 2, а також дослідженню на основі числових 

експериментів впливу похибок на розв’язок крайової задачі дифузії для функції 

потоку домішкової речовини у двофазному випадково неоднорідному багато-

шаровому тілі, усередненого за ансамблем конфігурацій фаз з рівномірною 

функцією розподілу. Враховуючи отримані оцінки парного взаємовпливу шару-

ватих включень на потік маси у Розділі 3, у цьому розділі для побудови розв’яз-

ків і знаходження усереднених дифузійних потоків, а також дослідження впли-

ву похибки вхідних даних використовуються два перші доданки ряду Неймана. 

4.1 Математичне моделювання дифузійних потоків у смузі зі 
стохастично розташованим прошарком випадкової товщини 

4.1.1 Постановка крайової задачі 

Розглянемо дифузію домішкової речовини у двофазній смузі товщини 0z  

з випадково розташованим прошарком (рис. 4.1), тобто між шарами 0  з 

коефіцієнтом дифузії домішкової речовини 0D  міститься прошарок 1  з 

коефіцієнтом дифузії 1D . Вважаємо що фази у тілі розташовані за рівномірним 

законом розподілу, а коефіцієнти дифузії є сталими у межах кожної з фаз і 

виконується умова 10 vv  , де jv  – об’ємна частка фази j (j=0;1). Крім того, 
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приймаємо, що товщина прошарку включення h~  є невідомою і вважатимемо її 

випадковою величиною на проміжку ];[ maxmin hh , де 0maxmin0 zhh   [63]. 

 
Рис. 4.1. Можлива реалізація смуги з прошарком випадкової товщини (a) та 

відповідний схематичний розподіл випадкового коефіцієнта дифузії (b)  

Дифузійний потік домішкової речовини у такій структурі описуємо рів-

нянням (2.6), приймаючи, що у початковий момент часу потік мігруючої речо-

вини в тілі рівний нулю (2.7), на верхній границі задане стале значення потоку, 

а на нижній – концентрація частинок рівна нулю (2.8). 

Відповідно до розробленого підходу вихідній крайові задачі (2.6)-(2.8) 

ставимо у відповідність еквівалентне інтегро-диференціальне рівняння, розв’я-

зок якого знаходимо у вигляді ряду Неймана (2.45). 

4.1.2 Усереднення дифузійного потоку за рівномірного розподілу 
товщини включення на заданому інтервалі 

Для описаної структури вихідна крайова задача (2.6)-(2.8) містить дві ви-

падкові характеристики – координату розташування включення і товщину про-

шарку. Використовуючи розроблену у попередніх розділах методику, обмежив-

шись двома першими членами ряду Неймана і приймаючи, що координатою, 

яка характеризує положення включення є координата верхньої межі прошарку 

1z , усереднимо дифузійний потік за ансамблем конфігурацій фаз, а потім прове-

демо усереднення за випадковою товщиною прошарку:  

 .),()(),,,(),(),(
~0 0

00~

0

h

t z

confshconf tdzdtzJzLttzzGtzJtzJ     (4.1) 
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Зокрема, у (4.1) використано, що ),(0 tzJ  і ),,,( ttzzG   є детермінованими функ-

ціями, а від випадкової координати верхньої межі прошарку залежить тільки 

функція )(1 z  в операторі )(zLs   (2.24). 

Враховуючи (2.47), (2.48) а також приймаючи, що значення змінної інте-

грування у (2.50) змінюються на відрізку ];0[ 0z , для hz ~  отримаємо 
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Із врахуванням у (2.46) співвідношення (4.2), отримаємо  
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Вираз (4.3) є формулою для дифузійного потоку частинок, усередненого 
за ансамблем конфігурацій фаз та випадковою товщиною прошарку. 

Розглянемо випадок, коли товщина включення h~  є стохастичною величи-
ною з рівномірним розподілом на проміжку  maxmin ;hh . Функція густини розпо-

ділу h~  є hhf 1)~( , де minmax hhh  . 

Підставляючи у співвідношення (4.3) відповідні вирази для дифузійного 
потоку в однорідній смузі за нульової початкової концентрації (2.30) та функції 
Гріна (2.42), одержимо  
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 Якщо у початковий момент часу відомий сталий ненульовий розподіл 

концентрації домішкової речовини, то у співвідношення (4.3) підставимо вираз 

),(0 tzJ , що задається формулою (2.39), тоді 
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 Враховуючи рівномірний розподіл випадкової величини h~ , маємо 
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 Проінтегрувавши вираз (4.6), отримаємо 
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 Підставивши співвідношення (4.7) у вирази (4.4) для нульової початкової 

концентрації одержимо 
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 У випадку ненульової сталої початкової концентрації, підставимо (4.7) у 

рівність (4.5), тоді  
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 Таким чином, отримано розрахункові формули (4.8), (4.9) для потоків ма-

си у смузі з прошарком, усереднених за ансамблем конфігурацій фаз та випад-

ковою товщиною включення з рівномірним розподілом на заданому інтервалі, 

для двох випадків початкових умов на функцію концентрації. 

4.1.3 Числовий аналіз усереднених потоків у двофазній смузі за 
рівномірного розподілу товщини включення 

На основі отриманих розрахункових формул (4.7)-(4.9) проведемо число-

вий аналіз залежності усередненого потоку від фізичних та геометричних пара-

метрів включення. Числові розрахунки проведено у безрозмірних змінних 

(2.43). Рис. 4.2 ілюструє розподіли усередненого дифузійного потоку за нульо-

вої (рис. 4.2,а) та ненульової сталої (рис. 4.2,b) початкових концентрацій для 

різних значень minh  та maxh  для =0.1. На рис. 4.2 криві 1, 2 побудовані для 

проміжків [0.005;0.205], [0.1;0.3] у випадку 01 / DD =0.01, криві 3-6 відповідно 

для [0.005;0.205], [0.05;0.25], [0.1;0.3], [0.15;0.35] у випадку 01 / DD =5. Криві а 

на рис. 4.2,b відповідають значенню ** / Jc =0.1, криві b – ** / Jc =0.4. Штрихові 

лінії позначають потоки в однорідній смузі з характеристиками матриці. 

            
Рис. 4.2. Усереднені потоки маси за нульової (а) та ненульової сталої (b) 

концентрацій для рівномірного розподілу товщини включення на ];[ maxmin hh  

 Зазначимо, що у випадку, коли коефіцієнт дифузії частинок у матриці 

більший, ніж у включенні, зміщення інтервалу ймовірних значень товщини 
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прошарку до 1 призводить до зменшення потоку (криві 1, 2, рис. 4.2). Якщо 

01 DD  , то із зсувом проміжку ];[ maxmin hh  до 1 потік маси збільшується (криві 

3-6, рис. 4.2). Збільшення початкової концентрації *c  у випадку більших зна-

чень коефіцієнта дифузії частинок у матриці, ніж у включенні, може призвести 

до утворення локального мінімуму функції *),( JJ   в середині смуги (кри-

ві 1b, 2b, рис. 4.2,b). Крім того, у випадку 1/ 01 DD  і 3.0/ ** Jc  збільшення 

minh  та maxh  при сталій довжині проміжка h  призводить до зміни поведінки 

потоку маси – функція стає опуклою вгору і *),( JJ   може досягати зна-

чень, більших ніж значення потоку на границі 0  (криві 5b, 6b, рис. 4.2,b). 

 Проведені обчислення показали, що зміна h  за сталого значення minh  

або maxh , впливають на поведінку усередненого потоку подібним чином, що і 

зміщення інтервалу ймовірних значень товщини прошарку ];[ maxmin hh  вздовж 

осі O . Крім того, розширення (звуження) інтервалу ];[ maxmin hh  в околі однієї і 

тієї ж точки координат практично не впливає на значення *),( JJ   (змі-

нюються 3-5 значимі цифри). Подібну поведінку функції потоку можна поясни-

ти тим, що незалежно від значень minh  та maxh  (незалежно від довжини інтерва-

лу) середнє значення ймовірної товщини прошарку залишається незмінним. 

4.1.4 Усереднення дифузійного потоку за трикутного розподілу 
товщини включення на заданому інтервалі 

 Розглянемо випадок, коли товщина включення h~  має трикутний розподіл 

на проміжку  maxmin ; hh . 

 Функція густини трикутного розподілу має вигляд [63]  
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 На рис. 4.3 наведено залежність функції )~(hf  від інтервалу ймовірних 

значень товщини  maxmin ; hh . Криві 1-5 на рис. 4.3,а відповідають проміжкам 
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[0.01;0.2], [0.1;0.2], [0.1;0.29], [0.1;0.35], [0.1;0.45]. Криві 1-4 на рис. 4.3,b побу-
довані для відрізків [0.04;0.4], [0.12;0.32], [0.17;0.27], [0.195;0.245]. 

            
Рис. 4.3. Функція густини трикутного розподілу для різних значень maxh  (а) та 

різних значень h  в околі однієї точки (b) 

Зауважимо, що )~(max hf  залежить тільки від довжини інтервалу можли-

вих значень товщини включення і не залежить від координат проміжку на осі 

hO~  (криві 1 та 3, рис. 4.3,а). Крім того, чим менший проміжок  maxmin ; hh , тим 

ймовірнішою є товщина прошарку 2/h  (рис. 4.3,b).  
Враховуючи функцію густини трикутного розподілу (4.10), при усеред-

ненні коефіцієнта )~(hAkn  за випадковою товщиною прошарку маємо 
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де 2/hhc  . 

Як і у попередньому випадку, проінтегрувавши цей вираз і підставивши 
отриманий результат у (4.4) та (4.5) відповідно, одержимо розрахункові форму-
ли для потоків маси усереднених за ансамблем конфігурацій фаз за рівномір-
ного розподілу та випадковою товщиною включення з трикутним розподілом 
 за нульової початкової концентрації  
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  (4.11) 

 за ненульової сталої початкової концентрації  
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 Зазначимо, що коефіцієнт 1
knA  (4.7) можна предсавити у вигляді 
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 Тобто у випадку рівномірного розподілу товщини прошарку у коефіцієнті 
1
knA  отримано доданок, який не залежить від жодного параметра, який характе-

ризує товщину включення. Натомість у коефіцієнті 2
knA  (4.13) розрахункової 

формули для усередненого потоку в неоднорідній смузі з прошарком, товщина 

якого має трикутний розподіл на проміжку  maxmin ; hh , доданок, що не залежить 

від жодного параметра, який характеризує товщину включення, не виокрем-

люється. Водночас 2
knA  містить значення ch  – середнє значення інтервалу ймо-

вірних значень товщини прошарку. 

 Наявність множників вигляду 3)(1 nky   у розрахункових формулах для 

усередненого потоку за стохастичної товщини прошарків (4.8), (4.9), (4.11), 

(4.12) покращує збіжність рядів, у порівнянні з формулами (2.52), (2.53) для ви-

падків, коли задана характерна товщина включення. 
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4.1.5 Числовий аналіз усереднених потоків у двофазній смузі за 
трикутного розподілу товщини включення 

 На основі розрахункових формул (4.11), (4.12) проаналізуємо залежність 

потоку маси у смузі з випадково розташованим прошарком, товщина якого має 

трикутний розподіл на проміжку ];[ maxmin hh , від значень вхідних параметрів. 

 На рис. 4.4 показано залежність усередненого дифузійного потоку за ну-

льової (рис. 4.4,а) та ненульової сталої (рис. 4.4,b) початкових концентрацій для 

різних проміжків ];[ maxmin hh  у випадку трикутного розподілу товщини. Криві 1 

і 2 на рис. 4.4 побудовані для інтервалів [0.1;0.15], [0.1;0.45] для 01 / DD =0.01, 

криві 3-5 наведено для [0.1;0.15], [0.1;0.25], [0.1;0.45] при 01 / DD =5. Криві а на 

рис. 4.4,b відповідають значенню =0.01, криві b – =0.1 для ** / Jc =0.1. 

            
Рис. 4.4. Усереднені потоки маси за нульової (а) та ненульової сталої (b) 

концентрацій для трикутного розподілу товщини включення на ];[ maxmin hh  

 Зауважимо, якщо коефіцієнт дифузії домішки у прошарку є меншим ніж у 

матриці, то збільшення h  при сталому значенні minh  викликає зменшення усе-

редненого потоку (криві 1, 2, рис. 4.4). Якщо ж коефіцієнт дифузії у матриці 

менший, ніж у включенні, то потік у смузі із прошарком більший, ніж в одно-

рідному тілі, і розширення проміжка ];[ maxmin hh  за сталого значення minh  збіль-

шує усереднений дифузійний потік (криві 3-5, рис. 4.4). Із збільшенням h  у 

випадку 1/ 01 DD  функція *),( JJ   стає опуклою вгору, причому для не-

нульової початкової концентрації така поведінка усередненого потоку спостері-

гається для менших значень h  (крива 5b, рис. 4.4,b). За ненульової початкової 
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концентрації для <0.1 дифузійний потік від межі 0  спадає, в середині ша-

ру є близьким до нуля, і стрімко зростає біля межі 1  (криві a, рис. 4.4,b). 

Причому для різних значень h  потоки маси від границі тіла, де підтримується 

сталий потік, практично співпадають з потоком в однорідній смузі, а від сере-

дини шару починають відрізнятись один від одного та від потоку у смузі без 

прошарків тим більше, чим більша різниця між minh  та maxh  (криві a, рис. 4.4,b). 

 Як і у випадку рівномірного розподілу товщини включення, зміна minh  за 

сталого значення maxh  або зміщення ];[ maxmin hh  вздовж осі O , так само вплива-

ють на поведінку усередненого потоку, що і при зміні h  за сталого значення 

minh . Аналогічно зміна інтервалу ];[ maxmin hh  в околі однієї і тієї ж точки коорди-

нат практично не змінює значення усередненого потоку. Зазначимо, що для роз-

глянутих типів розподілів товщини різниця між значеннями усередненого 

потоку для одних і тих же значень вхідних параметрів становить до 210 . 

4.2 Дифузійний потік у двофазній багатошаровій смузі зі стохастично 
розташованим прошарками випадкової товщини 

4.2.1 Комп’ютерне моделювання потоків маси у шаруватій смузі за 
рівномірного розподілу товщини включень 

Нехай у смузі товщини 0z , яка містить 0n  підшарів матриці та 1n  підша-

рів включень стохастичної товщини, відбувається дифузія домішкової речови-

ни. Координати розташування підшарів є невідомими, а коефіцієнти дифузії є 

сталими у межах кожної з фаз. Приймаємо, що фази в області тіла розташовані 

за рівномірним законом розподілу, а товщину включень вважаємо випадковою 

величиною із заданою функцією розподілу на проміжку  maxmin ;hh . Тут, як і у 

попередньому випадку, 0maxmin0 zhh  . 

Розглядаємо крайову задачу на потік (2.6)-(2.8), розв’язок якої знаходимо 

у вигляді інтегрального ряду Неймана (2.58). 

Як і у попередньому  випадку,  обмежимось  двома  першими доданками 
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ряду Неймана, і проведемо усереднення за ансамблем конфігурацій фаз та за 

випадковою товщиною включень. Тоді усереднений потік шукаємо у вигляді 
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де 1ih  – товщина i -го включення ( 1,1 ni  ). 

 Враховуючи рівність (2.70), співвідношення (4.14) запишемо як 
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Оскільки справджується співвідношення (2.72), для усередненої «функції 
структури» отримаємо 
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Підставляючи вираз (4.16) у формулу (4.15), маємо 
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  (4.17) 

Приймаючи, що товщина включень 1ih  є випадковою величиною з рівно-

мірним розподілом на проміжку  maxmin ;hh , рівність (4.17) можна як 
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  (4.18) 

Тут minmax hhh  . 

Підставивши  у  співвідношення  (4.18)  вирази для функції Гріна (2.42), 
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потоку ),(0 tzJ  за нульової початкової концентрації (2.30) та проінтегрувавши 

одержаний вираз, отримаємо 
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 У випадку ненульової сталої початкової концентрації домішки в тілі у ви-

раз (4.18) підставимо співвідношення (2.39) для ),(0 tzJ , обчисливши відповідні 

інтеграли, остаточно отримаємо 
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Тут коефіцієнт 1
knA  задається рівністю (4.7). 

 Співвідношення (4.19), (4.20) є розрахунковими формулами для дифузій-
ного потоку у двофазній багатошаровій смузі з рівномірним розподілом фаз та 
стохастичною товщиною прошарків за нульової та ненульової сталої початко-
вих концентрацій відповідно. Зауважимо, що на відміну від смуги з одним про-
шарком стохастичної товщини, для багатошарової смуги неоднорідна частина 

виразів (4.19) та (4.20) пропорційна кількості включень 1n .  

За формулами (4.19) та (4.20) проведемо числові розрахунки усереднених 
потоків домішки у двофазній випадково неоднорідній смузі, що містить про-
шарки, товщина яких є рівномірно розподіленою випадковою величиною на 

 maxmin ;hh , у безрозмірних змінних (2.43), приймаючи за базові значення =0.1; 

** / Jc =0.1; 01 / DD =0.01 для кривих а та 01 / DD =5 – для кривих b. На рис. 4.5 по-

казано розподіли усередненого дифузійного потоку у багатошаровій смузі за 
нульової (рис. 4.5,а) та ненульової сталої (рис. 4.5,b) початкових концентрацій 

для різних значень maxh  за фіксованого значення minh  для 1n =20. Криві 1 по-

будовані для проміжку [0.01;0.015], криві 2 – для [0.01;0.02], криві 3 – для 
[0.01;0.025]. Штриховими лініями позначено потоки в однорідній смузі. 
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Рис. 4.5. Усереднені потоки маси за нульової (а) та ненульової сталої (b) 

початкових концентрацій за фіксованого значення minh  

Рис. 4.6 ілюструє розподіли усередненого потоку за нульової (рис. 4.6,а) 
та ненульової (рис. 4.6,b) початкових концентрацій залежно від кількості 

включень, товщина яких має рівномірний розподіл на ]02.0;01.0[ , криві 1-3 

побудовані для 1n = 5; 10; 20. 

            
Рис. 4.6. Усереднені потоки маси за нульової (а) та ненульової сталої (b) 

початкових концентрацій для різної кількості включень 1n  

Зазначимо, що зміна довжини інтервалу ймовірних значень товщини про-

шарків ];[ maxmin hh  при фіксованому значенні одного з його кінців однаково 

впливає на значення функції *),( JJ  . Так у випадку коефіцієнтів дифузії у 

включенні більших, ніж у матриці, збільшення h  за сталого minh  призводить 

до зростання потоку (рис. 4.5), при цьому у випадку ненульової початкової кон-
центрації чим більше значення h , тим швидше функція потоку стає опуклою 
вгору (криві 2b, 3b, рис. 4.5,b). Якщо коефіцієнт дифузії частинок у матриці 
більший, ніж у включенні, відмінності між значеннями потоків сягають макси-
мально 12%, причому найбільше в середині смуги (криві а, рис. 4.5). 
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Збільшення кількості включень для 01 DD   як за нульової так і ненульо-

вої сталої початкових концентрацій призводить до зменшення усередненого ди-

фузійного потоку (криві а, рис. 4.6). У протилежному випадку, чим більша 

кількість включень міститься у тілі, тим більше *),( JJ   відрізняється від 

потоку в однорідній структурі (криві b, рис. 4.6). 

Як і у випадку одного прошарку стохастичної товщини, збільшення дов-

жини проміжка ];[ maxmin hh  в околі однієї точки практично не впливає на значен-

ня усередненого потоку (різниця у 5 значимій цифрі). 

4.2.2 Комп’ютерне моделювання потоків маси у шаруватій смузі за 
трикутного розподілу товщини включень 

 Нехай товщина включень 1ih  є випадковою величиною з функцією густи-

ни розподілу )(zf  (4.10), тобто має трикутний розподіл на проміжку  maxmin ; hh . 

 Усереднений дифузійний потік за двома першими доданками ряду 

Неймана шукаємо у вигляді (4.14). Врахувавши у співвідношенні (4.17) 

трикутний розподіл товщини включень, та підставивши відповідні вирази для 

функції Гріна і ),(0 tzJ  за нульової початкової концентрації, отримаємо 
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У випадку ненульової сталої початкової концентрації маємо  
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 Проінтегрувавши відповідні вирази у співвідношеннях (4.21) та (4.22), 

остаточно одержимо розрахункові формули для усередненого потоку частинок 

у двофазній багатошаровій смузі з рівномірним розподілом фаз та трикутним 

розподілом товщини включень за нульової  
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та сталої ненульової початкових концентрацій домішки в тілі 
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Тут коефіцієнт 2
knA  обчислюється за формулою (4.13). 

 Зазначимо, що у випадку характерної (середньої) товщини включень не-

однорідна частина усередненого дифузійного потоку у багатошаровому тілі, 

відповідно до співвідношень (2.74) та (2.75), є прямо пропорційною до значення 

об’ємної частки включень 1v  ( 0111 / zhnv  ). У той же час у випадку стохастич-

ної товщини шаруватих включень неоднорідна частина усередненого потоку 

прямо пропорційна величині 01 / zn . 

 На основі формул (4.23) та (4.24) дослідимо залежність усереднених пото-

ків від інтервалу ймовірних значень товщини включень та кількості прошарків. 

Як і у попередніх випадках, обчислення проводимо у безрозмірних змінних 

(2.43), а в якості параметрів числового дослідження приймаємо =0.1; 

** / Jc =0.1; 01 / DD =0.01 для кривих а, 01 / DD =5 – для кривих b. 

На рис. 4.7 проілюстровано розподіли усередненого дифузійного потоку 

за нульової (рис. 4.7,а) та ненульової сталої (рис. 4.7,b) початкових концентра-

цій для різних значень h  за фіксованого значення maxh  для 1n =10. Тут криві 1-

3 побудовані для тих самих інтервалів ймовірної товщини включень, що і на 

рис. 4.5. Як і в попередньому випадку, штриховими лініями позначено потоки в 
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смузі без прошарків. На рис. 4.8 наведено характерні розподіли усереднених 

потоків частинок мігруючої речовини за нульової (рис. 4.8,а) та ненульової 

(рис. 4.8,b) початкових концентрацій для різних значень 1n = 10; 20; 30 (криві 1-

3) у випадку трикутного розподілу товщини включень на проміжку ]015.0;01.0[ .  

            
Рис. 4.7. Усереднені потоки маси за нульової (а) та ненульової сталої (b) 

початкових концентрацій за фіксованого значення minh  

            
Рис. 4.8. Усереднені потоки маси за нульової (а) та ненульової сталої (b) 

початкових концентрацій для різної кількості включень 1n  

Як і у випадку рівномірного розподілу товщини включень, збільшення 

довжини інтервалу ймовірних значень товщини прошарків при фіксованому 

значенні одного з його кінців для 01 DD   призводить до зростання усереднено-

го потоку (криві b, рис. 4.7). У випадку значень коефіцієнта дифузії матриці 

більших, ніж у включенні, зміна h  практично не впливає на значення і пове-

дінку функції дифузійного потоку, зокрема, максимальна різниця між значення 

сягає 5% в околі середини смуги (криві а, рис. 4.7). Збільшення кількості вклю-

чень для цього випадку призводить до зменшення усередненого потоку як за 

нульової так і сталої ненульової початкових концентрацій (криві а, рис. 4.8). 
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Водночас, збільшення 1n  для 01 DD   призводить до зростання потоку (криві b, 

рис. 4.8), причому для 201 n  за вказаних значень параметрів числового дослі-

дження функція *),( JJ   стає опуклою вгору (криві 3b, рис. 4.8). 

Як і у попередніх випадках, розширення або звуження інтервалу ймовір-

них значень товщини включень в околі однієї і тієї ж точки координат майже не 

впливає на значення *),( JJ   (змінюються 5 значимі цифри). Крім того, 

значення усередненого дифузійного потоку в багатошаровій смузі для рівномір-

ного і трикутного розподілів товщини включень для 05.0  практично співпа-

дають (різниця у значеннях становить до 1%). 

4.2.3 Порівняльний аналіз розв’язків залежно від етапу проведення 
процедури усереднення за товщиною 

У попередніх випадках процедура усереднення дифузійного потоку за ви-

падковою товщиною включення проводилась після побудови розв’язку крайо-

вої задачі у вигляді ряду Неймана і усереднення за ансамблем конфігурацій фаз, 

тобто на останньому етапі розв’язування задачі. Зазначимо, що якщо спочатку 

усереднити потік за випадковою товщиною, потім за ансамблем конфігурацій 

фаз, то отримуємо ті самі розрахункові формули, оскільки випадкові величини, 

за якими проводиться усереднення – координати включень та товщини вклю-

чень, є незалежними.  

Розглянемо випадок проведення процедури усереднення за випадковою 

товщиною на першому етапі, потім побудову розв’язку у вигляді ряду Неймана 

і усереднення за ансамблем конфігурацій фаз на прикладі задачі дифузії у дво-

фазному багатошаровому тілі за ненульової сталої початкової концентрації і 

проаналізуємо результати числових експериментів. 

Товщину прошарків, що є випадковою величиною на відрізку  maxmin ; hh , 

усереднюємо наступним чином  

 
max

min

)(~h

h
dhhfhh ,  (4.25) 
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де )(~ hf  – функція густини ймовірнісного розподілу. 

 У випадку рівномірного розподілу товщини включення отримаємо  

 2
minmax hhh 

 .  (4.26) 

 Якщо товщина шаруватих включень має трикутний розподіл на відрізку 

 maxmin ; hh , то, підставивши у співвідношення (4.25) вираз для функції густини 

розподілу (4.10), одержимо  

  22
minminmax

2
max2

4 hhhhh
h
hh 


 .  (4.27) 

Тоді, для знаходження усередненого дифузійного потоку у двофазній ви-

падково неоднорідній смузі з прошарками, що мають рівномірний розподіл 

товщини, за ненульової сталої початкової концентрації скористаємось співвід-

ношенням (2.75), де в якості 1h  підставимо результати обчислень виразу (4.26) 

для конкретних значень ,minh  maxh .  

У табл. 4.1 наведено розрахункові дані для усередненого потоку 
confhJ , 

обчисленого за формулою (4.20), та потоку  
conf

hJ , знайденого за форму-

лою (2.75) для усередненої товщини h . Розрахунки проводились у безрозмір-

них змінних (2.43). Розбиття інтервалу ]1;0[  виконано з кроком  0.0323. 

У випадку трикутного розподілу товщини включень на проміжку 

 maxmin ; hh , у формулі (2.75) товщину 1h  шукаємо з виразу (4.27). Тоді одержи-

мо наступні розрахункові дані для усередненого потоку 
confhJ , обчисленого 

за розрахунковою формулою (4.24), та потоку  
conf

hJ  (табл. 4.2). Тут 

розбиття інтервалу ]1;0[  також виконано з кроком  0.0323. 

Зазначимо, що відмінність між значеннями потоків усереднених спочатку 

за товщиною, а на останньому етапі розв’язання крайової задачі і за ансамблем 

конфігурацій фаз, та потоками усередненими і за ансамблем конфігурацій фаз і 

за випадковою товщиною на завершальному етапі розв’язання задачі, різняться 
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менше, ніж на 1%, проте для  0.01; 01 / DD 1; 1v 0.3 різниця між потоками 

може досягатись вже у 2 значимій цифрі (табл. 4.1 та 4.2). 

Таблиця 4.1. Розрахункові дані для усереднених потоків  
у двофазній багатошаровій смузі за рівномірного розподілу товщини включень 

при ненульовій початковій концентрації 

 
 0.01; 01 / DD =5; 

** / Jc =0.2; 1v =0.45; 

minh =0.005; maxh =0.01 

 0.1; 01 / DD =0.01; 

** / Jc =0.1; 1v =0.2; 

minh =0.005; maxh =0.015 

  
confhJ   

conf
hJ  

confhJ   
conf

hJ  

0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 

0.0323 0.969299 0.978974 0.940184 0.940157 

0.0968 0.861141 0.881994 0.822360 0.822281 

0.1613 0.656076 0.680903 0.709846 0.709716 

0.2258 0.412495 0.430423 0.605756 0.605582 

0.2903 0.217320 0.218893 0.512427 0.512406 

0.3548 0.096912 0.090091 0.431995 0.431972 

0.4194 0.044126 0.033308 0.365259 0.365233 

0.4839 0.042033 0.026401 0.312333 0.312308 

0.5484 0.086542 0.071581 0.272581 0.272552 

0.6129 0.216030 0.206562 0.244716 0.244688 

0.6774 0.476667 0.475088 0.227028 0.227002 

0.7419 0.845942 0.852242 0.217588 0.217565 

0.8065 1.163142 1.186505 0.214630 0.214473 

0.8710 1.274118 1.299927 0.216180 0.216072 

0.9355 1.185859 1.205645 0.221207 0.221153 

1 1.128379 1.128379 0.229091 0.229091 

 

Отже, одночасно для малих часів протікання процесу дифузії, великих 

значень об’ємної частки включень і коефіцієнтів дифузії домішкової речовини 

у матриці менших, ніж у включенні, етап на якому проводиться усереднення за 

випадковою  товщиною є суттєвим.  Для  інших  значень  параметрів задачі для 
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Таблиця 4.2. Розрахункові дані для усереднених потоків  
у двофазній багатошаровій смузі за трикутного розподілу товщини включень 

при ненульовій початковій концентрації 

 
 0.01; 01 / DD =5; 

** / Jc =0.2; 1v =0.45; 

minh =0.005; maxh =0.01 

 0.1; 01 / DD =0.01; 

** / Jc =0.1; 1v =0.2; 

minh =0.005; maxh =0.015 

  
confhJ   

conf
hJ  

confhJ   
conf

hJ  

0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 

0.0323 0.968300 0.978974 0.940184 0.940157 

0.0968 0.861537 0.881994 0.822360 0.822281 

0.1613 0.662167 0.680903 0.709846 0.709716 

0.2258 0.419055 0.430423 0.605756 0.605582 

0.2903 0.211705 0.218893 0.512618 0.512406 

0.3548 0.088722 0.090091 0.431995 0.431972 

0.4194 0.030927 0.033308 0.365259 0.365233 

0.4839 0.024645 0.026401 0.312333 0.312308 

0.5484 0.070131 0.071581 0.272581 0.272552 

0.6129 0.206819 0.206562 0.244716 0.244688 

0.6774 0.469015 0.475088 0.227232 0.227002 

0.7419 0.837423 0.852242 0.217763 0.217565 

0.8065 1.167348 1.186505 0.214630 0.214473 

0.8710 1.274651 1.299927 0.216179 0.216072 

0.9355 1.179412 1.205645 0.221207 0.221153 

1 1.128379 1.128379 0.229091 0.229091 
 

знаходження усереднених потоків можна використовувати простішу матема-

тичну модель з відомою товщиною включень, попередньо усереднивши цей 

параметр із заданою функцією розподілу. 

4.3 Пакет програм для дослідження дифузійних потоків у двофазних 
тілах випадково неоднорідної структури 

Для розрахунку усереднених потоків домішкової речовини у випадково 

неоднорідних шаруватих структурах розроблено програмний комплекс (пакет 
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програм) “FlowRan”, детальний опис якого наведено в Додатку А. Оболонка па-

кету програм “FlowRan” створена в середовищі Delphi XE2 Starter Edition, вико-

нуюючі модулі розроблені за допомогою GFortran. Пакет “FlowRan” функціонує 

на довільній стандартній конфігурації персонального комп’ютера з операцій-

ною системою Windows-98/2000/XP/…. [4, 99]. Використані програмні засоби є 

безкоштовними для академічного використання. 

Пакет програм “FlowRan” розроблений на основі розрахункових формул 

для дифузійних потоків в одновимірному шарі за нульової (2.30) та ненульової 

сталої (2.39) початкових концентрацій; усереднених потоків у двофазних ви-

падково неоднорідних три- (2.52), (2.53) та багатошарових тілах (2.74), (2.75) за 

рівномірного розподілу фаз; у двофазній смузі з ймовірним розташуванням 

включень біля нижньої границі тіла (3.7), (3.8), біля верхньої межі тіла, де діє 

джерело маси (3.13), (3.14), та для смуги з ймовірним розташуванням включень 

посередині тіла (3.19), (3.20); усереднених за ансамблем конфігурацій фаз і ви-

падковою товщиною потоків маси у три- (4.8), (4.9), (4.11), (4.12) та багато-

шаровій (4.19), (4.20), (4.23), (4.24) смузі з прошарками стохастичної товщини; 

усереднених потоків за врахування парного взаємовпливу шаруватих включень 

за нульової (3.25) та сталої ненульової (3.28) початкових концентрацій. До па-

кету входять такі програмні модулі для обчислення потоків маси у тілі: 

 з рівномірним розподілом фаз 
 з одним прошарком 
 відомої товщини 
 за нульової початкової концентрації; 
 за ненульової сталої початкової концентрації; 
 стохастичної товщини 
 з рівномірним розподілом за нульової початкової концентрації; 
 з рівномірним розподілом за ненульової сталої початкової кон-

центрації; 
 з трикутним розподілом за нульової початкової концентрації; 
 з трикутним розподілом за ненульової початкової концентрації; 

 у багатошаровій смузі 
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 з включеннями відомої товщини 
 за нульової початкової концентрації; 
o без урахування парного взаємовпливу включень; 
o з урахуванням парного взаємовпливу включень; 

 за ненульової сталої початкової концентрації; 
 з включеннями стохастичної товщини 
 з рівномірним розподілом за нульової початкової концентрації; 
 з рівномірним розподілом за ненульової сталої початкової кон-

центрації; 
 з трикутним розподілом за нульової початкової концентрації; 
 з трикутним розподілом за ненульової початкової концентрації; 

 з різними випадками бета-розподілу включень: 
 включення зосереджені біля верхньої границі 
 за нульової початкової концентрації; 
 за ненульової сталої початкової концентрації 
o без урахування парного взаємовпливу включень; 
o з урахуванням парного взаємовпливу включень; 

 включення зосереджені посередині тіла 
 за нульової початкової концентрації; 
 за ненульової сталої початкової концентрації; 
 включення зосереджені біля нижньої границі 
 за нульової початкової концентрації; 

 за ненульової сталої початкової концентрації. 

Кожний модуль програмного комплексу може бути використаний самос-

тійно або як частина іншої системи. Пакет було використано для розрахунку 

потоків водню та вуглецю у шаруватих композитних матеріалах CuFe   

(рис. 2.18, 2.19, 3.21) та NiFe   (рис. 2.20-2.23, 3.7, 3.14). 

4.4 Залежність усередненого потоку маси у багатошаровому тілі від 
похибки вхідних даних 

Важливою характеристикою результатів моделювання є похибка одержу-

ваних результатів. У загальному випадку похибки, що виникають при розв’язу-
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ванні задачі, можна поділити на такі типи [6]: похибка математичної моделі; 

неусувна похибка (зокрема, похибка вхідних даних); похибка методу; обчислю-

вальна похибка.  

При розв’язуванні прикладних задач, як правило, найбільший вклад у не-

точність кінцевого результату привносить похибка вхідних даних, пов’язана з 

обмеженою точністю вхідної інформації [79]. Крім того, ця похибка є визна-

чальною при дослідженні стійкості розв’язку. Нестійкість розв’язку означає, що 

малі похибки значень вихідних параметрів можуть призводити до великих по-

хибок одержуваних результатів [6]. 

 У цьому пункті визначимо вплив похибок на значення функції потоку на 

основі розв’язку крайової задачі дифузії для функції потоку у двофазному ви-

падково неоднорідному багатошаровому тілі, усередненого за ансамблем кон-

фігурацій фаз з рівномірною функцією розподілу (2.75).  

Запишемо співвідношення (2.75) для усередненого потоку маси у без роз-

мірних змінних (2.43)  
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01 DDd  , 2/)12(  nn ,  kyk ; а в коефіцієнті knA  безрозмірна товщина 

включень визначається як 011 / zhh  . 

4.4.1 Похибка вхідних даних 

Вхідні параметри для задачі (значення початкової концентрації домішки у 

тілі, об’ємної частки включень, коефіцієнтів дифузії тощо), можуть задаватись 

із деякою похибкою (збуренням). 

Приймаємо, що вхідні параметри у формулах (4.28) і (4.29) задаються із 

деякою похибкою (збуренням)  
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***
~ CCC  ,   111

~ vvv  ,    ddd 
~ ,   111

~ hhh  , 

де *C  ( *** / JcC  ), 1v , d , 1h  – похибки відповідних вхідних параметрів. 

Зазначимо, що для коефіцієнтів дифузії у включеннях і матриці може бути відо-

ма похибка їх відношення d  або похибки кожного з коефіцієнтів 1D  і 0D .  

Зазнавати збурення може як кожен з параметрів зокрема, так і дві, три або 

чотири характеристики одночасно. 

За означенням збурений усереднений потік ),(~ J  визначатимемо як 

JJJJ  *),(),(~ , 

а збурений потік в однорідному середовищі ),(~
0 J  шукатимемо як  

0*00 ),(),(~ JJJJ  . 

Тут J  і 0J  – збурення відповідно усередненого потоку та потоку в однорід-

ному середовищі. 

Розглянемо спочатку випадок, коли з похибкою задається тільки один 

вхідний параметр задачі. 

Якщо початкова концентрація домішки в тілі *C  виміряна з похибкою 

*C , то із співвідношень (4.28) та (4.29) отримаємо вираз для збурення усеред-

неного потоку  

   );,(1),(2 1211* hdvCJ   ,  (4.30) 

а збурення потоку в однорідному середовищі набуде вигляду 

 ),(2 1*0  CJ  ,  (4.31) 

де )sin()1(),(
1
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 У випадку, коли збурення зазнає параметр d , маємо 

  ,);,();,(2 1312*1 hhCdvJ   (4.32) 

а для збурення коефіцієнта 1v  одержимо  

  );,();,()1(2 1312*1 hhCdvJ  . (4.33) 
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Тут 









1 1
1,13 );,();,(

k n
kn hSh . 

 Відповідно для вимірювання товщини включень з похибкою 1h  маємо 

  );,();,()1(2 113112*1 hhhhCdvJ  . (4.34) 

Зазначимо, що на збурення потоку в однорідному тілі впливає лише збу-

рення початкової концентрації, віднесеної до значення сталого потоку на верх-

ній границі шару. Відповідно до (4.30)-(4.33), збурення потоків J  і 0J  є 

прямо пропорційними до відхилень *C , об’ємної частки включень 1v  та при-

веденого коефіцієнта дифузії d . У той же час за формулою (4.34) збурення ха-

рактерної товщини 1h  нелінійно впливає на поведінку функції J . 

Зауважимо, що з означення відповідних параметрів отримуємо такі обме-

ження *C , 1v , 11 h . Для того, щоб справджувалась умова 1d , необ-

хідно і достатньо виконання обмеження 

1
0

1

00

11 



D
D

DD
DD

. 

Розглянемо випадки, коли два вхідних параметри змінюються одночасно. 

Враховуючи наведені обмеження на збурення вхідних параметрів, одержимо 

наступні вирази для збуреного потоку 

 при заданні із похибкою параметрів *C  та 1v  

     )1(2);,(1),(2 11211* dvhdvCJ   

  );,();,( 1312* hhC  ; 

 при заданні із похибкою параметрів *C  та d  

      );,(2);,(1),(2 12*11211* hCdvhdvCJ   

 );,( 13 h ; 

 при заданні із похибкою параметрів *C  та 1h  

      );,()1(2);,(1),(2 112*11211* hhCdvhdvCJ   

);,( 113 hh  ,   

і т.п. Тут знехтувано доданками з множниками вигляду *1 Cv  . 
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 Зазначимо, що за умови малості добутку збурень вхідних параметрів ре-
зультуюче збурення усередненого потоку є сумою збурень потоку, викликаних 
збуренням відповідного параметра (4.30)-(4.34). За вищенаведених обмежень на 

збурення вхідних параметрів умови малості добутків типу dCv  *1  і  1v  

1* hdC   виконуються завжди, а отже результуюче збурення усередненого 

потоку, якщо з похибкою задаються три або чотири параметри, отримуємо у 
вигляді суми збурень потоку за одним параметром.  

4.4.2 Числовий експеримент для визначення впливу похибки вхідних 
даних на збурення дифузійних потоків 

Для встановлення кількісного та якісного впливу похибок вхідних пара-
метрів на усереднений потік проведемо числовий експеримент, де в якості 

базових параметрів прийнято такі значення: =0.1; *C =0.1; 1v =0.2; 1h =0.01; 

1d =0.01 або 1d =2, точність обчислення рядів 910 . 

 У табл. 4.3 наведено розрахункові дані для збуреного усередненого пото-

ку ),(~ J  похибкою вимірювання початкової концентрації *C , віднесеної до 

сталого значення потоку *J , який підтримується на границі шару 0 . Обчис-

лення проведені за формулами (4.30) та (4.31) для відхилень ;001.0* C  

;002.0  003.0  на різних безрозмірних глибинах  . Тут сірим кольором замар-

ковано значення потоків, для яких абсолютні значення збурення усередненого 
потоку є максимальними. 

 Розрахункові дані для функції ),(~ J , збуреної відхиленням d  (4.31), на 

різних безрозмірних глибинах   подані в табл. 4.4 залежно від значень 

;001.0d  ;002.0  003.0 . Тут також сірим кольором замарковано значення 

потоків, що відповідають максимальним значенням J . 

 Числові дані максимального відхилення значень потоку, збуреного по-
хибкою вимірювання товщини включень, від величини усередненого дифузій-
ного потоку для різної кількості включень наведено у табл. 4.5, при цьому усе-

реднений потік обчислений для базових параметрів за 1h =0.005. 
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Таблиця 4.3. Розрахункові дані для збуреного усередненого потоку 
похибкою *C  

  
*

0 ),(
J

J 
 

*

),(
J

J 
 

),(~
J  

*C =0.001 *C =0.002 *C =0.003 *C = 
-0.001 

*C = 
-0.002 

*C = 
-0.003 

0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 

0.0323 0.894818 0.940157 0.940160 0.940163 0.940167 0.940153 0.940150 0.940147 

0.0968 0.792382 0.822281 0.822292 0.822302 0.822312 0.822271 0.822261 0.822250 

0.1613 0.695255 0.709716 0.709734 0.709752 0.709770 0.709698 0.709680 0.709662 

0.2258 0.605649 0.605582 0.605609 0.605636 0.605663 0.605555 0.605528 0.605501 

0.2903 0.525291 0.512406 0.512444 0.512481 0.512519 0.512369 0.512331 0.512294 

0.3548 0.455334 0.431972 0.432022 0.432071 0.432121 0.431922 0.431872 0.431822 

0.4194 0.396312 0.365233 0.365297 0.365361 0.365425 0.365169 0.365105 0.365041 

0.4839 0.348158 0.312308 0.312388 0.312467 0.312547 0.312228 0.312149 0.312069 

0.5484 0.310267 0.272552 0.272649 0.272745 0.272842 0.272456 0.272359 0.272263 

0.6129 0.281603 0.244688 0.244802 0.244915 0.245029 0.244574 0.244461 0.244347 

0.6774 0.260844 0.227002 0.227132 0.227263 0.227393 0.226871 0.226741 0.226610 

0.7419 0.246541 0.217565 0.217711 0.217858 0.218004 0.217419 0.217273 0.217127 

0.8065 0.237287 0.214473 0.214633 0.214792 0.214952 0.214314 0.214154 0.213995 

0.8710 0.231865 0.216072 0.216241 0.216411 0.216581 0.215902 0.215732 0.215562 

0.9355 0.229389 0.221153 0.221329 0.221505 0.221681 0.220976 0.220800 0.220624 

1 0.229091 0.229091 0.229269 0.229448 0.229626 0.228912 0.228734 0.228556 
 

 Зауважимо, що при збуренні вхідних даних значення збуреного потоку різ-

няться від усередненого не більше ніж у 4 значимій цифрі, зокрема, для  0.1 

відхилення ),(~ J  від значень функції *),( JJ   спостерігається у 4-6 зна-

чимих цифрах (табл. 4.3 і 4.4). У випадку відхилень параметра *C , як для одно-

рідного, так і неоднорідного тіла, максимальні збурення усередненого потоку 

спостерігаються біля нижньої межі шару 1  (табл. 4.3). Причому значення 

J  для неоднорідної смуги і 0J  для смуги без прошарків є практично 

однаковими, а саме відмінність наявна у 7 знаці після коми (табл. 4.3). 
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 Таблиця 4.4. Розрахункові дані для збуреного усередненого потоку 

похибкою d  

  
*

),(
J

J 
 

),(~
J  

d =0.001 d =0.002 d =0.003 d =-0.001 d =-0.002 d =-0.003 

0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 

0.0323 0.880767 0.880768 0.880769 0.880771 0.880765 0.880764 0.880762 

0.0968 0.765128 0.765130 0.765133 0.765136 0.765125 0.765122 0.765119 

0.1613 0.656421 0.656425 0.656429 0.656433 0.656417 0.656414 0.656410 

0.2258 0.557494 0.557499 0.557504 0.557509 0.557489 0.557485 0.557480 

0.2903 0.470517 0.470522 0.470528 0.470533 0.470511 0.470506 0.470500 

0.3548 0.396864 0.396870 0.396875 0.396881 0.396858 0.396852 0.396846 

0.4194 0.337067 0.337073 0.337079 0.337085 0.337061 0.337055 0.337049 

0.4839 0.290851 0.290857 0.290863 0.290869 0.290845 0.290840 0.290834 

0.5484 0.257233 0.257238 0.257243 0.257249 0.257227 0.257222 0.257217 

0.6129 0.234691 0.234696 0.234700 0.234705 0.234686 0.234681 0.234677 

0.6774 0.221375 0.221379 0.221383 0.221387 0.221371 0.221367 0.221363 

0.7419 0.215338 0.215341 0.215344 0.215347 0.215335 0.215332 0.215329 

0.8065 0.214774 0.214776 0.214779 0.214781 0.214772 0.214770 0.214767 

0.8710 0.218231 0.218233 0.218234 0.218236 0.218230 0.218229 0.218227 

0.9355 0.221153 0.221154 0.221154 0.221155 0.221152 0.221151 0.221150 

1 0.229091 0.229091 0.229091 0.229091 0.229091 0.229091 0.229091 
 

 Якщо з похибкою задається одна з характеристик смуги: об’ємна частка 

включень, характерна товщина прошарків або приведений коефіцієнт дифузії, 

то максимальні відхилення збуреного усередненого потоку досягаються біля 

середини тіла. Так у випадку збурення параметра d , функція J  набуває 

максимального значення у точці 4194.0  (табл. 4.4). 

 Зазначимо, що чим більша кількість прошарків за їх сталої товщини, 

тобто зростає значення об’ємної частки включень, тим більше значень набуває 

збурений усереднений дифузійний потік (табл. 4.5). 

 Проведені  обчислення  для  вказаних базових параметрів задачі показали, 



149 

Таблиця 4.5. Залежність максимального значення 
функції збурення потоку J  від кількості включень 

 

1h =0.0051 

1n  2 5 10 20 40 60 

111 hnv   0.0102 0.0255 0.0501 0.102 0.204 0.306 

Jmax  0.00006 0.00015 0.00029 0.00059 0.00118 0.00177 
 

 

що у випадку збурень третьої значимої цифри характеристик *C  або 1h  на оди-

ницю, змінюється 3-я значима цифра усередненого потоку. Зміна у третьому 

знаці після коми параметра 1v  відповідає зміні 4-ої значимої цифри усередне-

ного потоку. Зміна у цьому ж знаці параметра d  викликає збурення 5-ої значи-

мої цифри усередненого потоку. При цьому, якщо зменшувати на порядок роз-

ряд, в якому відбувається збурення цих параметрів, то на порядок зменшується 

і розряд, у якому збурюється усереднений дифузійний потік. Також зазначимо, 

зі збільшенням часу протікання процесу   при збуренні всіх параметрів задачі 

збільшується кількість точних значимих цифр, тобто зменшується вплив по-

хибки вхідних даних на усереднений потік маси. 

4.4.3 Комп’ютерне моделювання збурення потоків маси  

 Проаналізуємо залежність розв’язку крайової задачі (4.28) від похибки 

вимірювань вхідних даних. На рис. 4.9-4.11 наведені характерні розподіли збу-

рень усередненого потоку при варіюванні похибок вхідних параметрів крайової 

задачі. Рис. 4.9 ілюструє збурення дифузійних потоків залежно від точності ви-

мірювання початкової концентрації домішки в тілі. На рис. 4.9,a показані розпо-

діли функції J  для різних значень похибки *C  у такі моменти безрозмір-

ного часу: =0.03 (криві a, суцільні лінії), =0.1 (криві b, штрихові лінії), =0.5 

(криві c, штрих-пунктирні лінії). На рис. 4.9,b проілюстровано порівняльні роз-

поділи збурень дифузійних потоків у шаруватій смузі J  (штрихові лінії) і в 

однорідному шарі 0J  (суцільні лінії) залежно від значень *C  для =0.03 
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(криві a) і =0.1 (криві b). Тут криві 1  побудовані для 01.01.0**  CC ; 

криві 2  – для 02.01.0**  CC ; криві 3  – для 03.01.0**  CC . 

           
Рис. 4.9. Розподіли збурень усередненого потоку (а) та порівняльні розподіли 

потоків в однорідному та неоднорідному тілі (b) за похибки параметра *C   

 На рис. 4.10 показано вплив точності вхідних значень приведеного коефі-

цієнта дифузії d  (рис. 4.10,а) та характерної товщини включень 1h  (рис. 4.10,b) 

на поведінку функції збурення потоку J  для моментів часу =0.01; 0.1; 0.5 

(криві a-c, рис. 4.10,а) та =0.03; 0.1; 0.5 (криві a-c, рис. 4.10,b). Тут криві 1 - 3  

відповідають значенням похибки ;001.0  ;002.0  003.0 . 

            
Рис. 4.10. Розподіли збурень усередненого потоку для похибки параметра d  (a) 

та для похибки параметра 1h  (b)  

 На рис. 4.11 наведені розподіли збурення усередненого потоку залежно 

від похибки параметра 1v  для 01.0  (рис. 4.11,a) і 03.0  (рис. 4.11,b). Тут 

криві 1 - 3  відповідають відхиленням виміру об’ємної частки включень 

;01.01 v  ;02.0  03.0 . Зазначимо, що при збуренні параметрів 1v  і 1h  про-
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водився перерахунок іншого коефіцієнта за формулами 01111 zhnvv пер  або 

10111 nzvhh пер , оскільки повинна виконуватись умова: N1n .  

            
  Рис. 4.11. Розподіли збурень усередненого потоку залежно від похибки 

параметра 1v  для 01.0  (а) і 03.0  (b)  

У випадку, коли з похибкою задається значення концентрації домішкової 

речовини у початковий момент часу *C , збурення усередненого потоку та пото-

ку в однорідному тілі є монотонно зростаючими функціями (рис. 4.9) і дося-

гають своїх максимальних значень біля нижньої межі прошарку 1  (рис. 4.9,а, 

табл. 4.3). Крім того, збільшення вдвічі величини *C  викликає збільшення 

збурення J  до 50% (криві 1  і 2 , рис. 4.9,а). Чим менший час протікання 

процесу дифузії, тим більших збурень зазнає усереднений потік при зміні однієї 

і тієї ж значимої цифри *C  (криві а, рис. 4.9,а). Причому максимальні значення 

J  для неоднорідної смуги і 0J  для смуги без прошарків є практично одна-

ковими. Зазначимо, що найбільша різниця між збуренням потоків в однорідно-

му та неоднорідному тілі досягається в середині смуги, зокрема, на відрізку 

]75.0;25.0[  відхилення між J  і 0J  можуть становити до 30% (рис. 4.9,b).  

Похибки у вхідних даних для коефіцієнта дифузії d , об’ємної частки 

включень 1v  та товщини прошарків 1h  однаково впливають на поведінку збу-

рення усередненого дифузійного потоку. Проте при зміні однієї і тієї ж значи-

мої цифри у зазначених параметрах збурення потоку похибкою у значенні d  є 

на порядок меншим, ніж похибкою в об’ємній частці включень, і на два поряд-
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ки меншими, ніж при збуренні 1h . У випадку збурення одного із параметрів d , 

1v  або 1h  для малих часів   спостерігається утворення двох максимумів функції 

J  біля поверхонь смуги (рис. 4.11,а; криві а, рис. 4.10). Причому максимум 

цієї функції біля нижньої границі завжди є меншим, і його величина сягає 86% 

глобального максимуму біля верхньої поверхні шару (рис. 4.10). Із збільшенням 

часу протікання процесу максимум біля границі 1  зменшується (рис. 4.11,b; 

криві b, рис. 4.10,b), значення функції J  в середині тіла суттєво зростають, 

натомість максимум біля верхньої границі прошарку зсувається до середини 

смуги (криві b, рис. 4.10,a; криві c, рис. 4.10,b), у подальшому зі зростанням ча-

су протікання процесу дифузії його значення поступово зменшуються (криві c, 

рис. 4.10,a). Зауважимо, що для випадку, коли коефіцієнт дифузії у включеннях 

більший, ніж в матриці, збурення вхідних параметрів впливають так само на 

збурення усередненого потоку, як і для випадку менших значень коефіцієнта 

дифузії мігруючих частинок у включеннях. 

Зазначимо, що у формулах (4.30)-(4.34) для визначення функцій J  і 

0J  на величину збурення потоків практично не впливає знак відхилення по-

чаткової концентрації, приведеного коефіцієнта дифузії та товщини прошарків 

від їхніх істинних значень (рис. 4.9-4.10, табл. 4.3-4.4). Лише для зміни об’ємної 

частки включень для малих часів спостерігається різниця у значеннях функції 

J  для 111
~ vvv   і 111

~ vvv  , наприклад, ця різниця складає до 35% для 

=0.01 і до 22% для =0.03 (рис. 4.11). 

4.4.4 Похибка методу обчислень усередненого потоку 

 На практиці суму нескінченного ряду шукають шляхом підсумовування 

перших n  членів ряду у випадку досягнення напередвизначеної умови, напри-

лад, різниця між n  та 1n  елементами стає меншою за задане число   (похиб-

ка методу). Проте окрім похибки методу на загальну похибку обчислень впли-

ває і похибка накопичення (похибка заокруглення), із кінцевою розрядністю 
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процесора при роботі з дійсними числами [1, 91]. При підсумовуванні ряду у 

процесі зростання кількості просумованих членів n , з одного боку, зменшуєть-

ся похибка методу, і водночас зростає похибка заокруглення. Тому при вико-

нанні обчислень потрібно враховувати обидва фактори.  

 Дослідимо вплив похибки методу на величину збурення усередненого 

дифузійного потоку. Для цього збурюватимемо один з вхідних параметрів 

крайової задачі (2.6)-(2.8) зі зміною точності підсумовування тригонометрич-

них рядів, у вигляді яких отримані розв’язки задач дифузії у випадково неодно-

рідній шаруватій смузі.  

 На рис. 4.12 наведено розподіли збурення усередненого потоку маси 

J  за відхилень у вимірах початкової концентрації домішкових частинок у 

тілі (рис. 4.12,a) і приведеного коефіцієнта дифузії (рис. 4.12,b) для різних точ-

ностей обчислення суми рядів у формулах (4.30) і (4.32) для тих самих базових 

значень коефіцієнтів задачі. Криві a-c побудовані для 710 , 910 , 1110  від-

повідно; криві 1 - 3  – для значень похибки *C , d =0.001; 0.002; 0.003; криві 

1 - 3  – для *C , d =-0.001; -0.002; -0.003. 

            
Рис. 4.12. Розподіли збурень усередненого потоку залежно для похибки 

параметра *C  (a) та d  (b) залежно від точності підсумовування рядів 

 У випадку, коли показники вимірювання початкової концентрації є біль-

шими за її фактичне значення, зменшення точності підсумовування рядів у роз-

рахункових формулах призводить до зменшення збурень потоку на відрізку 

]75.0;25.0[  до 10% (криві 1a - 3a , рис. 4.12,a). Зростання точності   від 
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910 , а також у випадку менших значень збуреного параметра *C , ніж його 

дійсна величина для точності 710 , практично не впливає на поведінку і значен-

ня збурення потоку (криві a1 - ,3a 1b - ,3b 1c - 3c , рис. 4.12,a), а саме різни-

ця між */,( JJ   і */,(~ JJ   спостерігається у 5-7-му знаках після коми. 

 Зменшення точності підсумовування рядів   у випадку збурення парамет-

ра d  призводить до значної різниці між розподілами, побудованими для зна-

чень dd   і dd   (криві a1 - 3a , a1 - 3a , рис. 4.12,b). У цьому випадку 

функція J  від границі 0  різко зростає, причому майже однаково для всіх 

значень d , і набуває максимального значення в околі середини смуги (криві а, 

рис. 4.12,b). Якщо точність підсумовування тригонометричних рядів у розра-

хункових формулах збільшувати від 910 , то поведінка збурення усередненого 

потоку не змінюється (криві 1b - 3b , 1c - 3c , рис. 4.12,b), а відповідні значен-

ня J  різняться не більше ніж у 5-й значимій цифрі. Зазначимо, що зміна точ-

ності обчислень за наявності похибок у вимірюваннях значень параметрів 1h  та 

1v  практично однаково впливає на поведінку збурення усередненого потоку, що 

і похибка у значенні вимірювань d , проте значення J  у випадку збурення 

характерної товщини прошарку та об’ємної частки включень на порядок біль-

ші, ніж для збурення приведеного коефіцієнта дифузії. 

Проведені розрахунки функції J  і 0J  для точності обчислення рядів 

1310  і 1510 показали, що зменшення параметра   практично не впливає 

на досліджувані функції: при збільшенні точності на 2 порядки відбуваються 

зміни максимально у 8 значимій цифрі величини J . Зауважимо, що при 

зростанні   до 1510  накопичення похибки заокруглення не спостерігалось. 

4.5 Висновки до Розділу 4 

Таким чином, досліджено функції потоку маси у двофазних шаруватих 

смугах зі стохастично розташованим прошарками випадкової товщини [47, 
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158]. Процедури усереднення проведено за ансамблем конфігурацій фаз та за 

випадковою товщиною включення. Розглянуто випадки, коли товщина про-

шарку є випадковою величиною з рівномірним [42] або трикутним розподіла-

ми [141] на деякому проміжку. Одержано розрахункові формули для усередне-

ного дифузійного потоку за нульової та ненульової сталої початкових концент-

рацій частинок. Встановлено залежність усередненого дифузійного потоку від 

геометричних параметрів [40, 137]. Показано, що врахування стохастичності 

товщини прошарку впливає (причому для багатьох значень параметрів – сут-

тєво) на значення і/або поведінку усередненого потоку маси. Зокрема, у випад-

ку більших значень коефіцієнта дифузії домішки у прошарку ніж у матриці змі-

щення інтервалу ймовірних значень товщини прошарку до 1 призводить до 

збільшення усередненого дифузійного потоку. Встановлено, що у випадку ба-

гатошарового тіла тип розподілу товщини включень практично не впливає на 

значення усередненого потоку маси (відмінності між значеннями до 1%), у той 

же час зі зменшенням кількості прошарків більш значимим стає характер роз-

поділу товщини (різниця між значеннями від 3%).  

Проведено порівняльний аналіз потоків маси, усереднених за випадковою 

товщиною при формуванні математичної моделі і на останньому етапі дослі-

дження. Встановлено, що одночасно для малих значень часів, великих значень 

об’ємної частки включень і коефіцієнтів дифузії мігруючих частинок у матриці 

менших, ніж у включеннях, є суттєвим етап  проведення усереднення за випад-

ковою товщиною включень. 

 Проаналізовано вплив різних типів похибок на розв’язки крайових задач 

дифузії домішкової речовини в однорідній та випадково неоднорідній шару-

ватій смугах, сформульованих для функції потоку [135]. Встановлено, що потік 

в однорідній смузі збурює тільки похибка вимірювання початкової концент-

рації мігруючої речовини, причому поведінка і значення функції збурення по-

току в однорідному тілі практично не відрізняються від функції збурення усе-

редненого потоку в неоднорідній смузі. За наявності відхилень вимірів почат-

кової концентрації від її істинного значення максимальні значення збуреного 
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потоку досягаються в околі нижньої границі тіла. А збурення величини приве-

деного коефіцієнта дифузії, об’ємної частки включень або товщини прошарків 

призводить до опуклих вгору розподілів збурення потоків з максимальними 

значеннями біля середини смуги. Чим більший час протікання процесу дифузії, 

тим до менших збурень потоку призводить збурення вхідних параметрів задачі. 

Проведені числові експерименти виявили найбільшу чутливість усередненого 

потоку від збурень значень початкової концентрації і характерної товщини 

включень, у той же час відхилення приведеного коефіцієнта дифузії найменше 

впливають на функцію потоку маси [126]. Показано, що підсумовування рядів в 

одержаних розрахункових формулах для потоків маси як в однорідній так і у 

випадково неоднорідній структурах з точністю 910  є достатньою, при цьому не 

відбувається накопичення похибки заокруглення. 
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ВИСНОВКИ 

 
Дисертаційна робота є завершеним науковим дослідженням, у якому роз-

в’язано наукове завдання математичного моделювання дифузійних потоків у 

двофазних випадково неоднорідних шаруватих структурах за довільного ймо-

вірнісного розподілу фаз та стохастичних товщин підшарів. При цьому отрима-

но такі основні результати та висновки: 

1. Для математичного опису випадкових потоків домішкової речовини в ті-

лах стохастичної структури розроблено новий підхід, відповідно до якого по-

становки крайових задач дифузії формулюються безпосередньо для функції по-

току. На основі співвідношення балансу маси отримано нове диференціальне 

рівняння для функції дифузійного потоку домішкових частинок. Обгрунтовано 

граничні умови та встановлено початкову умову на функцію концентрації, екві-

валентну початковій умові І-го роду на функцію дифузійного потоку. Одержа-

ній крайовій задачі поставлено у відповідність еквівалентне інтегро-диферен-

ціальне рівняння з випадковим ядром, розв’язок якого побудований методом 

послідовних ітерацій у вигляді ряду Неймана.  

2. Сформульовано і доведено теореми існування розв’язку інтегро-диферен-

ціального рівняння, еквівалентного крайовій задачі дифузії на потік, у двофаз-

них шаруватих тілах, в якій неоднорідність середовища врахована у коефіцієнт-

тах рівняння, та абсолютної і рівномірної збіжності ряду Неймана, у вигляді 

якого знайдено випадковий потік мігруючої речовини. 

3. Отримано розрахункові формули і досліджено залежність усереднених 

потоків маси у двофазних шаруватих тілах від характеристик матеріалу і пара-

метрів структури. Встановлено закономірності процесу дифузії домішкових 

частинок у шарі з випадково розташованим прошарком та багатошаровій смузі 

з рівномірним розподілом фаз, а також, коли область найімовірнішого розташу-

вання включень знаходиться біля поверхні шару, де діє джерело маси, в околі 

іншої межі тіла і посередині смуги за нульової та ненульової сталої початкових 

концентрацій домішкової речовини в тілі. Зокрема, показано, що у випадку, ко-
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ли коефіцієнт дифузії частинок у включеннях приймає більші значення, ніж 

коефіцієнт дифузії у матриці, відмінність між потоками маси у різних струк-

турах є суттєвою і може сягати до 70% у смузі з включеннями зосередженими 

біля верхньої поверхні та смузі з найімовірнішим розташуванням прошарків 

біля нижньої межі. 

4. Встановлено оцінку третього доданка ряду Неймана, що описує парний 

взаємовплив підшарів тіла на усереднений дифузійний потік у двофазній шару-

ватій смузі з рівномірним розподілом фаз за нульової початкової концентрації 

та в структурі із областю найбільш ймовірного розташування включень в околі 

верхньої поверхні за ненульової сталої початкової концентрації. Проаналізова-

но вплив вхідних параметрів задач на величину третього доданка ряду Нейма-

на. Показано, що найбільший ефект від парного взаємовпливу прошарків спо-

стерігається у випадку малих часів протікання процесу, великих значень 

об’ємної частки включень та при ущільненні включень до верхньої поверхні 

тіла. Проте для такого класу задач значення третього доданка ряду Неймана в 

межах заданої точності є нехтовно малим. 

5. Одержано розрахункові формули для усередненого потоку маси за нульо-

вої та ненульової сталої початкових концентрацій у тілі з рівномірним розподі-

лом фаз для випадків, коли товщина прошарків є випадковою величиною з рів-

номірним або трикутним розподілом на заданому проміжку. Встановлено, що у 

випадку багатошарового тіла тип розподілу товщини включень практично не 

впливає на значення усередненого потоку маси (відмінності між значеннями до 

1%), у той же час зі зменшенням кількості прошарків більш значимим стає ха-

рактер розподілу товщини (різниця між значеннями від 3%). Проведено порів-

няльний аналіз потоків маси, усереднених за випадковою товщиною при фор-

муванні математичної моделі і на останньому етапі дослідження. Показано, що 

одночасно для малих часів протікання процесу дифузії, великих значень об’єм-

ної частки включень і значень коефіцієнтів дифузії домішки у матриці менших, 

ніж у включеннях, етап, на якому проводиться усереднення за стохастичною 

товщиною включень, є суттєвим. 
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6. Визначено вплив похибок вхідних даних, методу та заокруглення на усе-

реднений дифузійний потік. Проведено ряд числових експериментів та показа-

но, що наявність відхилень у вимірах початкової концентрації і характерної 

товщини включень найбільше впливають на збурення потоку, а збурення при-

веденого коефіцієнта дифузії впливають на потік маси найменше. 

7. Побудовано розрахункові схеми та створено програмні модулі для розра-

хунку дифузійних потоків домішкової речовини в однорідній смузі та неодно-

рідних шаруватих тілах випадкової структури залежно від початкового розподі-

лу частинок в області тіла, різних значень фізичних і геометричних характе-

ристик структури, розподілу випадкових неоднорідностей у тілі та параметрів 

ймовірнісних розподілів стохастичних товщин включень. При цьому розгляну-

то практичні задачі, що моделюють потоки домішкових атомів водню і вуглецю 

у шаруватих структурах залізо-мідь та  -залізо-нікель. 

8. Практичне значення дисертаційної роботи полягає у наступному: побудо-

вано розрахункові формули для усередненого потоку домішкових частинок, що 

мігрують у випадково неоднорідному шаруватому тілі з довільним розподілом 

фаз та стохастичною товщиною підшарів, створено програмне забезпечення та 

проведено розрахунки потоків водню та вуглецю у композитному матеріалі 

сталь 38ХНЗМФА-Ni (використано: Фізико-механічний інститут ім. Г. В. Кар-

пенка НАН України); провдено оцінку технологічного періоду продуктивного 

функціонування фільтра (впроваджено на об’єкті «Очисні споруди потужністю 

Qmax – 10000,0 м3/добу очистки міських комунально-побутових стічних вод 

м. Приморськ Запорізької обл.» у підприємстві «Пріма-сервіс» ЛТД, м. Галич, 

Івано-Франківська обл.); частина результатів теоретичного і прикладного ха-

рактеру використана при розробці спецкурсів «Математичне моделювання про-

цесів дифузії в неоднорідних середовищах», «Математичні моделі фізичних 

процесів» та «Математичне моделювання дискретно-неперервних систем» для 

студентів Прикарпатського національного університету імені Василя Стефани-

ка за спеціальністю «Прикладна математика». 
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Д О Д А Т О К   А 

Програмний комплекс «FlowRan» 

A.1 Призначення та інсталяція програми 

Пакет програм «FlowRan» призначений для кількісного і якісного аналізу 

дифузійних потоків мігруючої речовини у випадково неоднорідних шаруватих 

тілах з різними конфігураціями фаз; знаходження порівняльних розподілів по-

токів маси, усереднених за ансамблем конфігурацій фаз, за різних значень па-

раметрів внутрішньої структури та фізичних характеристик середовища; кіль-

кісної оцінки парного взаємовпливу включень на усереднений потік маси; до-

слідження дифузійних потоків у випадкових шаруватих структурах зі стохас-

тичними розмірами включень і представлення результатів як у графічній формі, 

так і у вигляді таблиць. 

Для інсталяції пакету програм «FlowRan» необхідно запустити файл 

FlowRan_Setup.exe та виконувати вказівки інсталятора. Програма-інсталятор 

створить ярлик  на робочому столі, в меню «Пуск», в меню «Програми», в 

меню «Автозагрузка», в меню «Швидкий запуск». 

На рисунках А.1-А.2 зображено основні кроки процедури інсталяції па-

кету программ «FlowRan». 

 
Рис. А.1. Ввід пароля для початку встановлення пакету програм «FlowRan» 

Після закінчення процедури інсталяції пакету програм «FlowRan» з’я-

виться форма-повідомлення про вдалу інсталяцію пакету. 
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Рис. А.2. Процедура інсталяції пакету програм «FlowRan» 

А.2. Головне вікно пакету «FlowRan»  

Головне вікно пакету програм призначене для вибору програми та отри-

мання інформації щодо користування пакетом (рис. А.3). 

 
Рис. А.3. Головне вікно програми «FlowRan» 

Стрічка меню головного вікна пакету складається з таких пунктів: 

«Рівномірний розподіл фаз» 
«Бета розподіл включень» 
«Допомога» 
«Автори». 
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Пункт головного меню «Рівномірний розподіл фаз» призначений для ви-

бору однієї з програм розрахунку потоків дифундуючої речовини у двофазних 

шаруватих середовищах з одним випадково розташованим прошарком або сто-

хастично неоднорідному багатошаровому тілі за рівномірного розподілу фаз та 

складається з таких підпунктів (рис. А.4): 

«Один прошарок» 
«Характерна товщина включення» 
«Випадкова товщина включення» 

«Багатошарове тіло» 
«Характерна товщина включень» 
«Випадкова товщина включень». 

 

Рис. А.4. Складові пункту «Рівномірний розподіл фаз» меню головного вікна 
пакету програм «FlowRan» 

Підпункти «Один прошарок. Характерна товщина включення», «Ба-

гатошарове тіло. Характерна товщина включень» дають можливість вибра-

ти розподіл концентрації домішкової речовини в початковий момент часу, і 

містять такі підпункти (рис. А.5) 

«нульова початкова концентрація» 
«ненульова стала концентрація». 
Підпункт випадаючого меню «нульова початкова концентрація» для 

пункту «Багатошарове тіло. Характерна товщина включень» дає можли-
вість обрати задачу для розрахунку потоків домішкової речовини за двома або 
трьома доданками ряду Неймана, у вигляді якого обчислюються потоки, і скла-
дається з підпунктів 
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«без урахування парного взаємовпливу включень» 
«з урахуванням парного взаємовпливу включень». 
 

 
Рис. А.5. Складові пункту «Один прошарок. Характерна товщина 

включення» випадаючого меню пакету програм «FlowRan» 
 

Підпункти «Один прошарок. Випадкова товщина включення» та «Ба-
гатошарове тіло. Випадкова товщина включень» забезпечують користува-
чеві можливість обрати тип розподілу для стохастичної товщини включень за 
двох випадків початкової умови на функцію концентрації домішки та скла-
дається з таких підпунктів (рис. А.6) 

«рівномірний розподіл нульова початкова концентрація» 
«рівномірний розподіл ненульова стала концентрація» 
«трикутний розподіл нульова початкова концентрація» 
«трикутний розподіл ненульова стала концентрація». 

 
Рис. А.6. Складові пункту «Один прошарок. Випадкова товщина включення» 

випадаючого меню пакету програм «FlowRan» 

Пункт головного меню «Бета розподіл включень» призначений для ви- 
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бору однієї з програм розрахунку потоків мігруючої речовини у багатошарових 
тілах з областю ймовірного розташування включень в околі однієї з поверхонь 
тіла або посередині смуги і складається з таких підпунктів (рис. А.7): 

«Включення зосереджені біля верхньої границі» 
«Включення зосереджені посередині тіла» 
«Включення зосереджені біля нижньої границі». 

 
Рис. А.7. Складові пункту «Бета розподіл включень» меню головного вікна 

пакету програм «FlowRan» 

Кожен з цих підпунктів дає можливість вибрати нульову або ненульову 
сталу початкові умови на функцію концентрації домішкової речовини, а пункт 
«Включення зосереджені біля верхньої границі»-«за ненульової сталої кон-
центрації» додатково містить підпункти для вибору обчислень потоку з ураху-
ванням ефекту парного взаємовпливу чи без (рис. А.8): 

«без урахування парного взаємовпливу включень» 
«з урахуванням парного взаємовпливу включень». 

 

Рис. А.8. Складові пункту «Включення зосереджені біля верхньої границі» 
випадаючого меню пакету програм «FlowRan» 
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Пункт головного меню «Допомога» містить коротку інформацію про 
кожну із задач та підказки для користувача (рис. A.9).  

 
Рис. А.9. Пункт головного меню «Допомога» пакету програм «FlowRan» 

Пункт головного меню «Автори» містить відомості про розробників па-

кету програм «FlowRan». 

А.3 Програма розрахунку усередненого дифузійного потоку у 

шаруватій смузі з прошарками випадкової товщини за рівномірного 

розподілу фаз  

Роботу модулів пакету «FlowRan» розглянемо на прикладі задачі дифузії 

домішки у багатошаровій смузі з рівномірним розподілом фаз за трикутного 

розподілу товщини включень при ненульовій початковій концентрації. 

При виборі пункту «Рівномірний розподіл фаз», «Багатошарове тіло. 

Випадкова товщина включень», підпункту «трикутний розподіл ненульова 

концентрація» відкриється вікно «Потік у шаруватій смузі з прошарками за 

трикутного розподілу товщини при ненульовій початковій концентрації. 

Рівномірний розподіл фаз» (рис. А.10). 

Це вікно складається з таких полів, які необхідно заповнити користувачеві 

(рис. А.10): «Вхідні дані», «Вибір параметра для порівняння», а також містить 

поля «Таблиця», «Графіки»; клавіші «Очистити результат», «Таблиця», 

«Рисунок», «Вибір задачі», «Друк» та «Вихід». У нижньому лівому кутку вікна 
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програми міститься поле, де виводяться повідомлення про помилки. Під 

полями «Таблиця», «Графіки» міститься схематичне зображення реалізації 

відповідної випадкової структури. 

В поле «Вхідні дані» вносимо значення параметрів задачі (рис. А.10): 

N  – кількість точок поділу проміжку;   – безрозмірний час;  01 DD  – відно-

шення коефіцієнтів дифузії у включенні і матриці; kilkist – кількість включень; 

** JC  – відношення початкової концентрації домішки в тілі до потоку на верх-

ній границі; 1h  – мінімальне можливе значення товщини включення; 2h  – мак-

симальне можливе значення товщини включення. 

 

Рис. А.10. Вікно програми «Потік у шаруватій смузі з прошарками за 
трикутного розподілу товщини при ненульовій початковій концентрації. 

Рівномірний розподіл фаз» 

Зауваження А.1: Задання нефізичних вхідних даних, наприклад, від’ємних 

значень параметрів, значень 21 hh  , 12  kilkisth , призводить до отримання 

нефізичних результатів, при цьому програма не видає повідомлення про помил-

ку. Тому перед початком обчислень користувачеві необхідно самостійно здій-

снювати перевірку значень вхідних параметрів. 

Зауваження А.2: Параметр N  визначає розбиття проміжка ]1;0[  безроз-

мірної товщини шару   на точки i  ( Ni ,1 ), в яких обчислюються значення 

дифузійного потоку за відповідними розрахунковими формулами. 
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Зауваження А.3: Параметр ** JC  може набувати нульового значення, то-

ді результати роботи програми збігаються із числовими даними, отриманими 
для програми розрахунку усереднених потоків у такій самій структурі, але за 
нульової початкової концентрації. 

Після активізації одного з перемикачів «Вибір параметра для порівнян-
ня» у вікні програми з’являється поле «Кількість графіків для порівняння», у 
якому вибирається кількість графіків, які будуть відображені на одному рисун-
ку для проведення їхнього аналізу (передбачена побудова від 1 до 12 графіків). 

Після вибору кількості графіків з’являється поле «Значення порівняльно-
го параметра» для проведення почергового розрахунку усередненого потоку в 
двофазному шаруватому тілі (рис. A.11). Тут суцільними лініями відмічено усе-
реднений потік, а штриховими – відповідний потік в однорідному шарі з харак-
теристиками матриці. Це поле містить комірки, в які вносяться значення пара-
метра для порівняння, та клавіш «Крива 1», …, «Крива 12» для розрахунку та 
візуального представлення розв’язку задачі (рис. А.12). Для коректного відо-

браження i -ї кривої потрібно двічі натиснути на клавішу «Крива i » ( ,...2,1i ).  

Зауваження А.4: Кількість комірок, в які необхідно вносити значення па-

раметра порівняння, і кнопок «Крива i », де «Крива i » ( ki ,1 , k  – задана 

кількість графіків для порівняння, 121  k ), відповідає кількості вибраних 
графіків в полі «Кількість графіків для порівняння». 

 

Рис. А.11. Приклад заповнення полів «Кількість графіків для порівняння» та 
«Значення порівняльного параметра»  
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Рис. А.12. Приклад побудови «Кривої 2» 

Поле «Таблиця» призначене для чисельного аналізу усереднених потоків 

маси для однорідного шару та багатошарового тіла (рис. А.13), яка візуалізує 

значення функцій   *0 , JJ  , *),( JJ   на різних безрозмірних глибинах  . 

 
Рис. А.13. Приклад поля «Таблиця» після проведення обчислень за п’ятьма 

значеннями безрозмірного часу 

Поле «Графіки» призначене для візуалізації розподілів дифузійних пото-

ків, де вздовж осі абсцис відкладена безрозмірна просторова змінна  , а вздовж 

осі ординат – усереднений дифузійний потік, віднесений до його значення на 

поверхні тіла =0. Надалі в усіх формах суцільні лінії відповідають усеред-

неним потокам у випадково неоднорідних структурах, а штрихові лінії – пото-
кам в однорідній смузі з характеристиками базової фази. 



189 
 

Клавіша «Вивести всі графіки» призначена для виведення графіків, об-
числених за всіма значеннями параметра порівняння, у полі «Графіки» у виг-
ляді одного рисунка і можливості подальшого візуального аналізу усереднених 
дифузійних потоків в однорідному та багатошаровому тілі (рис. А.14). 

 

Рис. А.14. Виведення всіх графіків у поле «Графіки» 

Переміщення між полями «Графіки» та «Таблиця» можна здійснювати 
безпосередньо натиснувши на вкладку відповідного поля, або ж за допомогою 
клавіш «Рисунок» і «Таблиця» вікна програми. Клавіша «Вибір задачі» повер-
тає користувача у головне вікно пакету програм «FlowRan» (рис. А.3), де можна 
вибрати іншу задачу для обчислення потоків домішкової речовини. Для 
зручності користувача вікно програми також передбачає можливість роздру-
кувати отримані результати за допомогою клавіші «Друк» (рис. А.15). 

 

Рис. А.15. Приклад роздруку отриманих результатів клавішею «Друк» 
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Зауваження А.5: У випадку, коли задача не порахована хоча б при одно-

му значенні параметра для порівняння, натиснення на клавішу «Вивести всі 

графіки» видасть повідомлення про помилку.  

Для очищення полів «Графіки» та «Таблиця» і проведення розрахунків 

за новим параметром для порівняння чи для нових значень порівняльного пара-

метра необхідно натиснути клавішу «Очистити результат».  

Натиснувши на клавішу «Вихід», користувач переходить у головне вікно 

пакету програм, де має можливість вибрати іншу задачу (рис. А.4). 

А.4 Результати роботи модулів пакету програм для розрахунку 
усереднених потоків у структурах з рівномірним та бета-розподілами 
фаз 

При виборі у головному меню пакету програм пункту із відповідною за-

дачею відкриється безпосередньо робоче вікно модуля. Етапи виконання про-

грам є аналогічні до програми «Потік у шаруватій смузі з прошарками за 

трикутного розподілу товщини при ненульовій початковій концентрації. 

Рівномірний розподіл фаз», розглянутої у п. А.3, з єдиною відмінністю у вхід-

них даних, які необхідно задавати для кожної із задач. 

Вхідними параметрами можуть бути: N  – кількість точок поділу про-

міжку;   –час; 01 DD  – відношення коефіцієнтів дифузії у включенні і матриці; 

h  – характерна (середня) товщина включення; ** JC  – відношення початкової 

концентрації домішки в тілі до потоку на верхній границі (для задач зі сталою 

ненульовою концентрацією); 1v  – об’ємна частка включень (для багатошарових 

структур); 1h  та 2h – мінімальне та максимальне можливі значення товщини 

включення (для задач із випадковою товщиною прошарків); kilkist – кількість 

включень (для задач із випадковою товщиною прошарків). 

Розглянемо приклади функціонування деяких програм. 

Вибір у головному меню пакету програм пункту «Рівномірний розподіл 

фаз», підпунктів «Один прошарок. Випадкова товщина включення», «рів-
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номірний розподіл ненульова стала концентрація» відкриває вікно програми 

«Потік у смузі з прошарком за рівномірного розподілу товщини при не-

нульовій початковій концентрації. Рівномірний розподіл фаз».  

На рис. А.16 показано результати роботи цієї програми для порівняння 

усереднених потоків за параметром – максимальне можливе значення товщини 

включення і задано 4 значення цього параметра. 

 

Рис. А.16. Приклад роботи програми «Потік у смузі з прошарком за 
рівномірного розподілу товщини при ненульовій початковій концентрації. 

Рівномірний розподіл фаз» 

При виборі у головному меню пакету програм пункту «Рівномірний ро-

зподіл фаз», підпунктів «Багатошарове тіло. Характерна товщина вклю-

чень», «ненульова стала концентрація» відкриється вікно програми «Потік у 

шаруватій смузі з прошарками заданої товщини за ненульової початкової 

концентрації. Рівномірний розподіл фаз». Приклад роботи цієї програми на-

ведено на рис. А.17, де в якості порівняльного параметра вибрано безрозмірний 

час та задано 6 значень цього параметра. 

При виборі пункту головного меню «Бета розподіл включень», «Вклю-

чення зосереджені біля верхньої границі», підпункту «за нульової початкової 

концентрації» відкриється вікно програми «Потік у смузі з ймовірним роз-

ташуванням включень біля верхньої межі тіла за нульової початкової кон-

центрації». На рис. А.18 показано приклад роботи програми для порівняння 

усереднених потоків за 5 значеннями параметра безрозмірний час.  
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Рис. А.17. Приклад роботи програми «Потік у шаруватій смузі з прошарками 
заданої товщини за ненульової початкової концентрації. Рівномірний 

розподіл фаз» 

 
Рис. А.18. Приклад роботи програми «Потік у смузі з ймовірним 

розташуванням включень біля верхньої межі тіла  
за нульової початкової концентрації» 

Зауваження 4.6. Час виконання програм із пункту «Бета розподіл вклю-

чень» є більшим, ніж для програм із вкладки «Рівномірний розподіл фаз». Час 

обчислення потоку за одним значенням порівняльного параметра може сягати 

30 секунд. 

При виконанні розглянутих програм розрахунку усереднених потоків 

також справедливі зауваження А.1-А.5. 
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