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ПОБУДОВА НОРМАЛЬНИХ РІВНЯНЬ  
ДЛЯ ОПРАЦЮВАННЯ ДАНИХ МІСІЇ GOCE  

 
З появою супутникових технологій суттєво зросли масиви вимірювальних даних. У зв’язку з 

цим виникла потреба у підборі алгоритму для швидкої роботи з такою великою кількістю інформації.  
У цій статті розглядається алгоритм побудови матриці нормальних рівнянь за даними супут-

никової градієнтометрії (вертикальним гравітаційним градієнтом ZZV ) для подальшого визначення 

гармонічних коефіцієнтів гравітаційного поля Землі. Формування матриці відбувається за допомогою 
методу часткових сум Гаусса, а саме послідовним нагромадженням елементів нормальних рівнянь.  

Ключові слова: нормальні рівняння; метод часткових сум Гаусcа; місія GOCE; супутникові 
гравітаційні градієнти. 
 

Вступ 
Характерною рисою супутникових місій є 

надзвичайно великі об’єми вимірюваної інфор-
мації. Наприклад, кожну секунду проводяться 
основні виміри, у випадку GOCE – це градієнти 
сили тяжіння, а також безліч інших вимірів, 
таких як GNSS для визначення положення супут-
ника, дані камер, що стежать за зірками, для 
встановлення положення космічного носія. 
Оскільки ця місія вже триває понад три роки, то 
можна уявити з якими об’ємами даних дово-
диться працювати. Для побудови моделі 300 
порядку/ступеня гравітаційного поля Землі необ-
хідно визначити понад 90000 гармонічних 
коефіцієнтів, а матриця нормальних рівнянь тоді 
матиме розмірність більшу за 90000×90000, не 
беручи до уваги вже параметричні рівняння, коли 
кількість вимірів сягає десятків мільйонів. 

Вихідною інформацією для розрахунків слу-
гують вертикальні гравітаційні градієнти у системі 
LNOF (Local North Oriented Frame). Також є відо-
мими геоцентрична широта, довгота та геоцен-
тричний радіус-вектор. Перш ніж розпочати опра-
цювання даних, проводиться фільтрація вхідної 
інформації. Наступною операцією є формування 
гріду. І вже після цього можна розпочати проце-
дуру визначення гармонічних коефіцієнтів. Основ-
ною метою нашої роботи є побудова нормальних 
рівнянь за великої кількості даних.  

 
Постановка задачі 

Сьогодні всі обчислення виконуються за 
допомогою комп’ютерів, що дає змогу розв’язу-
вати задачі, які неможливо виконати без застосу-
вання обчислювальних машин. Але навіть у цій 
ситуації для науковця, який не володіє сучасним 
суперкомп’ютером (обчислювальним кластером, 
у який входить понад 100 000 процесорів), така 
задача як побудова моделі гравітаційного поля 
Землі не є простим та швидким процесом. Така 
робота на персональному комп’ютері може 
зайняти довгі місяці безперервної роботи, крім 
того обмежується кількість даних, які можна 
одночасно опрацьовувати.  

Отже, для побудови матриці нормальних 
рівнянь необхідно розробити алгоритм, який 
зменшив би розміри матриць і дав би змогу 
окремо обчислювати елементи матриці, що дало 
б можливість вести обчислення паралельно. 
Також необхідно збільшити кількість даних, які 
можна опрацьовувати одночасно та зменшити 
час обчислень.  

 
Матеріал основного дослідження 

Підготовка даних. Вихідним масивом є набір 
вимірів градієнтів уздовж орбіти супутника, що 
виконуються кожної секунди. Взявши період в 
один місяць, ми отримуємо вже понад мільйон 
даних, тому для зменшення масиву та для регуля-
ризації розташування даних на сфері прово-
диться операція грідування. Для прикладу, обе-
ремо географічний грід, де точки розташовані на 
меридіанах та паралелях, вузли цієї сітки 
розташовані із заданим кроком. Тобто, якщо 
точок уздовж меридіана L, то точок уздовж 
паралелі 2L, тоді загальна кількість точок 

22LI  , де L розраховується, як 




L , 

  , де   та   – крок уздовж паралелі 
(по довготі) та вздовж меридіана (по широті) 
відповідно.  

Ця операція зменшує масив даних, суттєво не 
погіршуючи вихідну інформацію (залежить від 
щільності гріду) та регулярно розташовує дані 
вздовж паралелей і меридіанів. Таке розташуван-
ня даних дає змогу зменшити час подальших об-
числень. Під час побудови матриці нормальних 
рівнянь використовуються поліноми Лєжандра, 
які залежать тільки від широти, отже для всіх 
точок з однаковою широтою будуть одні й ті самі 
значення цих поліномів. Отже, не потрібно 
обчислювати поліноми Лєжандра для кожної 
точки, а достатньо їх знайти один раз для кожної 
паралелі. Також спостерігається симетричність 
відносно екватора, а це означає, що достатньо 
обчислювати поліноми Лєжандра тільки для 
однієї з півкуль. 
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Для досягнення ще більшої переваги за допо-
могою скорочення часу обчислень використову-
ється грід Гаусса. За розташуванням грід Гаусса 
нагадує географічний (рис. 1), але точки вздовж 
меридіана розташовуються у нулях поліномів 
Лєжандра, 0)(cos jLP  . Тобто на кожній пара-

лелі є L нулів поліномів [Eicker, 2008]. Таке розта-
шування точок дає змогу використати властивість 
ортогональності поліномів Лєжандра для дискрет-
ного випадку. Це означає, що всі недіагональні 
елементи матриці нормальних рівнянь будуть 
дорівнювати нулю. Тобто потрібно обчислювати 
тільки діагональні елементи, що суттєво зменшує 
час обчислень. У цьому разі випливає ще одне – 
оскільки недіагональні елементи коваріаційної ма-
триці дорівнюють нулю, то це означає, що можна 
визначати гармонічні коефіцієнти незалежно один 
від одного. 

 

 
Рис. 1. Порівняння Гауссового гріду 

(червоний) і географічного (синій), L = 18. 
[Eicker, 2008]. 

 
Формування матриці нормальних рівнянь. Ви-

хідними даними для побудови моделі слугують 

вертикальні гравітаційні градієнти ZZV , які відпо-

відають другій похідній від гравітаційного потен-
ціалу вздовж радіус-вектора [Gruber et al., 2010]. 
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Розписавши це рівняння, ми побачимо, що 

гармонічні коефіцієнти lmC  та lmS  лінійно вхо-

дять у цей вираз. Нехай кількість вимірів дорівнює 
k . Перепишемо утворену систему рівнянь у матрич-
ному вигляді: 

 

VLAx  ,          (3) 
 

де A  – матриця параметричних рівнянь, x  – 
вектор невідомих (гармонічних коефіцієнтів), L  – 
вектор вільних членів (V zzi

), V  – вектор попра-

вок. Розглянемо детальніше матрицю параметрич-

них рівнянь )( ijaA , де ija  – елемент матриці 

параметричних рівнянь, який знаходиться на пере-
тині i -го рядка та j -го стовпця. Нехай порядок 
розкладу дорівнює n, тоді кількість невідомих 
гармонічних коефіцієнтів можна визначити як 

2)1(  nq , де q  – кількість невідомих гармо-

нічних коефіцієнтів. Відповідно до цих позначень 
матриця A  матиме розмірність qk  . Якщо 

будувати модель до 250 порядку/ступеня, вико-
ристовуючи масив даних за один місяць з часто-
тою вимірювань одна секунда, то розмірність та-
кої матриці буде більша за розмірність 106×6·104, а 
опрацювання таких матриць забирає багато часу 
та вимагає потужного комп’ютерного забезпечення. 

Розглянемо детальніше елементи матриці пара-

метричних рівнянь ija . Відповідно до виразу вер-

тикального гравітаційного градієнта (2) можна за-
писати: 
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де функція )( ji  може набувати значень 

)cos( im  або )sin( im  залежно від j . Розгля-

немо одне з параметричних рівнянь (2): 
 

...204113112101000 CaSaCaCaCazz iiiiiiV   
 

Звідси легко побачити, що при j = 0, 1, 2, 4, 

функція )( ji = )cos( im , а при j = 3, функція 

)( ji = )sin( im . За цим самим принципом 

визначаються індекси l  та m . 
Введемо позначення матриці нормальних рів-

нянь )( ijnN , тоді AAN T , оскільки розмір-

ність A  qk  , то розмірність N  буде qq . 

Звідси видно, що матриця N менша за матрицю 

A , отже доцільно зразу будувати матрицю нор-
мальних рівнянь без проміжної побудови матриці 
параметричних рівнянь.  
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Отже, елемент матриці нормальних рівнянь 

визначатиметься так: 
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Оскільки елементи матриці можна визначати 
незалежно один від одного, це дає можливість об-
числювати окремі частинки матриці окремо на 
різних комп’ютерах, що дає суттєву перевагу у часі 
обчислень (за наявності декількох комп’ютерів). 
Видно, що кожен елемент є певною сумою, можна 
винести сталий коефіцієнт за знак суми, що в 
подальшому значно прискорить процес обчислень. 

Оскільки суму можна розкласти на дві суми: 
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де 
1

p  та 
2

p  – два послідовні цілі числа відповідно, 

які лежать у проміжку (1, k). З цього випливає ще 
одна важлива властивість цього методу. Розгля-
немо проміжок часу у два місяці. Тоді загальну 
матрицю нормальних рівнянь можемо отримати, 
як суму двох матриць нормальних рівнянь для 

кожного місяця. Нехай початкова епоха 
0

t , кінець 
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загальна матриця матиме вигляд: 





























































1

0

1

0

1

0

1

0

2

0

2

0

2

0

2

0

,,1,,

,1,1,1,

,,1,,

,1,1,1,

.

...

.

.

...

.

t

ts
nnsnns

t

ts
snns

t

ts
nnss

t

ts
ss

t

ts
nnsnns

t

ts
snns

t

ts
nnss

t

ts
ss

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

 































2

1

2

1

2

1

2

1

1
,,

1
1,,

1
,1,

1
1,1,

.

...

.

t

ts
nnsnns

t

ts
snns

t

ts
nnss

t

ts
ss

aaaa

aaaa
.        (8) 

Такий принцип можна використати не тільки 
для розбиття на дві частини. Кількість частин 
потрібно вибирати залежно від того, матрицю яко-
го розміру зручно будувати. 
 

Висновки 
Отже, для оптимізації алгоритму побудови ма-

триці нормальних рівнянь необхідно враховувати 
такі фактори: 

 

– грідування даних з метою зменшення кіль-
кості та регулярного розподілу вхідної інфор-
мації. 
 

– обчислення елементів нормальних рівнянь 
без проміжного формування параметричних рів-
нянь. 

– винесення сталих множників за знак суми в 
разі обчислення елементів нормальних рівнянь. 

– розділення загальної матриці на суму 
декількох матриць, що дає змогу виконувати пара-
лельні обчислення. 

Такі модифікації методик обчислень дають 
змогу будувати модель гравітаційного поля до 250 
порядку/степеня при безпосередньому визначенні 
гармонічних коефіцієнтів. 
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ПОСТРОЕНИE НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДЛЯ ОБРАБОТКИ  
ДАННЫХ МИССИИ GOCE 

 

Ю.А. Лукьянченко 
 

С появлением спутниковых технологий существенно выросли массивы измерительных данных. В 
связи с этим возникает необходимость в подборе алгоритма для работы с таким большим количеством 
информации. 

В данной статье рассматривается алгоритм построения матрицы нормальных уравнений по 
данным спутниковой градиентометрии (а именно вертикальным градиентом) для дальнейшего 
определения гармонических коэффициентов гравитационного поля Земли. Формирование матрицы 
происходит с помощью метода частичных сумм Гаусса, а именно последовательным накоплением 
элементов нормальных уравнений. 

 

Ключевые слова: нормальные уравнения; метод частичных сумм Гаусса; миссия GOCE; 
спутниковые гравитационные градиенты. 

 
CONSTRUCTION OF NORMAL EQUATIONS MISSION FOR PROCESSING DATA GOCE 

 

Yu.O. Lukyanchenko 
 

With the advent of satellite technology significantly increased amounts of measurement data. In this 
regard, there is a need in the selection algorithm to work with so many information. 

In this article discusses an algorithm for constructing the matrix of normal equations by Satellite 
gradiometry (vertical gradient) to further define the harmonic coefficients of the gravitational field of the Earth. 
Formation matrix is using the method of partial sums of Gauss, the accumulation of elements of the normal 
equations. 

 

Key words: normal equation; method for partial sums of Gauss; mission GOCE; satellite gravity 
gradients. 
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