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Âñòàíîâëåíî îöiíêè çâåðõó ìið Ëåáåãà âèíÿòêîâèõ ìíîæèí ãëàäêèõ ôóíêöié, ðåçóëüòàò

äi¨, íà ÿêi äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó äðóãîãî ïîðÿäêó íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ðîçãëÿíóòî ÷àñ-
òêîâi âèïàäêè, êîëè âèðàç äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ çà Ìàììàíà. Íàâåäåíî çàñòîñóâàííÿ
îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ äîâåäåííÿ ìåòðè÷íèõ îöiíîê çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âè-
íèêàþòü ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ äâîòî÷êîâèõ çàäà÷ äëÿ íàâàíòàæåíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ìàëi çíàìåííèêè, ìiðà Ëåáåãà, ôàêòîðèçàöiÿ çà
Ìàììàíà, ôóíêöiÿ �ðiíà, âèíÿòêîâi ìíîæèíè.

2000 MSC: 35K35, 35B15, 35B30

ÓÄÊ: 517.95+511.2

Âñòóï

Íåõàé mesA � ìiðà Ëåáåãà âèìiðíî¨ ìíîæèíè A,
A ⊂ R, Cm(I)(m ∈ N)� ïðîñòið äiéñíîçíà÷íèõ ôóíê-
öié, m ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ íà ïðîìiæêó
I. Äëÿ ôóíêöi¨ f : I → R, çàäàíî¨ íà ïðîìiæêó I ⊂ R,
÷åðåç E(f, ε, I), ε > 0, áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó
{t ∈ I : |f(t)| < ε}. Ìíîæèíó E(f, ε, I) íàçèâàòè-
ìåìî ½ε-âèíÿòêîâîþ� äëÿ ôóíêöi¨ f íà ïðîìiæêó I.
Ìiði Ëåáåãà öi¹¨ ìíîæèíè ìîæíà äàòè òàêó ôiçè÷íó
iíòåðïðåòàöiþ: ÿêùî f(t) � âiäõèëåííÿ ìàòåðiàëüíî¨
òî÷êè âiä íóëüîâîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ó ìîìåíò
÷àñó t, òî mesE(f, ε, (a, b)) � öå ñóìàðíèé ÷àñ ìiæ
ìîìåíòàìè a òà b, âïðîäîâæ ÿêîãî ìàòåðiàëüíà òî-
÷êà ïåðåáóâà¹ â ε-îêîëi öüîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Ó ðîáîòi [15] âñòàíîâëåíî òàêèé ðåçóëüòàò ïðî
îöiíêó çãîðè ìið ½ε-âèíÿòêîâèõ� ìíîæèí.

Òåîðåìà A. Íåõàé ôóíêöi¨ f ∈ Cn+1[a, b], aj ∈
∈ C[a, b], j = 1, . . . , n, ¹ òàêèìè, ùî äëÿ âñiõ t ∈ [a, b]
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣Ln( d

dt

)
f(t)

∣∣∣∣ ≡ ∣∣∣f (n)(t) + a1(t)f
(n−1)(t)+

+ . . .+ an(t)f(t)
∣∣∣ ≥ δ > 0.

(1)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, ε0/2) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

mesE(f, ε, (a, b)) ≤ C1 max

{
1,
M

δ
Gn1

}
n

√
ε

δ
, (2)

äå ε0 = δ
(n+1)Gn1

, G1 = 1 + max
1≤j≤n

max
t∈[a,b]

j
√
|aj(t)|,

M =
n+1∑
j=1

max
t∈[a,b]

|f (j)(t)|, C1 � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çà-

ëåæèòü òiëüêè âiä n i (b− a).
Òåîðåìó A çàñòîñîâàíî ó ïðàöi [15] äëÿ îöiíîê

çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ [9], ÿêi âèíèêàþòü ïiä ÷àñ
äîñëiäæåííÿ áàãàòîòî÷êîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè. Õî÷à â óìîâi (1) ïðèñóòíi ïî-
õiäíi ôóíêöi¨ f ëèøå äî ïîðÿäêó n âêëþ÷íî, ïðèïó-
ùåííÿ ïðî ¨¨ äèôåðåíöiéîâíiñòü äî ïîðÿäêó (n+1) ¹
iñòîòíèì (äèâ. [15]) äëÿ äîâåäåííÿ îöiíêè (2).

Ïðîòå äëÿ îöiíîê çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi
âèíèêàþòü ó çàäà÷àõ iç áàãàòîòî÷êîâèìè óìîâàìè
äëÿ íàâàíòàæåíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-
ìè, âèíèêà¹ ïîòðåáà âñòàíîâèòè îöiíêè çãîðè ìiðè
½ε-âèíÿòêîâî¨� ìíîæèíè äëÿ ôóíêöi¨ f , ïîðÿäîê
ãëàäêîñòi ÿêî¨ íà âiäðiçêó [a, b] ñïiâïàäà¹ ç ïîðÿäêîì
n äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó Ln

(
d
dt

)
â óìîâi (1). Äëÿ

÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ, êîëè

Ln

(
d

dt

)
=

(
d

dt

)n
(òîáòî aj(t) ≡ 0, j = 1, . . . , n), àáî êîëè âèðàç Ln

(
d
dt

)
äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ

Ln

(
d

dt

)
=

(
d

dt
− b1(t)

)
. . .

(
d

dt
− bn(t)

)
,

äå bj ∈ Cj−1[a, b], j = 1, . . . , n, à äiÿ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ìíîæíèêiâ áåðåòüñÿ ñïðàâà íàëiâî, òàêi îöiíêè
äîâåäåíî ó ðîáîòàõ [2, 4, 5, 14, 18, 19, 22].

Çîêðåìà, ÿêùî f ∈ Cn[a, b] i |f (n)(t)| > δ äëÿ âñiõ
t ∈ [a, b] ó ïðàöÿõ [4, 5, 14] äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

mesE(f, ε, (a, b)) ≤ C2(n)
n
√
ε/δ,

äå C2(n) � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä
n. ßêùî f ∈ Cn[a, b] i â êîæíié òî÷öi t ∈ [a, b]∣∣∣∣( d

dt
− b1(t)

)
. . .

(
d

dt
− bn(t)

)
f(t)

∣∣∣∣ > δ,

òî ó ñòàòòi [14] âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0
ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

mesE(f, ε, (a, b)) ≤ C3(n)
n

√
ε eν(b−a)/δ,
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äå C3(n) = n2(n+1)/2, ν =
n∑
j=1

max
t∈[a,b]

|bj(t)|.

Îöiíêè çãîðè äëÿ mesE(f, ε, (a, b)) îòðèìàíî ó
ïðàöi [10] ó âèïàäêó, êîëè f ∈ Cn[a, b], êîåôiöi¹í-
òè äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó â óìîâi (1) ¹ ñòàëèìè i
âiäîìi îöiíêè çãîðè äëÿ êiëüêîñòåé íóëiâ (ÿêi ïîòðà-
ïëÿþòü íà [a, b]) ôóíêöié f (j)(t) ± f (q)(t), 0 ≤ j <
< q ≤ n. ßêùî ôóíêöiÿ f ¹ íåòðèâiàëüíèì ðîçâ'ÿç-
êîì çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ çi ñòàëè-
ìè àáî çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, îöiíêè çâåðõó äëÿ
mesE(f, ε, (a, b)) âñòàíîâëåíî ó ïðàöÿõ [8, 16].

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Cn[a, b] òà äîâiëüíèõ
çìiííèõ êîåôiöi¹íòiâ aj(t), j = 1, . . . , n, â óìîâi (1)
ïèòàííÿ ïðî îöiíêó çãîðè äëÿ mesE(f, ε, (a, b)) çà-
ëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì. Öÿ ðîáîòà çàïîâíþ¹ âêàçàíó
ïðîãàëèíó äëÿ âèïàäêó, êîëè n = 2.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìè ïðî îöiíêè ìið ½ε-âè-
íÿòêîâèõ� ìíîæèí ãëàäêèõ ôóíêöié ñèñòåìàòè÷íî
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ìåòðè÷íié òåîði¨ äiîôàíòîâèõ
íàáëèæåíü, à òàêîæ ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ ïðîáëåì
ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âèíèêàþòü ó çàäà÷àõ ç áà-
ãàòîòî÷êîâèìè òà íåëîêàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ðiâ-
íÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (äèâ. íàïðèêëàä, ïðà-
öi [1, 9, 20, 22] òà áiáëiîãðàôiþ òàì).

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè àíîíñîâàíî â [11].

I. Ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíîãî
ðåçóëüòàòó

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öi¹¨ ðîáîòè ¹ òàêå òâåð-
äæåííÿ.

Òåîðåìà B. Íåõàé ôóíêöi¨ f ∈ C2(A,B),
a1, a2 ∈ C(A,B) ¹ òàêèìè, ùî äëÿ âñiõ t ∈ (A,B)
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣L2

(
d

dt

)
f

∣∣∣∣ ≡ |f
′′
(t) + a1(t)f

′(t) + a2(t)f(t)| > δ, (3)

äå δ > 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 i äîâiëüíîãî
[a, b] ⊂ (A,B) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

mesE(f, ε, (a, b)) ≤ C4He
2(α+α1)(b−a) (ε/δ)

1/2
, (4)

äå C4 = C4(a, b) > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè

âiä a, b, H = 1 + max
{
α1, α

1/2
2

}
, α =

√
1 + α2

1 + α2
2,

αj = max
t∈[a,b]

|aj(t)|, j = 1, 2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè B  ðóíòó¹òüñÿ íà äîïîìiæíèõ
òåîðåìàõ 1�3. Çîêðåìà, ó òåîðåìi 1 ç ðîçäiëó 2
öi¹¨ ðîáîòè âñòàíîâëåíî îöiíêó ìiðè ½ε-âèíÿòêîâî¨�
ìíîæèíè E(f, ε, (a, b)), ÿêùî äèôåðåíöiàëüíèé âè-
ðàç L2

(
d
dt

)
íà âñüîìó âiäðiçêó [a, b] äîïóñêà¹ ôàê-

òîðèçàöiþ çà Ìàììàíà [7, 17], òîáòî iñíóþòü ôóíê-
öi¨ qj ∈ C2−j [a, b], j = 0, 1, 2, òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ f ∈ C2[a, b] ïðàâèëüíîþ ¹ ðiâíiñòü

L2

(
d

dt

)
f(t) = q2(t)

d

dt

(
q1(t)

d

dt
(q0(t)f(t))

)
. (5)

Ôàêòîðèçàöiþ çà Ìàììàíà (5) íà âñüîìó ïðîìiæêó
[a, b] äîïóñêàþòü òi i òiëüêè òi äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè
L2

(
d
dt

)
, ÿêi ìàþòü òàêó âëàñòèâiñòü: êîæåí íåòðèâi-

àëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ L2

(
d
dt

)
f(t) = 0 ìà¹ íà

[a, b] íå áiëüøå îäíîãî íóëÿ [3, 7, 9].
Ó ðîçäiëi 3 ðîáîòè çàïðîâàäæåíî ïîíÿòòÿ ðîçáèò-

òÿ âiäðiçêà, ïiäïîðÿäêîâàíîãî ñèñòåìi äâîõ ôóíêöié,
çàäàíèõ íà íüîìó, à òàêîæ âèâåäåíî äåÿêi âëàñòèâî-
ñòi òàêèõ ðîçáèòòiâ. Òàê, ó òåîðåìi 2 ïîêàçàíî, ùî íà
êîæíîìó ç ïðîìiæêiâ ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [a, b], ÿêå ¹
ïiäïîðÿäêîâàíèì ôóíäàìåíòàëüíié ñèñòåìi ðîçâ'ÿç-
êiâ f1(t), f2(t), t ∈ [a, b], çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíî-
ãî ðiâíÿííÿ L2

(
d
dt

)
f(t) = 0, äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç

L2

(
d
dt

)
äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ âèãëÿäó (5), ïðè öüî-

ìó âêàçàíî ôîðìóëè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ öi¹¨ ôàêòîðè-

çàöi¨. Ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [a, b] =
N∪
j=1

Ij , ïiäïîðÿäêîâàíå

ôóíäàìåíòàëüíié ñèñòåìi ðîçâ'ÿçêiâ f1, f2, ïîáóäîâà-
íî ó òåîðåìi 3, òóò æå íàâåäåíî îöiíêè äëÿ êiëüêîñòi
N ïðîìiæêiâ öüîãî ðîçáèòòÿ. Îòæå, îöiíêà (4) âèïëè-
âà¹ ç íåðiâíîñòi

mesE(f, ε, (a, b)) ≤
N∑
j=1

mesE(f, ε, Ij) ≤

≤ N max
1≤j≤N

mesE(f, ε, Ij)

òà ðåçóëüòàòiâ, äîâåäåíèõ ó òåîðåìàõ 1, 3.
Ó ðîçäiëi 5 òåîðåìó B çàñòîñîâàíî äëÿ äîâåäåí-

íÿ òåîðåìè 4 ïðî ìåòðè÷íi îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíà-
ìåííèêiâ, ÿêi âèíèêàþòü ó äâîòî÷êîâèõ çàäà÷àõ äëÿ
íàâàíòàæåíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

II. Âèïàäîê ôàêòîðèçîâàíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî îöiíêó çãîðè ìiðè
�ε-âèíÿòêîâî¨� ìíîæèíè E(f, ε, (a, b)) ó âèïàäêó, êîëè
âèðàç L2

(
d
dt

)
äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ (5). Äëÿ öüîãî

íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Íåõàé ôóíêöi¨ f, q0 ∈ C1(A,B),
q1 ∈ C(A,B) ¹ òàêèìè, ùî äëÿ âñiõ t ∈ (A,B) âè-
êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣q1(t) ddt (q0(t)f(t))

∣∣∣∣ > δ, δ > 0. (6)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 i äëÿ äîâiëüíîãî (a, b) ⊂
⊂ (A,B) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

mesE(f, ε, (a, b)) ≤ 2εQ0Q1/δ, (7)

äå Qj = max
t∈[a,b]

|qj(t)|1, j = 0, 1.

� Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

E(f, ε, (a, b)) ⊂ E(q0f, εQ0, (a, b)), ε > 0,

òî mesE(f, ε, (a, b)) ≤ mesE(q0f, εQ0, (a, b)). Äëÿ äî-
âåäåííÿ ëåìè äîñèòü ïîêàçàòè, ùî

mesE(q0f, εQ0, (a, b)) ≤ 2εQ0Q1/δ.

1çàóâàæèìî, ùî ç óìîâè (6) âèïëèâà¹, ùî Q0 ̸= 0 i Q1 ̸= 0.
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Îöiíêè ìið âèíÿòêîâèõ ìíîæèí ãëàäêèõ ôóíêöié

Ç îöiíêè (6) îòðèìó¹ìî, ùî â êîæíié òî÷öi t ∈ (A,B)
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |(q0(t)f(t))′| > δ/Q1. ßêùî
E(q0f, εQ0, (a, b)) = ∅, òî îöiíêà (7) ¹ î÷åâèäíîþ.
ßêùî æ E(q0f, εQ0, (a, b)) ̸= ∅, òî ç íåïåðåðâíîñòi òà
ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ q0f íà ïðîìiæêó (A,B)
âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà E(q0f, εQ0, (a, b)) ¹ âiäêðèòèì
iíòåðâàëîì (α, β), a ≤ α < β ≤ b. Ó öüîìó âèïàä-
êó, çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà, çíàéäåòüñÿ òàêà òî÷êà
ξ ∈ (α, β), ùî

q0(β)f(β)− q0(α)f(α) = (q0f)
′(ξ)(β − α).

Îñêiëüêè |q0(α)f(α)| ≤ εQ0, |q0(β)f(β)| ≤ εQ0, òî

|β−α| = |q0(β)f(β)−q0(α)f(α)|/|(q0f)′(ξ)| ≤ 2εQ0Q1/δ.

Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî

mesE(q0f, εQ0, (a, b)) ≤ 2εQ0Q1/δ.

Ëåìó äîâåäåíî. �
Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêöi¨ f, q0 ∈ C2(A,B),

q1 ∈ C1(A,B), q2 ∈ C(A,B) ¹ òàêèìè, ùî äëÿ âñiõ
t ∈ (A,B) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣q2(t) ddt

(
q1(t)

d

dt
(q0(t)f(t))

)∣∣∣∣ > δ, δ > 0. (8)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 i äëÿ äîâiëüíîãî (a, b) ⊂
⊂ (A,B) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

mesE(f, ε, (a, b)) ≤ 4 (2εQ0Q1Q2/δ)
1/2

, (9)

äå Qj = max
t∈[a,b]

|qj(t)|, j = 0, 1, 2.

� Äîâåäåííÿ. Íåõàé h(t) ≡ q1(t)
d
dt (q0(t)f(t)).

Ìíîæèíó E(f, ε, (a, b)) ïîêðè¹ìî äâîìà ìíîæèíàìè
M1(η), M2(ε, η), η > 0:

E(f, ε, (a, b)) ⊂M1(η) ∪M2(ε, η),

äå
M1(η) = {t ∈ (a, b) : |h(t)| ≤ η} , η > 0,

M2(ε, η) = {t ∈ (a, b) : |f(t)| < ε, |h(t)| > η} , η > 0.

Ìíîæèíà M1(η) ç òî÷íiñòþ äî ìíîæèíè

{t ∈ (a, b) : |h(t)| = η} ,

ÿêà ìîæå ñêëàäàòèñÿ íå áiëüøå íiæ ç äâîõ òî÷îê,
ñïiâïàäà¹ ç ½η-âèíÿòêîâîþ� ìíîæèíîþ ôóíêöi¨ h íà
ïðîìiæêó (a, b). Îñêiëüêè äëÿ âñiõ t ∈ (A,B) âèêî-
íó¹òüñÿ îöiíêà |q2(t)h′(t)| > δ, òî çà ëåìîþ 1 äëÿ äî-
âiëüíîãî η > 0

mesM1(η) = mesE(h, η, (a, b)) ≤ 2ηQ2/δ.

Çi ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ h íà (A,B)
âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà {t ∈ (a, b) : |h(t)| > η} ìîæå
ñêëàäàòèñÿ ùîíàéáiëüøå ç äâîõ íåïåðåòèííèõ ïðî-
ìiæêiâ. Çàñòîñîâóþ÷è íà êîæíîìó ç öèõ ïðîìiæêiâ
ëåìó 1, äiñòàíåìî, ùî

mesM2(ε, η) ≤ 4εQ0Q1/η, η > 0.

Ó òàêèé ñïîñiá, äëÿ äîâiëüíîãî η > 0

mesE(f, ε, (a, b)) ≤ 2
ηQ2

δ
+ 4

εQ0Q1

η
.

Ìiíiìóì ïðàâî¨ ÷àñòèíè îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi ÿê
ôóíêöi¨ âiä η, η > 0, äîñÿãà¹òüñÿ ïðè η = η∗,
η∗ = (2εδQ0Q1/Q2)

1/2. Îòæå,

mesE(f, ε, (a, b)) ≤ 2
η∗Q2

δ
+ 4

εQ0Q1

η∗
=

= 4 (2εQ0Q1Q2/δ)
1/2

.

Òåîðåìó äîâåäåíî. �
Iç òåîðåìè 1 âèïëèâàþòü òàêi òâåðäæåííÿ ïðî

îöiíêó ìiðè �ε-âèíÿòêîâî¨� ìíîæèíè ôóíêöi¨ f íà
ïðîìiæêó (a, b), ÿêùî ðåçóëüòàò äi¨ íà íå¨ äèôåðåí-
öiàëüíîãî âèðàçó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè íå ïåðå-
òâîðþ¹òüñÿ â íóëü íà öüîìó ïðîìiæêó.

Íàñëiäîê 1. ßêùî f ∈ C2(A,B), λ1, λ2 ∈ R i
äëÿ âñiõ t ∈ (A,B) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f ′′(t)− (λ1 + λ2)f
′(t) + λ1λ2f(t)| > δ, δ > 0,

òî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 i äëÿ äîâiëüíîãî (a, b) ⊂
⊂ (A,B)

mesE(f, ε, (a, b)) ≤ 4
(
2εeν0+ν1+ν2/δ

)1/2
, (10)

äå ν0=max{−λ1a,−λ1b}, ν1=max{(λ1−λ2)a, (λ1−λ2)b},
ν2 = max{λ2a, λ2b}.

� Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

f ′′(t)− (λ1 + λ2)f
′(t) + λ1λ2f(t) =

= eλ2t
d

dt

(
e(λ1−λ2)t

d

dt

(
e−λ1tf(t)

))
.

Îñêiëüêè eν0 = max
t∈[a,b]

e−λ1t, eν1 = max
t∈[a,b]

e(λ1−λ2)t,

eν2 = max
t∈[a,b]

eλ2t, òî îöiíêà (10) ¹ íåãàéíèì íàñëiäêîì

ç îöiíêè (9). �
Íàñëiäîê 2. Íåõàé f∈C2(A,B), |A|, |B|< π

2µ ,
µ > 0. ßêùî äëÿ âñiõ t ∈ (A,B) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü ∣∣f ′′(t) + µ2f(t)

∣∣ > δ, δ > 0,

òî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 i äëÿ äîâiëüíîãî (a, b) ⊂
⊂ (A,B)

mesE(f, ε, (a, b)) ≤ 4 (2εQ/δ)
1/2

, (11)

äå Q = max
{

1
| cos(µA)| ,

1
| cos(µB)|

}
.

� Äîâåäåííÿ. Iç ôîðìóëè

f ′′(t) + µ2f(t) =
1

cos(µt)

d

dt

(
cos2(µt)

d

dt

(
f(t)

cos(µt)

))
i òîãî, ùî max

t∈[a,b]

∣∣∣ 1
cos(µt)

∣∣∣ ≤ max
{

1
| cos(µA) |,

1
| cos(µB)|

}
, ç

îöiíêè (9) îòðèìó¹ìî îöiíêó (11). �
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III. Ðîçáèòòÿ âiäðiçêà, ïiäïîðÿäêîâà-
íå ñèñòåìàì ôóíêöié

Çàïðîâàäèìî ïîíÿòòÿ ðîçáèòòÿ âiäðiçêà, ÿêå ïiä-
ïîðÿäêîâàíå ñèñòåìàì äâîõ ôóíêöié, çàäàíèõ íà íüî-
ìó, à òàêîæ âñòàíîâèìî äåÿêi âëàñòèâîñòi òàêîãî ðîç-
áèòòÿ, à òàêîæ ïîáóäó¹ìî éîãî.

Îçíà÷åííÿ. Ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [a, b] =
N∪
j=1

Ij

íàçâåìî ïiäïîðÿäêîâàíèì ñèñòåìi ôóíêöié

f1 : [a, b] → R, f2 : [a, b] → R,

ÿêùî íà êîæíîìó âiäðiçêó Ij, j = 1, . . . , N , öüîãî
ðîçáèòòÿ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f1(t)| ≥ |f2(t)|, t ∈ Ij ,

àáî íåðiâíiñòü

|f2(t)| ≥ |f1(t)|, t ∈ Ij .

Íàâåäåìî ïðèêëàäè ðîçáèòòiâ, ïiäïîðÿäêîâàíèõ
ñèñòåìàì ôóíêöié.

Ïðèêëàä 1. Ðîçáèòòÿ [0, T ]=[0, 1] ∪ [1, T ] (äå
T>1) � ïiäïîðÿäêîâàíå ñèñòåìi ôóíêöié f1(t) = eλ1t,
f2(t) = teλ1t. Äiéñíî, äëÿ âñiõ t ∈ [0, 1] âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü eλ1t ≥ teλ1t, à äëÿ âñiõ t ∈ [1, T ] âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü teλ1t ≥ eλ1t.

Ïðèêëàä 2. Ðîçáèòòÿ [0, π]=[0, π/4]∪[π/4, 3π/4]
∪[3π/4, π] � ïiäïîðÿäêîâàíå ñèñòåìi ôóíêöié f1(t) =
= cos t, f2(t) = sin t. Ñïðàâäi, äëÿ âñiõ t ∈ [0, π/4]∪
∪[3π/4, π] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü | cos t| ≥ | sin t|,
à äëÿ âñiõ t ∈ [π/4, 3π/4] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
| sin t| ≥ | cos t|.

Âñòàíîâèìî âëàñòèâîñòi ðîçáèòòÿ, ÿêå ïiäïîðÿä-
êîâàíå ñèñòåìi ôóíêöié, ùî óòâîðþþòü ôóíäàìåí-
òàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ. ×åðåç W (g1, g2)(t) áóäåìî ïîçíà÷àòè
âðîíñêiàí ôóíêöié g1(t), g2(t), òîáòî

W (g1, g2)(t) = g1(t)g
′
2(t)− g2(t)g

′
1(t).

Òåîðåìà 1. Íåõàé f1(t), f2(t), t ∈ [a, b], �
ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

f
′′
(t) + a1(t)f

′(t) + a2(t)f(t) = 0, (12)

äå aj ∈ C[a, b], j = 1, 2. ßêùî ðîçáèòòÿ [a, b] =
N∪
j=1

Ij

¹ ïiäïîðÿäêîâàíèì ñèñòåìi f1, f2, òî íà êîæíîìó ç
ïðîìiæêiâ Ij, j = 1, . . . , N , âèðàç

L2

(
d

dt

)
=

d2

dt2
+ a1(t)

d

dt
+ a2(t)

äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ çà Ìàììàíà, òîáòî äëÿ äî-
âiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C2[a, b]

L2

(
d

dt

)
f(t) =

W (f1, f2)(t)

fq(Ij)(t)
×

× d

dt

(
f2q(Ij)(t)

W (f1, f2)(t)

d

dt

(
f(t)

fq(Ij)(t)

))
, (13)

äå q(Ij) ∈ {1, 2} � òàêèé iíäåêñ, ùî äëÿ âñiõ t ∈ Ij
âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|fq(Ij)(t)| ≥ |f1(t)|, |fq(Ij)(t)| ≥ |f2(t)|.

Ó êîæíié òî÷öi âiäðiçêà ðîçáèòòÿ Ij, j = 1, . . . , N ,
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|fq(Ij)(t)| ≥
|W (f1, f2)(a)| exp

(
−
∫ t
a
a1(τ)dτ

)
2F (t)

, (14)

äå F (t) = max{|f ′1(t)|, |f ′2(t)|}.
� Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî íà âiäðiçêó Ij

ôóíêöiÿ fq(Ij) íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü. Ñïðàâäi,
ÿêùî t0 ∈ Ij i fq(Ij)(t0) = 0, òî ç òîãî, ùî ðîçáèò-

òÿ [a, b] =
N∪
j=1

Ij ¹ ïiäïîðÿäêîâàíèì ñèñòåìi ôóíêöié

f1, f2, âèïëèâà¹, ùî f1(t0) = 0, f2(t0) = 0, à îòæå,
âðîíñêiàí W (f1, f2)(t) äîðiâíþ¹ íóëþ â òî÷öi t0. Öå
ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî f1(t), f2(t) � ôóíäàìåíòàëüíà
ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (12). Îòæå, çíàìåííèêè
ó ôîðìóëi (13) íå ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü.

Iñòèííiñòü ðiâíîñòi (13) âèïëèâà¹ ç òàêèõ ñïiââiä-
íîøåíü:

f2q(Ij)(t)

W (f1, f2)(t)

d

dt

(
f(t)

fq(Ij)(t)

)
=
W (fq(Ij), f)(t)

W (f1, f2)(t)
,

d

dt

(
W (fq(Ij), f)(t)

W (f1, f2)(t)

)
=

=
W (W (fq(Ij), f),W (f1, f2))(t)

W 2(f1, f2)(t)
=

=
−W ′(f, fq(Ij))(t)− a1(t)W (f, fq(Ij))(t)

W (f1, f2)(t)
,

W (f1, f2)(t)

fq(Ij)(t)
×

×
−W ′(f, fq(Ij))(t)− a1(t)W (f, fq(Ij))(t)

W (f1, f2)(t)
=

=
−W ′(f, fq(Ij))(t)− a1(t)W (f, fq(Ij))(t)

fq(Ij)(t)
=

=
−f(t)(f ′′q(Ij)(t) + a1(t)f

′
q(Ij)

(t))

fq(Ij)(t)
+

+
fq(Ij)(t)(f

′′(t) + a1(t)f(t))

fq(Ij)(t)
=

=
a2(t)f(t)fq(Ij)(t) + fq(Ij)(t)(f

′′(t) + a1(t)f(t))

fq(Ij)(t)
=

= f
′′
(t) + a1(t)f

′(t) + a2(t)f(t).

Ïiä ÷àñ âèâåäåííÿ âêàçàíèõ ñïiââiäíîøåíü âè-
êîðèñòàíî âiäîìó âëàñòèâiñòü âðîíñêiàíà ôóíäàìåí-
òàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (12)

W ′(f1, f2)(t) = −a1(t)W (f1, f2)(t)
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Îöiíêè ìið âèíÿòêîâèõ ìíîæèí ãëàäêèõ ôóíêöié

i òå, ùî f ′′q(Ij)(t)+a1(t)f
′
q(Ij)

(t) = −a2(t)fq(Ij)(t), t ∈ Ij .
Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó Ëióâiëëÿ äëÿ âðîíñêiàíà

W (f1, f2)(t) =W (f1, f2)(a) exp

(
−
∫ t

a

a1(τ)dτ

)
(15)

i î÷åâèäíó íåðiâíiñòü

|W (f1, f2)(t)| ≤ 2F (t)max{|f1(t)|, |f2(t)|},

îòðèìó¹ìî, ùî

2F (t)|fq(j)(t)| ≥ |W (f1, f2)(a)| exp
(
−
∫ t

a

a1(τ)dτ

)
.

Òåîðåìó äîâåäåíî. �
Äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè âèêîðèñòà¹ìî

òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ, ÿêå âèïëèâà¹ ç òåîðåìè
Âàëëå�Ïóññåíà [13, 23].

Ëåìà 1. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [a, b] → R ¹ íåíó-
ëüîâèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (12), êîåôiöi¹íòè aj(t),
j = 1, 2, ÿêîãî ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè íà [a, b].
Òîäi êiëüêiñòü íóëiâ ôóíêöi¨ f íà âiäðiçêó [a, b] íå
ïåðåâèùó¹ C5H, äå C5 = 1 + 2(b − a), à ñòàëà H �
òàêà æ, ÿê i â òåîðåìi B.

Òåîðåìà 2. Íåõàé f1(t), f2(t) � ôóíäàìåí-
òàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (12) i íåõàé

Σf1,f2 [a, b] = {t ∈ [a, b] : f1(t) = f2(t)∨f1(t) = −f2(t)},

à Rf1,f2 [a, b] � ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [a, b], óòâîðåíå
òî÷êàìè a, b i òî÷êàìè ìíîæèíè2 Σf1,f2 [a, b]. Òîäi
Rf1,f2 [a, b] ¹ ïiäïîðÿäêîâàíèì ôóíäàìåíòàëüíié ñè-
ñòåìi f1, f2. Êiëüêiñòü òî÷îê ìíîæèíè Σf1,f2 [a, b]
íå ïåðåâèùó¹ (2+4(b−a))H, äå ñòàëà H � òàêà æ,
ÿê i â òåîðåìi B.

� Äîâåäåííÿ. Íåõàé g1(t) = f1(t) − f2(t),
g2(t) = f1(t)+f2(t),M1[a, b],M2[a, b]� ìíîæèíè íóëiâ
ôóíêöié g1, g2 âiäïîâiäíî, ÿêi ïîòðàïëÿþòü íà âiäði-
çîê [a, b]. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ g1, g2 ¹ íåòðèâiàëüíèìè
ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (12), òî çà ëåìîþ 2 êiëüêiñòü
òî÷îê êîæíî¨ ç ìíîæèí M1[a, b],M2[a, b] íå ïåðåâè-
ùó¹ C5H, òîìó, ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü

Σf1,f2 [a, b] =M1[a, b] ∪M2[a, b],

êiëüêiñòü òî÷îê ìíîæèíè Σf1,f2 [a, b] íå ïåðåâèùó¹
2C5H = (2 + 4(b− a))H.

Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçáèòòÿ Rf1,f2 [a, b] íå ¹ ïiäïî-
ðÿäêîâàíèì ôóíäàìåíòàëüíié ñèñòåìi f1(t), f2(t). Öå
îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêèé âiäðiçîê I = [α, β] öüîãî
ðîçáèòòÿ (êiíöÿìè âiäðiçêà I ¹ äâi ïîñëiäîâíi òî÷êè
ìíîæèíè {a}∪Σf1,f2 [a, b]∪{b}), íà ÿêîìó çíàéäóòüñÿ
òàêi äâi âíóòðiøíi òî÷êè ξ, η ∈ (α, β), ùî

|f1(ξ)| > |f2(ξ)|, |f1(η)| < |f2(η)|.

Iç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié f1, f2 òà òåîðåìè ïðî ïðî-
ìiæíå çíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêà âíóòðiøíÿ

òî÷êà t0 ∈ (α, β), ùî |f1(t0)| = |f2(t0)|, òîáòî àáî
f1(t0) = f2(t0), àáî f1(t0) = −f2(t0). Öå ñóïåðå÷èòü
òîìó, ùî ìiæ òî÷êàìè α, β íå ìiñòèòüñÿ æîäíî¨ ç òî-
÷îê ìíîæèíè Σf1,f2 [a, b].

Òåîðåìó äîâåäåíî. �

IV. Äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêå òâåðäæåííÿ ïðî îöií-
êè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (äèâ. [6, ñ. 29]).

Ëåìà 1. Íåõàé ôóíêöi¨ f1, f2 íà âiäðiçêó
[a, b] ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (12), êîåôiöi¹íòè aj(t),
j = 1, 2, ÿêîãî ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè íà [a, b].
ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè

f1(a) = f ′2(a) = 1, f2(a) = f ′1(a) = 0, (16)

òî äëÿ äîâiëüíèõ t ∈ [a, b] âèêîíóþòüñÿ îöiíêè∣∣∣f (j−1)
q (t)

∣∣∣ ≤ C6 exp(α(t− a)), j = 1, 2, (17)

äå C6 > 0, ñòàëà α � òàêà æ, ÿê i â òåîðåìi B.
Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè B. Íåõàé

f1(t), f2(t) � òàêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿç-
êiâ ðiâíÿííÿ (12) íà âiäðiçêó [a, b], äëÿ ÿêî¨ âèêîíó-
þòüñÿ óìîâè (16). Íåõàé Rf1,f2 [a, b] � ðîçáèòòÿ âiä-
ðiçêà [a, b], ïîáóäîâàíå ó òåîðåìi 3 äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè:

[a, b] =
N∪
j=1

Ij ,N ≤ (2+4(b−a))H. ÎñêiëüêèRf1,f2 [a, b]

¹ ïiäïîðÿäêîâàíèì ñèñòåìi f1, f2, òî çà òåîðåìîþ 2 íà
êîæíîìó ç ïðîìiæêiâ Ij , j = 1, . . . , N , öüîãî ðîçáèòòÿ
äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç

L2

(
d

dt

)
=

d2

dt2
+ a1(t)

d

dt
+ a2(t)

äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ çà Ìàììàíà (13). Íà ïiäñòàâi
îöiíîê (17) ëåìè 3 ç îöiíêè (14) òà ôîðìóëè (15) äi-
ñòà¹ìî, ùî íà êîæíîìó ç ïðîìiæêiâ Ij , j = 1, . . . , N ,
äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ôàêòîðèçàöi¨ (13) âèêîíóþòüñÿ òàêi
íåðiâíîñòi:∣∣∣∣W (f1, f2)(t)

fq(Ij)(t)

∣∣∣∣ ≤ C7e
(α+2α1)(b−a), t ∈ Ij , (18)

∣∣∣∣∣ f2q(Ij)(t)

W (f1, f2)(t)

∣∣∣∣∣ ≤ C8e
(2α+α1)(b−a), t ∈ Ij , (19)

∣∣∣∣ 1

fq(Ij)(t)

∣∣∣∣ ≤ C9e
(α+α1)(b−a), t ∈ Ij , (20)

äå C7, C8, C9 � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü òiëüêè âiä
a, b. Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 1 äëÿ îöiíîê çâåðõó ìið ìíî-
æèí E(f, ε, Ij), j = 1, . . . , N . Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi
(18)�(20), äiñòà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0

mesE(f, ε, Ij) ≤ C10e
2(α+α1)(b−a) (ε/δ)

1/2
, (21)

2ìíîæèíà Σf1,f2 [a, b] ìîæå áóòè é ïîðîæíüîþ, íàïðèêëàä, Σcos t,sin t[0, π/6] = ∅; ãðàôiêè ôóíêöié |f1| i |f2| íå ïåðåòèíàþòüñÿ
íà âiäðiçêó [a, b].
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äå j = 1, . . . , N , C10 > 0. ÎñêiëüêèN ≤ (2+4(b−a))H,
òî ç îöiíîê (21) îòðèìó¹ìî

mesE(f, ε, (a, b)) ≤ N max
1≤j≤N

mesE(f, ε, Ij) ≤

≤ C11He
2(α+α1)(b−a) (ε/δ)

1/2
,

äå C11 � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä a, b.
Òåîðåìó B äîâåäåíî.

V. Ìåòðè÷íi îöiíêè çíèçó ìàëèõ
çíàìåííèêiâ

Íàâåäåìî äåÿêi çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëü-
òàòiâ. Ïîçíà÷èìî: x = (x1, . . . , xp), Ωp � p-âèìiðíèé
òîð (R/2πZ)p, QpT = {(t, x) : t ∈ (0, T ), x ∈ Ωp},
Dx = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xp), k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp,
|k| = |k1|+ . . .+ |kp|.

Ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi â îáëàñòi QpT çà-
äà÷i ç äâîòî÷êîâèìè êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ íàâàí-
òàæåíîãî ðiâíÿííÿ iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

∂2u

∂t2
+A1(t,Dx)u = f(t, x) +A0(t,Dx)u(ξ, x),

u(0, x) = 0, u(T, x) = 0, x ∈ Ωp,

äå ξ ∈ (0, T ),

Aj(t,Dx) =
∑

|s|≤M

Asj(t)(−i∂/∂x1)s1 . . . (−i∂/∂xp)sp ,

M ∈ N, Asj(t) ∈ C[0, T ], j = 0, 1, s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp+,
|s| = s1 + . . .+ sp, âèíèêà¹ ïîòðåáà îöiíèòè çíèçó ìî-
äóëi âèðàçiâ

Γk(ξ) ≡
∫ T

0

Gk(ξ, τ)A0(τ, k)dτ − 1, k ∈ Zp.

Òóò Gk(t, τ) � ôóíêöiÿ �ðiíà äèôåðåíöiàëüíîãî îïå-
ðàòîðà, ïîðîäæåíîãî äèôåðåíöiàëüíèì âèðàçîì

lk

(
d

dt

)
y(t) ≡ y′′(t) +A1(t, k)y(t), k ∈ Zp, (22)

òà êðàéîâèìè óìîâàìè

y(0) = 0, y(T ) = 0. (23)

Çàçíà÷èìî, ùî êðèòåði¹ì iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ �ðiíà
Gk(t, τ), k ∈ Zp, ¹ âiäìiííiñòü âiä íóëÿ âåëè÷èíè
f2(T, k), äå f2(t, k) � òàêèé äâi÷i íåïåðåðâíî äèôå-
ðåíöiéîâíèé íà [0, T ] ðîçâ'ÿçîê çâè÷àéíîãî äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ lk

(
d
dt

)
y(t) = 0, ùî

f2(0, k) = 0, f ′2(0, k) = 1.

Òåîðåìà 1. Íåõàé f2(T, k) ̸= 0, k ∈ Zp, i íå-
õàé

min
t∈[0,T ]

|A1(t, k)−A0(t, k)| ≥ C12(1 + |k|)γ , k ∈ Zp.

Òîäi äëÿ ìàéæå âñiõ (ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà â R) ÷è-
ñåë ξ ∈ [0, T ] íåðiâíiñòü

|Γk(ξ)| ≥ (1 + |k|)−ω exp(−δ|k|M )

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ (êðiì, ìîæëèâî, ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi) âåêòîðiâ k ∈ Zp ïðè

ω > 2p+M − γ, δ ≥ 4AT,

äå A = sup
k∈Zp

max
t∈[0,T ]

|A1(t, k)|/(1 + |k|)M .

� Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî k ∈ Zp çàïðîâàäè-
ìî òàêi ìíîæèíè:

Eω,δ(k) = {ξ ∈ [0, T ] : |Γk(ξ)| <

< (1 + |k|)−ω exp(−δ|k|M )}, ω, δ ∈ R.

Ç îãëÿäó íà ëåìó Áîðåëÿ-Êàíòåëëi [9] äëÿ äîâåäåííÿ
òåîðåìè 4 äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî ïðè ω > 2p+M −γ,
δ ≥ 4AT ðÿä ∑

k∈Zp
mesEω,δ(k) (24)

çáiãà¹òüñÿ. Ôóíêöiÿ Γk(ξ), k ∈ Zp, � äâi÷i íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà çà ξ ∈ [0, T ]. Ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨
�ðiíà Gk(t, τ), k ∈ Zp, çàäà÷i (22), (23), âèïëèâà¹, ùî

lk

(
d

dξ

)
Γk(ξ) = A1(ξ, k)−A0(ξ, k), ξ ∈ [0, T ].

Òîäi ç óìîâè òåîðåìè 4 îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ âñiõ
ξ ∈ [0, T ] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣lk ( d

dξ

)
Γk(ξ)

∣∣∣∣ ≥ C12(1 + |k|)γ , k ∈ Zp.

Iç òåîðåìè B äëÿ ìiðè ìíîæèíè Eω,δ(k), k ∈ Zp, ïðè
ω > 2p+M − γ, δ ≥ 4AT äiñòà¹ìî îöiíêó

mesEω,δ(k) ≤
C13

(1 + |k|)(ω+γ−M)/2
=

C13

(1 + |k|)p+ε
,

äå ε = (ω + γ −M)/2 − p > 0, C13 � äîäàòíà ñòàëà,
ùî íå çàëåæèòü âiä k. Ç îòðèìàíî¨ îöiíêè âèïëèâà¹
çáiæíiñòü ðÿäó (24).

Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Âèñíîâêè

Âñòàíîâëåíî îöiíêè çãîðè äëÿ ìiðè ìíîæèíè
{t ∈ (a, b) : |f(t)| < ε}, ε > 0, ÿêùî äâi÷i íåïå-
ðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ f ñïðàâäæó¹ óìî-
âó
∣∣L2

(
d
dt

)
f(t)

∣∣ > δ, δ > 0, äå L2

(
d
dt

)
� ëiíiéíèé

äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç iç íåïåðåðâíèìè êîåôiöi¹í-
òàìè. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äëÿ äîâåäå-
ííÿ ìåòðè÷íèõ òåîðåì ïðî îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíà-
ìåííèêiâ, ÿêi âèíèêàþòü ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ çàäà÷
ç äâîòî÷êîâèìè óìîâàìè äëÿ íàâàíòàæåíèõ ðiâíÿíü
iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Ðåçóëüòàòè ìîæíà ïîøèðèòè íà âèïàäîê ôóíêöié
êîìïëåêñíîãî òà p-àäè÷íîãî àðãóìåíòiâ.

Ðîáîòà ïiäòðèìàíà ÄÔÔÄ Óêðà¨íè (ïðîåêò
�41.1/004).
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ÎÖÅÍÊÈ ÌÅÐ ÈÑÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ
ÃËÀÄÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ïòàøíèê Á. È., Ñèìîòþê Ì. Ì.
Èíñòèòóò ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè è ìàòåìàòèêè èì. ß. Ñ. Ïîäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðàèíû

óë. Íàó÷íàÿ 3-á, 79060, Ëüâîâ, Óêðàèíà

Óñòàíîâëåíû îöåíêè ñâåðõó äëÿ ìåð Ëåáåãà èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ ãëàäêèõ ôóí-
êöèé, ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ íà êîòîðûå äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
îòëè÷åí îò íóëÿ. Ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè, êîãäà âûðàæåíèå äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ
ïî Ìàììàíà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìåòðè÷åñêèõ îöåíîê
ñíèçó ìàëûõ çíàìåíàòåëåé, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè äâóõòî÷å÷íûõ çàäà÷ äëÿ
íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ìàëûå çíàìåíàòåëè, ìåðà Ëåáåãà, ôàêòî-
ðèçàöèÿ çà Ìàììàíà, ôóíêöèÿ Ãðèíà, èñêëþ÷èòåëüíûå ìíîæåñòâà.
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The upper estimates for the Lebesgue measures of exceptional sets of smooth functions are
established (the result of applying of second order di�erential expression for this functions is
di�erent from zero). The special case when the di�erential expression has a factorization by
Mammana is considered. The results are applied to prove the metric lower estimates of small
denominators that arise in the study of two-point problem for the loaded partial di�erential
equations with variable coe�cients.

Key words: di�erential equations, small denominators, Lebesgue measure, Mammana factorization,
Green functions, exceptional sets.
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