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ПЕРЕТВОРЕННЯ ЛАПЛАСА-СТІЛТЬЄСА У МАТЕМАТИЧНИХ 

МОДЕЛЯХ СИСТЕМ МАСОВОГО ОБСЛУГОВУВАННЯ. 
ЗБІЖНІСТЬ ІНТЕГРАЛУ ЛАПЛАСА-СТІЛТЬЄСА 

Задорожна О.Ю., Джавала Л.Л. 
Національний університет “Львівська Політехніка” 

 
Перетворення Лапласа – Стілтьєса (далі – L-St) займає одне з 

центральних місць в арсеналі математичних засобів, що дозволяють 
досліджувати найважливіші операційні характеристики стаціонарних 
випадкових процесів. 

Нехай функція )(xF  визначена на 0)(),,(  xF
 
при 

)(,0 xFx   є функцією обмеженої варіації на кожному скінченному 

проміжку ],0[ T  та виконується нерівність )0(|)(| 0  xMexF xs  для 
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деяких сталих .0,0 0  sM  Тоді перетворенням L-St )(sI  від функції 

)(xF  називається функція  .,)()( 0 CxxdFesI sx
 
   

Наведемо деякі математичні моделі, де фігурує перетворення L-St. 
Модель 1. ([1]) Нехай }{)( xPxF    – ФР (функція розподілу) 

деякої в.в. (випадкової величини) .0
 
Тоді )()( seMsI   має сенс 

математичного сподівання. Якщо ж s  – чисто уявна змінна, то 
перетворення L-St співпадає з характеристичною функцією розподілу 

)(xF . 
Модель 2. ([2]) Нехай )(xF  – ФР в.в. ,  що дорівнює тривалості 

деякого процесу. Одночасно з спостеріганням цього процесу будемо 
аналізувати настання деяких штучних подій (катастроф), що не 
залежать від “головного процесу”. Припустимо, що інтервали   між 
моментами настання таких подій незалежні і розподілені 
експоненціально з одним і тим же параметром ,0s

 
тобто 

.0,1}{   xexP sx  Тоді для ймовірності }{  P того, що за 
випадковий час   не настане жодної катастрофи  має місце формула  

.)(}{ 0
  xdFeP sx   

Mодель 3. ([3]) Нехай на часовій осі деякий момент часу вибраний 
за 0  і нехай 0,...,, 21 ittt  – моменти настання подій. Позначимо 

111 ,  nnn ttt   – довжини інтервалів між моментами настання всіх 
подій. Відзначимо принципову відмінність 1  від інших n : якщо 

2, nn  відраховується від моменту настання попередньої події, то 

1  відраховується від нуля на часовій осі. 
Випадковий потік називається потоком з обмеженою післядією 

(надалі – ПзОП), якщо }{ n – незалежні випадкові величини.  
Зміст слів “обмежена післядія”: майбутня поведінка потоку після 

моменту часу ),( 1 nn ttt
 
залежить лише від кінцевої величини 

),( ntt   а від інших подій у минулому не залежить. Для опису ПзОП 
достатньо задати функції розподілу .1},{)(  kxPxF kk    

ПзОП, для якого ,2),()(  kxFxFk називається потоком 
відновлення. Нехай tN  – кількість подій, що настали на інтервалі 

).,0( t  Функція )()( tNMtH   називається функцією відновлення. Ця 

функція задовольняє рівняння  
t xdFxtHtFtH 01 ),()()()(  яке 

розв’язується саме з допомогою перетворення L-St. 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 392 

Модель 4. ([1]) Розглянемо однолінійну СМО з очікуванням, на 
вхід якої поступає найпростіший потік інтенсивності , а час 
обслуговування заявки є в.в. з ФР ),(tF  перетворення L-St якої ).(sI  
Нехай kt  – момент закінчення обслуговування в системі k ї заявки. 
Процес 1, ki

kt  є однорідним ланцюгом Маркова з дискретним часом. 

Нехай в деякий момент закінчення обслуговування запиту kt  
кількість запитів 

kti  в системі дорівнює .0, ii  Оскільки в момент 

часу kt  кількість запитів в системі має стрибок, то вважаємо, що 
,0

kk tt ii  тобто заявка, яка покидає систему уже не зараховується. 
Оскільки ,0i  то для обслуговування негайно вибирається наступна 
заявка, яка покидає систему у момент закінчення обслуговування 
запиту .1kt  Тому для того, щоб в момент 1kt  в системі залишилось j  
запитів, необхідно, щоб за інтервал часу ),( 1kk tt  в систему поступило 

1 ij  запитів. Ймовірність цієї події 1ijf  знаходиться з формули 




 
0

.0),(
!
)( ltdFe

l
tf t

l

l
  Зауважимо, що у цій формулі фігурує 

додатковий підінтегральний множник .
!
)()(

l
ttf

l
  

Нами розглядаються інтеграли Лапласа – Стілтьєса більш 
загального вигляду із множником )(tf   довільного вигляду. 

Нехай L  – клас невід’ємних, неспадних на ),0[   функцій, dF  – 
міра Лебега-Стілтьєса, породжена функцією ,LF  а f  – невід’ємна, 
визначена на ),0[   dF вимірна функція. Розглянемо інтеграл 

Лапласа – Стілтьєса вигляду 



0

.),()()( RxdFexfI x                (1) 

Говоритимемо, що інтеграл (1) збіжний у точці ,R  якщо 
)(I  та розбіжний якщо )(I . Число Rзб   

називатимемо абсцисою збіжності інтегралу (1), якщо він збіжних для 
всіх зб   і розбіжний для всіх .зб   Якщо інтеграл збіжний для 
всіх ,R  то покладемо ,зб  якщо ж він розбіжний для всіх 

,R  то покладемо .зб  Позначимо , supp supp fdFS   де 
dF supp  та f supp  означають носій міри dF  та носій функції  f  

відповідно. 
Твердження. а) якщо функція LF  необмежена, то  
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;)0(ln
)(

1ln1lim)0(ln
)(

1ln1limlim
01 

























xF
xfx

xFh
xfx

Sx
xзб

Sx
xh



б) якщо функція  LF  обмежена, тоді  .
)(

1ln1lim зб

Sx
x xfx






 Окрім 

того, якщо ,)(:)0(
0

 


x
x xdFe  тоді .

)(
1ln1lim
xfx

Sx
xзб



  

Наслідок. Для абсциси збіжності інтеграла Лапласа 0 )( dxexf x  

має місце нерівність .
)(

1ln1lim
)(

1ln1lim
xfxxfx

Sx
xзб

Sx
x







  
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Аналітичну в усій комплексній площині функцію називають цілою. 

Оскільки довільну цілу функцію можна розвинути в збіжний в С
степеневий ряд, то їх ще називають многочленами нескінченно 
великого степеня. 

Нехай  rzzffrM  :)(max);(  - максимум модуля функції f  в 
крузі. Порядком цілої функції f  називається число 

r
frM

r ln
);(lnlnlim



 . 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua




